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ОТЪ  СОЧИНИТЕЛЯ. 


Аналитическая  Теорія  Вѣроятностей,  входящая  въ  область  Прикладной 
Математики,  существенно  отличается  отъ  другихъ  приложеній  чистаго  ана¬ 
лиза.  Въ  Геометріи  и  въ  предметахъ  Естественной  Философіи,  какъ  напри¬ 
мѣръ  въ  явленіяхъ  всеобщаго  тяготѣнія,  въ  теоріи  свѣта,  тепла,  звука, 
электричества  и  проч.,  всѣ  изслѣдованія  основаны  частію  на  нашихъ  поня¬ 
тіяхъ  о  разныхъ  величинахъ  дѣйствительно  существующихъ ,  пли  только 
воображаемыхъ  нами,  частію  же  на  законахъ,  выведенныхъ  изъ  опытовъ, 
или,  за  недостаткомъ  такихъ  опытныхъ  началъ,  на  ппотезахъ,  болѣе  илп 
менѣе  правдоподобныхъ.  Напротивъ  того,  Анализъ  Вѣроятностеіі  подвер¬ 
гаетъ  разсмотрѣнію  и  численной  оцѣнкѣ  явленія,  зависящія  отъ  причинъ 
нетолько  совершенно  неизвѣстныхъ  намъ,  но  которыя  даже,  по  нашему  не¬ 
вѣдѣнію,  не  подлежатъ  никакимъ  иредположеіуямъ.  Тонкія,  глубокомысленныя 
умозаключенія,  приводящія  къ  этой  цѣли,  составляютъ  въ  совокупности  на¬ 
дёжнѣйшій  путь  если  не  для  открытія  безусловной  истины,  то,  по  крайней 
мѣрѣ,  для  возможнаго  приближенія  къ  ней.  И  когда  примемъ  въ  соображеніе, 
что  при  такомъ  важномъ  назначеніи,  математическое  ученіе  о  вѣроятностяхъ 


обнимаетъ  въ  приложеніяхъ  свопхъ  предметы  Физическаго  н  нравственнаго 
міра,  то  утвердительно  можемъ  сказать,  что  эта  теорія  есть  созданіе  ума, 
наиболѣе  возвышающее  человѣка,  и  'какъ  бы  указывающее  на  предѣлъ  вѣ¬ 
дѣній,  за  который  ему  не  дано  перейти. 

Предлагаемая  нынѣ  книга  есть  первое  сочиненіе  на  Русскомъ  языкѣ, 
заключающее  въ  себѣ  подробное  изложеніе  какъ  математическихъ  началъ 
теоріи  вѣроятностей,  такъ  и  важнѣйшихъ  ея  приложеній  къ  жизни  обществен¬ 
ной,  къ  Естественной  Философіи,  а  равно  къ  Наукамъ  Политическимъ  и 
Нравственнымъ.  Послѣдняя,  XII  Глава,  посвящена  историческимъ  подроб¬ 
ностямъ  объ  постепенномъ  развитіи  Анализа  Вѣроятностей.  Въ  концѣ  книги 
помѣщено  десять  Примѣчаніи,  содержанія  чисто  математическаго;  они  изба¬ 
вятъ  нѣкоторыхъ  читателей  отъ  труда  пріискивать  въ  другихъ  трактатахъ 
или  мемуарахъ  объясненія  разныхъ  теорій,  часто  встрѣчающихся  въ  Исчис¬ 
леніи  Вѣроятностей.  За  Примѣчаніями  слѣдуетъ  Объясненіе  двухъ  полезныхъ 
таблицъ,  прилагаемыхъ  къ  моему  сочиненію,  и,  наконецъ,  Прибавленіе,  содер¬ 
жащее  въ  себѣ  рѣшеніе  одного  любопытнаго  вопроса.  Впрочемъ,  отсылаю 
къ  самому  Оглавленію,  гдѣ  можно  видѣть  подробное  указаніе  на  предметы, 
которые  вошли  въ  составъ  книги. 

Скажу  нѣско.!ъко  словъ  о  самомъ  исполненіи  моего  труда.  Безсмертное 
твореніе  Лапласа:  Шопе  апаіуіщие  іе$  РгоЪаЫІіі&з  постоянно  служило  мнѣ 
образцомъ  какъ  изящностію  употребленнаго  въ  немъ  анализа,  такъ  о  глубо¬ 
комысліемъ  сужденій.  Но,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  предлагая  многія  теоріи,  нмъ 
созданныя,  я  всегда  старался  упростить  по  возможности  изложеніе  и  доказа¬ 
тельства  пхъ,  а  равно  и  самый  анализъ.  Смѣло  надѣюсь,  математпкп  отда¬ 
дутъ  мнѣ  справедливость  въ  томъ  отношеніи,  что  я  значительно  облегчилъ 
изученіе  книги  Лапласа,  которая,  по  сжатости  своей  и  по  свойственнымъ 


предмету  особеннымъ  затрудненіямъ,  доступна  весьма  немногимъ.  Учёныя 
изслѣдованія  другихъ  знаменитыхъ  геометровъ,  преимущественно  Эйлера, 
Лагранжа  и  Поассона  также  были  мнѣ  полезны.  У  послѣдняго  я  заимство¬ 
валъ  изложеніе  математической  теоріи  Судопроизводства.  Относительно 
другихъ  моихъ  трудовъ ,  ограничусь  ссылкою  на  нѣкоторыя  критичес¬ 
кія  замѣчанія,  помѣщенныя  въ  моей  книгѣ,  а  также  на  измѣненія  при 
выводѣ  многихъ  Формулъ  п  на  перемѣны,  которымъ  я  призналъ  полезнымъ 
подвергнуть  въ  разныхъ  случаяхъ  общеупотребляемые  аналитическіе  пріёмы. 
Преимущественно  обращу  вниманіе  на  Главы  VII  и  X.  Читатель  самъ  за¬ 
мѣтитъ  эти  измѣненія  при  внимательномъ  чтеніи  многихъ  статей  въ  моеіі 
книгѣ,  и  при  сличеніи  пхъ  съ  изложеніемъ  въ  другихъ,  извѣстныхъ  сочи¬ 
неніяхъ.  Болѣе  обширныя  изслѣдованія,  собственно  мнѣ  принадлежащія, 
сопровождаются  указаніями  въ  самомъ  текстѣ.  Сдѣлаю  еще  одно  замѣчаніе. 
Такъ  какъ  до  сихъ  поръ  у  насъ  не  было  никакого  отдѣльнаго  сочиненія,  ни 
даже  перевода  объ  Математической  Теоріи  Вѣроятностей,  то  мнѣ  предстоялъ 
трудъ  писать  на  Русскомъ  языкѣ  о  предметѣ,  для  котораго  мы  не  имѣли 
установленныхъ  употребленіемъ  оборотовъ  и  выраженій.  Не  смѣю  надѣяться, 
чтобы  я  создалъ  для  Анализа  Вѣроятностей  языкъ,  совершенно  удовлетвори¬ 
тельный  по  своей  простотѣ  и  опредѣлительности;  но,  во  всякомъ  случаѣ, 
мнѣ  пріятна  та  увѣренность,  что  я  приложилъ  всѣ  старанія  по  возможности 
приблизиться  къ  этой  цѣли. 

Окончу  изъявленіемъ  желанія,  чтобы  предлагаемое  сочиненіе  послужило 
къ  распространенію  между  моими  соотечественниками  здравыхъ  понятій  и 
полезныхъ  практическихъ  истинъ.  И  если  даже  нѣкоторые  изъ  моихъ  чи¬ 
тателей  не  будутъ  имѣть  достаточнаго  математическаго  образованія  для  того 
чтобы  слѣдить  за  аналитическимъ  изложеніемъ  всѣхъ  теорій,  составляющихъ 


предметъ  Ученія  о  Вѣроятностяхъ,  то  п  для  нихъ  внимательное  чтеніе  моей 
кннгп  не  останется  безполезнымъ.  Въ  ней  почерпнутъ  они  разнообразные, 
общепрпмѣнптельные  результаты,  которые  покажутъ  пмъ,  въ  настоящемъ  пхъ 
свѣтѣ,  многіе  занимательные  вопросы  п  пстпны,  касающіеся  нашей  общест¬ 
венной  жпзнп. 


ПОДРОБНОЕ  СОДЕРЖАНІЕ  КНИГИ. 

Введеніе .  стр.  I . 

Глава  I.  О  законахъ  вѣроятности  вообще  [отъ  №  1  до  16] .  стр.  5. 

ОБЩІЯ  ПРАВИЛА  ДЛЯ  ОПРЕДѢЛЕНІЯ  ВѢРОЯТНОСТИ .  стр.  II. 

иостяхъ.  Приложеніе  къ  игрѣ,  называемой  орлянкою.  Погрѣшность  Д'ЛламСсрта.  Вѣ- 

между  собою,  п  2°  въ  случаи  взаимной  нхъ  зависимости.  Отношеніе  между  вѣроят¬ 
ностями  сложнаго ,  наблюденного  и  будущаго  событій.  Относительная  вѣроятность. 

Правило  для  ся  опредѣленія . отъ  №  1  до  В. 

ОБЩІЯ  ФОРМУЛЫ  ДЛЯ  ВЫЧИСЛЕНІЯ  ВѢРОЯТНОСТИ  ПРИ  ПОВТОРЕШИ 

И  ПРИ  КАКОМЪ  НИ  ЕСТЬ  СОВОКУПЛЕНІИ  СОБЫТІЙ .  стр.  М. 

Опредѣленіе  вѣроятности  повторенія  одпого  событія,  пли  извѣстного  совокупленія 

ленія  вѣроятности,  что  одио  ала  нѣсколько  простыхъ  событій  повторятся  нс  менѣе 

даннаго  числа  разъ  при  извѣстномъ  числѣ  испытаній . отъ  N0  7  до  О. 

ПРИЛОЖЕНІЕ  ПРЕДЪИДУЩИХЪ  ФОРМУЛЪ  КЪ  ЧИСЛЕННОМУ  РѢ¬ 
ШЕНІЮ  НѢКОТОРЫХЪ  ВОПРОСОВЪ .  стр.  20. 

Въ  ЭТОЙ  статьѣ  рѣшены,  для  упражненія,  семь  простыхъ  вопросовъ,  изъ  которыхъ 

жить  къ  числу  первоначальныхъ  изслѣдованій  въ  Теоріи  Вѣроятностей.  Задача  Мере 
предлагается  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

Объясненіе  погрѣшности  Кавалера  Мере  при  рѣшеніи  этого  вопроса . отъ  №  ІО  до  10. 

1  лава  II.  О  законахъ  вѣроятности  при  неопредѣленномъ  повтореніи 

испытаніи  [отъ  №  17  до  30] .  Стр.  25. 

О  СЛОЖНЫХЪ  СОБЫТІЯХЪ,  НАИБОЛѢЕ  ВѢРОЯТНЫХЪ .  стр.  211. 

Объ  нанвѣролтнѣйшемъ  сложномъ  событіи,  составленномъ  изъ  кратнаго  совокупленія 
двухъ  простыхъ.  Доказательство  различныхъ  свойствъ  разложенія  ( а-\-Ь)т ,  отъ  кото¬ 
рыхъ  это  опредѣленіе  зависитъ.  Примѣръ  обнаруживающій ,  что  абсолютныя  вѣролт- 
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и  ости  правдоподобнѣйшихъ  событій  уменьшаются  съ  увеличеніемъ  чпс.іа  испытаиій. 

Напротивъ  того,  относительная  вѣроятность  правдоподобнѣйшаго  событія  въ  канону  іш 
есть  другому,  возрастаетъ  съ  числомъ  испытаній.  Распространеніе  этихъ  слѣдствій  на 

общій  счучай . отъ  №  17  до  10. 

ТЕОРЕМА  ЯКОВА  БЕРНУЛЛИ .  стр.  54. 

Объясненіе  примѣрами  и  изложеніе  теоремы  Якова  Бернулли.  Этотъ  общій  законъ,  въ 
отношеніи  въ  двумъ  событіямъ,  можетъ  быть  выражеиъ  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

Подробное  доказательство  теоремы  Якала  Бернулли.  Различныя  разложенія  въ  безко¬ 
нечные  ряды  интеграловъ  ^  е  йі  а^е  А,  входящихъ  въ  выраженія  вѣроят¬ 
ностей.  Примѣчаніе  объ  употребленіи  безконечныхъ  рядовъ,  сходящихся  въ  первыхъ 
свои»  члеиахъ ,  по  расходящихся  въ  да-іыіѣйшихъ.  Разборъ  различныхъ  слѣдствій, 

ИЗСЛѢДОВАНІЕ  ОДНОГО  ЧАСТНАГО  СЛУЧАЯ,  ВЪ  КОТОРОМЪ  СТАТОЧНО- 

СТИ  ИЗМѢНЯЮТСЯ  ВО  ВРЕМЯ  ИСПЫТАНІЙ .  стр.  ЙЗ. 

Изъ  сосуда,  заключающаго  о  шаровъ  бѣлыхъ  и  Ь  чёрныхъ,  вынимаютъ  иа-удачу,  въ 
вѣсколько  пріёмовъ,  каждый  разъ  по  одному  шару,  при  чёмъ  извлекаемые  шары  откла¬ 
дываются  въ  сторону.  Найти  вѣроятности  различныхъ  сложныхъ  событій,  которыя  мо¬ 
гутъ  произойти  при  дойномъ  числѣ  выемовъ.  Опредѣленіе  правдоподобнѣйшаго  событія 
въ  этомъ  случаѣ.  Факторіальный  биномъ.  Приложеніе  найденныхъ  Формулъ  къ  рѣше¬ 
нію  нѣкоторыхъ  численныхъ  вопросовъ . отъ  №  28  до  30. 

Глава  III.  О  математическом ъ  ожиданіи  [отъ  №  31  до  40] .  стр.  62. 

О  МАТЕМАТИЧЕСКОМЪ  РАВЕНСТВѢ  ИЛИ  БЕЗОБИДНОСТИ  ВСЯКАГО 

РОДА  ИГОРЬ,  И  О  МѢРѢ  МАТЕМАТИЧЕСКАГО  ОЖИДАНІЯ .  стр.  С2. 

Поилтіе  о  математическомъ  равенствѣ  игры.  Математическое  ожиданіе  пли  математи¬ 
ческая  выгода.  Аналитическое^  доказательство^  общаго  условія  безобидности  пли  матс- 

Нриложеніе  условія  беэобпдиости  къ  раздѣлу  ставки  въ  игрѣ,  которая  можетъ  длиться 

бытій,  появленіе  которыхъ  доставляетъ  извѣстные  выигрыши  одному  изъ  двухъ  игроковъ.  N°  34- 
ПРИЛОЖЕНІЕ  ПРЕДЪНДУЩИХЪ  ПРАВИЛЪ  КЪ  РѢШЕНІЮ  РАЗНЫХЪ 
ВОПРОСОВЪ,  ОТНОСЯЩИХСЯ  КЪ  ИГРѢ  ВЪ  КОСТИ,  КЪ  ЛОТЕРЕЯМЪ, 

ЗАКЛАДАМЪ  И  КЪ  БЕЗОБИДНОМУ  РАЗДѢЛУ  СТАВКИ  МЕЖДУ  ИГРО¬ 
КАМИ  ДО  ОКОНЧАНІЯ  ИГРЫ .  стр.  74. 

Въ  этой  статьѣ  предлагается  рѣшеніе  слѣдующихъ  общихъ  вопросовъ: 


а  3  а 
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Приложеніе  найденнаго  рѣшенія  въ  игрѣ,  извѣстной  подъ  названіемъ  раіьс-Лх . 

Рѣшеніе  того  же  вопроса,  когда  мѣста  нумеровъ  назначаются  предварительно. 

Приложеніе  предъпдушихъ  рѣшеиій  къ  нѣкоторымъ  чветпымъ  случаямъ,  и  прсиму- 

•і  пело  люнете,  будете  столе  ко  серебреныхъ  сколько  н  золотых » .  ; 

Рѣшепіе  слѣдующихъ  за  епмъ  вопросовъ,  болѣе  сложиыхъ,  основано  на  Исчисленіи 
Конечныхъ  Разностей,  и  преимущественно  на  интегрированіи  уравненій  въ  частныхъ 
разностяхъ.  Изложеніе  правила,  служащаго  для  приведенія  къ  уравненіямъ  подобнаго 
рода  вопросовъ.  Математическое  выраженіе  судьбы  игрока. 

игроковъ,  искусства  которыхъ  предполагаются  различными .  I 

иіл  IV.  О  нравственномъ  ожиданіи  [отъ  №  -іі  до  46] .  стр. 
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Мѣра  нравственнаго  ожиданія,  предложенная  Бюфопом, . •. .'.  і .  №  42. 

Другая  ея  мѣра,  употребленная  Даніиломъ  Бернулли,  п  допускаемая  донынѣ  понта 
всѣми  математиками.  Опредѣленіе  нравственной  пыгоди  по  Формулѣ  Бернулли  въ  томъ 
случаѣ,  когда  эта  выгода  завпептъ  отъ  пѣсколькпхъ  ожидаемыхъ  событій.  Приложеніе 
къ  застрахован^»,  а  доказательство  пользы  Страховыхъ  Учрежденій  про  извѣстныхъ 
условіяхъ. .  і>'°  43. 

Изложеніе  болѣе  общей  нпотезы  относительно  мѣры  нравственнаго  ожиданія.  Основы¬ 
ваясь  на  этой  ппотезѣ,  доказываютъ  съ  строгостію:  1°  Невыгоду  всякихъ  пгоръ  и 
закладовъ,  математически  равныхъ.  2°  Невыгоду  лотерей  при  совершенной  ихъ  безобид¬ 
ности.  5°  Когда  предстоитъ  надобность  подвергать  имущество  какимъ  либо  опасно¬ 
стямъ,  то  выгоднѣе  раздроблять  его  на  части,  тѣмъ  въ  цѣлости  подвергать  одной 
случайности.  Напротивъ  того,  разсматриваніе  одного  математическаго  ожпдаиіл,  приво- 

пмущество  по  частямъ  плп  въ  цѣлости .  №  41. 

Задача  Петербургская-,  историческія  замѣчанія  о  ней.  Ея  изложеніе: 

при  вступленіи  в,  игру,  обязано  заплатить  игроку  В  для  обоюдной  безобидности. 

Рѣшеніе  этого  вопроса,  оспованпос  па  разсматриваніи  математическаго  ожиданія.  Ка¬ 
жущееся  противорѣчіе ,  представляемое  этимъ  рѣшеніемъ.  Объясненіе  парадокса  Кои- 

Другое  рѣшеніе,  предложенное  Поасе.оном» .  №  48. 

Нѣкоторыя  мысли  объ  употребленіи  ожидаиіл  нравственнаго,  вмѣсто  математическаго.  №  40. 

іва  V.  О  вліяніи  па  результаты  Исчисленія  Вѣроятностей  нерав¬ 
новозможныхъ  статочностеіі ,  принимаемыхъ  за  равновозможныя , 
и  изслѣдованіе  особаго  рода  соединеніи,  приводящихъ  къ  разсматри¬ 
ванію  безконечнаго  числа  статочностеіі  [№  47  и  48] . стр.  123. 

Какимъ  образомъ  пераоповоэможныл  стоточвостп,  принимаемыя  за  равновозможныя, 
измѣняютъ  результаты  Исчисленія  Вѣроятностей.  Приложеніе  къ  игрѣ  орсло  или  рѣ- 
тстка.  Изъ  предлагаемаго  рѣшенія  окоэывастся,  что  при  двукратномъ  бросаніи  монеты, 
вскрытіе  одной  и  той  же  стороны,  нс  указывая  попередъ  которой  иясипо,  вѣроятнѣе 
чѣмъ  вскрытіе  двухъ  розныхъ  сторонъ.  Распространеніе  этого  результата  на  какія  нп 
есть  событія.  Общая  Формула,  выражающая  влілиіе  исраоиовозможиыхъ  статочпостсй. 

Изъ  пел  слѣдуетъ,  что  неизвѣстное  псравсиство,  существующее  въ  статочностлхъ,  пред¬ 
полагаемыхъ  равными,  всегда  увеличиваетъ  вѣроятность  повторенія  однихъ  и  тѣхъ  же 
событій.  Приложеніе  общей  формулы  къ  слѣдующему  вопросу: 


О  вѣроятностяхъ,  вычисляемыхъ  а  ргіогі  при  безконечномъ 
прпмѣра  предлагается  рѣшеніе  слѣдующаго  вопроса: 


ѣ  статичностей.  Для 


ПОДРОБПОЕ  СОДЕРЖАНІЕ  КІШГП. 


Опредѣленная  или  неопредѣленная  плоскоепѣ  раздѣлена  системою  рнвноотсгноящихо 
пари ллельньгхо  линій-,  на  о  ту  плоскость  бросают,,  наудачу,  весьма  тонкій  цилиндре, 
данной  длины,  нс  превосходящей  общаго  разстоянія  между  параллельными  линіями. 
Спрашивается,  как,  велика  вѣроятность,  что  цилиндра,  падая  па  плоскость,  острѣ- 

Рѣшеніе  этого  вопроса  приводитъ  къ  значенію  вѣроятности,  равному  —  >  гдѣ  2г 
означаетъ  длину  цилиндра,  а  разстояніе  между  параллельными  линіями,  а  .т?  отношеніе 
полуокружности  къ  радіусу.  Бросивъ  значительное  число  разъ  цилиндръ,  и  сосчитавъ 
сколько  разъ  онъ  падалъ  на  которое  пибудь  изъ  дѣленій,  можно,  въ  сплу  теоремы  Якова 
Бернулли,  вычислить  по  приближенію  трансцендентное  число  -т.  Дѣйствительно,  для 
этого  стоитъ  только  раздѣлить  число  встрѣчь  цилиндра  съ  дѣленіями  на  полное  число 
бросаній,  и  потомъ  найденное  отношеніе  уравнять  дроби  — .  Такимъ  образомъ  соста¬ 
вится  уравненіе,  опредѣляющее  велпчипу  гг. 

Рѣшеніе  предьпдущаго  вопроса  въ  томъ  предположеніи,  что  плоскость  раздѣлена  вто¬ 
рою  системою  параллельныхъ  линій,  перпендикулярныхъ  къ  первымъ,  пли,  иначе,  что 
разсматриваемая  плоскость  покрыта  системою  равныхъ,  соприкосновенныхъ  между  собою 
прямоугольниковъ.  Вѣроятность  въ  этомъ  случаѣ  опредѣляется  Формулою  Мя+Ь-г)  > 
гдѣ  г,  а,  гг  имѣютъ  прежнія  значенія,  а  Ь  изображаетъ  общее  разстояніе  между  пврал- 
лельнымп  линіями  второй  системы .  Л'°  40 

Глава  VI.  Рѣшеніе  нѣкоторыхъ  особенныхъ  вопросовъ  изъ  Анализа  Вѣ¬ 
роятностей  [отъ  №  49  до  51] . стр  |32. 

Дано  полное  уравненіе  второй  степени  хг+рх-И=0,  «  котором,  нозффиціенты  р  „  „, 
предполагаемые  цѣлыми,  могут,  измѣняться  между  предѣлами  —  ши+ш;  сверх,  того, 
по  причинѣ  простоты  случая,  допускается ,  что  ни  р  ни  ц  не  обращается  в,  нуль'. 

При  таких,  услооіях,  спрашивается,  как,  велика  вѣроятность,  что  уравненіе ,  написан- 

нос  на  удачу,^  и мѣсто  корни  вещественные .  «о  40. 

прикосновенных,  между  собою  равносторонних,  треуго. гьниковв;  нп  эту  плоскость  бро¬ 
сают,,  на-удачу,  весьма  тонкій  цилиндр»,  извѣстной  длины.  Опредѣлить  вѣроятность, 
что  цилиндр,  упадет»  по  крайней  мѣрѣ  на  одну  из,  сторон,  исчерченных,  на  плоскости 

треугольников ы .  >ч)  ^ 

По  данному  положенію  двух в  квадратов,  иа  обыкновенной  шахматной  доскѣ  огцгедѣ- 
лить  вѣроятность,  что  ладья,  стоящая  на  одном,  из,  двух»  квадратов»,  достигнет, 
другаго  в»  х  ходов, .  ХО  й| 

I  лава  VII.  О  законахъ  вѣроятности  при  неопредѣленномъ  числѣ  ста— 

точностей  [отъ  №  52  до  59] . СТр.  цз 

Общія  понятія  объ  опредѣленіи  вѣроятностей  а  роЧсгіогі.  Численный  примѣръ.  Пра¬ 
вила  для  опредѣленія  вѣроятностей  одной  или  нѣсколькихъ  причппъ  или  предположеній : 

тія,  вычисленной  при  том,  же  предположеніи,  и  раздѣленной  и а  сумму  вѣроятностей 
этого  самаго  событія,  относящуюся  кі  ' 


Подробное  содержаніе  книги. 


Подробное  содержаніе  кі 


I  .іАВА  IX.  О  пожизненныхъ  доходахъ ,  вдовьихъ  кассахъ,  тонтинахъ, 
сберегательныхъ  кассахъ  и  о  страховыхъ  учрежденіяхъ  вообще 
[отъ  №  70  до  76] . стр.  а  1 4. 


ПОДРОБПОЕ  СОДЕРЖАНІЕ 


Подробное  содержаніе 


Подробное  содержаніе 


Опредѣленіе  постояннаго  количества ,  вводимаго  въ  Формулы  неизвѣстнымъ  закономъ 
ввроятностп  погрѣшностей.  Это  постоянное  количество  завнептъ  отъ  суммы  квадратовъ 
погрѣшностей  наблюденій.  Опредѣленіе  средней  нормальной  погрѣшности  въ  Функпіп  ^  ^ 

коэффиціентовъ  условныхъ  уравненій . 

Лгье»  результата  (роіЛв  Ни  гётІЫІ).  При  одной  п  той  же  вѣроятности,  что  погрѣш¬ 
ность  заключается  между  извѣстными  предѣлами,  эти  предѣлы  будутъ  тѣмъ  тѣснѣе,  чѣмъ 
вѣсъ  больше.  Погрѣшности  содержатся  между  собою  о.  обратном а  отношеніи  норией 
квадратных.  «л.  соотвѣтствующихъ  омо  вѣсовъ.  Условія,  при  которыхъ  вѣсъ  увелпчп-  ^  ^ 

Правило  для  опредѣленія  величины  элемента  при  нѣсколькпхъ  рядахъ  наблюденій 
различнаго  рода.  Оно,  какъ  и  при  одномъ  рядѣ  наблюденій,  приводитъ  къ  способу  иаи- 

мсныпихъ  квадратовъ.  Сходство  этого  правила  съ  теоріею  центра  тяжести. .  л 

Замѣчанія  о  томъ  случаѣ,  когда,  при  употребляемомъ  способѣ  паблюдспій,  оказывается 
перевѣсъ  погрѣшностей  въ  одну  сторону ,  положительную  пли  отрицательную.  О  по-  ^  ^ 

стоянныхъ  погрѣшностяхъ . . . 

Историческія  свѣдѣнія  о  способ*  ммдмныям»  квадратовъ.  Труды  Лежандра,  Гаусса  ^  ^ 

п  Лапласа  по  этому  предмету .  ‘ 

Формулы,  выводимыя  изъ  способа  иапмепьшихъ  квадратовъ  при  двух»  и  трех»  элеліея-  ^ 

тол»,  опредѣляемыхъ  изъ  условныхъ  уравненіи . 

Объ  срсдисй  погрѣшности  особаго  рода,  употребляемой  Нѣмецкими  астрономами .  •'  ао- 

Численный  примѣръ,  относящійся  къ  опредѣленію  двухъ  элементовъ  пзъ  условныхъ  ^  ^ 
уравненій . 

Глава  XI.  Приложеніе  Анализа  Вѣроятностей  кв  свидѣтельствамъ, 
преданіямъ,  различнаго  рода  выборамъ  между  кандидатами  и  мнѣ¬ 
ніями,  и  къ  судейскимъ  опредѣленіямъ  по  большинству  голосовъ 
[отъ  №  97  до  117] . •• . стр-  300. 

Общія  замѣчанія  о  предметѣ  этой  Главы,  и  о  приложеніи  математическаго  апализа  къ  ^  ^ 

При  допросѣ  двухъ  свидѣтелей,  предполагая  пхъ  правдивости  различными,  и  допу¬ 
ская,  что  показанія  пхъ  должны  ограничиваться  простымъ  утоержденіемо  или  отріща- 
шел»  свидѣтельствуемаго  факта,  опредѣлить:  іо  вѣроятность  справедливости  согласнаго 
показанія,  и  2°  вѣроятность  справедливости  каждаго  свидѣтельства,  когда  показанія 

противорѣчивы.  Пиленіе  тѣхъ  же  вопросовъ  въ  случаѣ  трехъ  свидѣтелей .  №  01). 

Распространеніе  предъплутпхъ  формулъ  на  случай  произвольнаго  числа  свидѣтелей, 
предполагал  что  правдивость  одипокова  для  всѣхъ.  Вѣроятность  справедливости  соглас¬ 
наго  свидѣтельства  возрастаетъ  съ  числомъ  свидѣтелей,  когда  общая  пхъ  правдивость 
болѣе  А,  то  есть,  когда  они  имѣютъ  большую  наклонность  говорить  правду  чѣмъ 
неправду.  При  разногласіи  въ  показаніяхъ,  вѣроятность  свидѣтельство  зависитъ  только 
отъ  большинства  свидѣтелей,  утверждающихъ  какое  либо  событіе,  предъ  числомъ  отри¬ 
цающихъ  его  дѣйствительность.  Съ  перваго  взгляда  можетъ  показаться,  что  такое 
слѣдствіе  ис  согласно  съ  здравымъ  понятіемъ  объ  разсматриваемомъ  предметѣ.  Аналити¬ 
ческое  объясненіе  этого  кажущагося  противорѣчія .  00. 


Подробное  содержаніе 


Рѣшеніе  вопросовъ  предъпдущихъ  №•№  въ  томъ  случаѣ,  когда  принимается  въ  рас¬ 
четъ  собственная  вѣроятность  свидѣтельствуемаго  Факта.  Уподобленіе  собственной 
вѣроятности  попову  свидѣтельству.  Оправдапіс  этого  предположенія . 

Объ  событіяхъ  необыкновенныхъ.  Прнблпжсивос  чпслсиное  рѣшеніе  слѣдующаго 

Иль  полкой  Русской  азбуки  выдернули  шесть  букве  к  а-удачу,  которыя ,  по  мѣрѣ  их  в 
составили  слово  МОСКВА-  Спрашивается,  каяв  велика  вѣроятность,  кто  показаніе  двухв 

Для  объясненія  розлпчія  между  вѣроятностями  обыкновенныхъ  и  необыкновенныхъ 
событій,  предлагается  рѣшепіе  слѣдующаго  вопроса  -. 

Вынутъ  одннв  нумеръ  изъ  сосуда,  загиюкающаю  /і  различныхъ  нумеровъ-,  свидѣтель, 
правдивость  которою  дана,  объявляетъ,  кто  вышелъ  и»  і.  Опредѣлить  вѣроятность 

Весьма  простой  анализъ  приводитъ  къ  слѣдствію,  что  эта  вѣроятность  нс  зависитъ 
отъ  собственной  вѣроятности  свидѣтельствуемаго  Факта,  и  равна  правдивости  свидѣ¬ 
теля  Рѣшеніе  того  же  вопроса  при  согласномъ  показаніи  двухъ  свидѣтелей.  Въ  этомъ 
случаѣ ,  вѣроятность  дѣйствительнаго  выхода  п°  і  зависитъ  отъ  п  неопредѣленно 
приближается  къ  достовѣрностп  съ  увеличеніемъ  числа  /і  нумеровъ.  Ііѣроятность  появле¬ 
нія  п°  і,  ровная  въ  первомъ  вопросѣ  правдивости  свидѣтеля,  значительно  уменьшается, 
когда  всѣ  нумера,  кромѣ  п°  і,  будутъ  одинаковые.  Выраженіе  для  этой  вѣроятности. . 

Рѣшеніе  вопроса  о  свидѣтельствахъ,  предлагаемое  Лапласомъ.  По  Лапласу,  въ  по¬ 
добныхъ  вопросахъ  должно  прпппмоть  въ  расчетъ  два  элемепта,  именно:  честность  сви¬ 
дѣтеля  и  его  опытность.  Рѣшеніе  вопроса  №  102  принимая  въ  соображеніе  эти  два 
элемента  . 

Выводъ  общей  Формулы,  опредѣляющей  вѣроятность  РГ.  Различныя  слѣдствія,  про¬ 
истекающія  пзъ  пся.  Давность  передаваемаго  номъ  преданія,  само  но  себѣ  мало  вѣроят¬ 
наго,  вообще  ослабляетъ  его  вѣроятность.  Значенія  вѣроятности  Рг  при  различныхъ 

данію  покое  либо  событіе,  болѣе  плп  менѣе  вѣроятное.  Чѣмъ  время  событія,  доходлпіого 
до  пасъ  по  преданію,  будетъ  отдаленнѣе,  тѣмъ  меньше  вѣроятность  преданія  будетъ 
отличаться  отъ  первоначальной,  собственной  вѣроятности  событія.  Разнаго  рода  па¬ 
мятники,  письменность,  книгопечатаніе  и  проч.  въ  нѣкоторой  степени  ослабляютъ 

преданія  о  событіяхъ,  псподчипсипыхъ  Физическимъ  законамъ . 

Общія  замѣчанія  о  выборахъ  кандидатовъ.  Балотпровавіе  одиого  и  двухъ  к 
При  трехъ  плп  б&лыпемъ  числѣ  балотнрусмыхъ,  относительное  большинство  г 
всегда  обнаруживаетъ,  кто  изъ  ішхъ  должевъ  быть  предпочтенъ  о 
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ВВЕДЕНІЕ. 

Всѣ  явленія ,  представляющіяся  палъ  какъ  въ  вещественномъ ,  такъ  п  въ  правствеп- 
помъ  мірѣ,  подчинены  законамъ  непреложнымъ,  изъ  которыхъ,  до  спхъ  поръ,  самая 
незначительная  часть  сдѣлалась  достояніемъ  иаукп.  Неизмѣримое  поле  пстппъ  открыто 
передъ  философомъ  :  но  каждый  новый  шагъ  на  поприщѣ  умствепной  дѣятельности , 
совершенствуя  только  какую  ппбудь  отдѣльную  отрасль  нашихъ  знапій ,  часто  требуетъ, 
по  ограппчеппостп  ума  человѣческаго,  усилій  псобыкповеппыхъ.  Поэтому,  совершенное 
познаніе  прпроды  останется  навсегда  мечтою;  стремленіе  къ  приблизительному  осущест¬ 
вленію  этой  мечты ,  достойно  назначенія  человѣка. 

Мы  сказали ,  что  всѣ  явленія  подчинены  непреложнымъ  закопамъ;  въ  этомъ  убѣждаемся 
ппутрепппмъ  сознаніемъ,  что  нѣтъ  дѣйствія  безъ  причины,  а  Человѣкъ,  одаренный 
высшимъ  разумѣніемъ»,  говоритъ  Лапласъ,  «постигшій  въ  опредѣленное  время  всѣ  силы, 
дѣйствующія  на  природу,  и  взаимныя  отношенія  всѣхъ  существъ,  наполняющихъ  её, 
заключилъ  бы  въ  одпой  Формулѣ  и  законы  двпжепія  огромнѣйшихъ  тѣлъ  Вселенной  ,  и 
полётъ  легчайшей  пылппкп ;  для  высшаго  разумѣнія  пе  существовало  бы  пичего  недосто¬ 
вѣрнаго  ;  какъ  будущее ,  такъ  и  прошедшее  было  бы  передъ  нимъ  открыто.»  Нѣтъ 
человѣка  мыслящаго,  который,  съ  полнымъ  внутреннимъ  убѣжденіемъ,  пе  созпавалъ  бы 
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справедливости  этой  осповпой  истины,  составляющей  начало  всѣхъ  законовъ  природы;  и 
между  тѣмъ ,  сколько  умовъ,  даже  просвѣщеппыхъ,  которые  отвергаютъ  прямыя  ел 
слѣдствія.'  Не  видимъ  ли  мы  повседневно,  что  приписываютъ  счастію,  слѣпому  случаю, 
неудачѣ  и  проч.  такія  явлспія  плп  дѣйствія ,  которыя  непосредственно  проистекаютъ 
изъ  неизмѣнныхъ ,  хотя  и  неизвѣстныхъ  намъ  причинъ  ?  Прибавимъ  даже  :  нѣкоторыя 
паши  ощущепія  находятся  въ  явномъ  противорѣчіи  съ  понятіями,  очищенными  отъ  всякпхъ 
умственныхъ  предразсудковъ;  такъ  удивленіе ,  обнаруживаемое  пали  при  какомъ  либо 
событіи ,  которое ,  поводимому ,  выходить  изъ  обыкновеннаго  порядка  вещей ,  не 
протпворѣчитъ  ли  условіямъ  здраваго  мышленія?  Дѣйствительно ,  допустивъ  одпажды,  что 
пѣтъ  дѣйствія  безъ  причины,  мы  тѣмъ  самымъ  отвергаемъ  уже  возможность  всякаго 
случая ,  псподчпнсппаго  непреложнымъ  законамъ,  и  который  бы  могъ  возбудить  паше 
удивленіе.  Нельзя  отвергнуть  справедливости  этого  замѣчанія ,  по  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  иельзя 
побѣдить  и  привычки ,  часто  заставляющей  насъ  дѣйствовать  наперекоръ  прпзпавасмой 
памп  истины. 

Невѣденіе  законовъ  природы  приводитъ  пасъ,  па  каждомъ  шагу,  къ  педоумѣпію  и 
перѣшпмостп.  Мы  судимъ  о  какомъ  побудь  явленіи,  плп  событіи,  съ  цѣлію  рпать,  слу¬ 
чится  ли  опо  или  пѣтъ.  Если  бы  всѣ  данныя,  отъ  которыхъ  событіе  зависитъ,  были 
намъ  извѣстны  ,  и  сс-іп  бы  сверхъ  того  мы  были  одарены  умомъ  столько  проницатель¬ 
нымъ,  что  могли  бы  обнять  и  сообразить  взаимныя  отношенія  всѣхъ  этихъ  даппыхъ,  то 
безошибочно  рѣшили  бы  вопросъ,  и  могли  предсказать  полвлепіе  плп  непоявленіе  событія. 
Но  много  ли  такихъ  случаевъ,  для  которыхъ  всѣ  даппыя  папъ  извѣстны?  Да  и  допустивъ 
даже  извѣстность  этихъ  даппыхъ,  падобпо  еще,  для  выво.іа  слѣдствія,  подвергнуть  ихъ 
строгому  обсужденію  и  разбору,  чего,  по  ограниченности  нашего  ума,  мы  вообще  не  въ 
состояпіп  сдѣлать. 

При  такой  недостаточности  средствъ,  умъ  нашъ,  отвлекая  неизвѣстныя  даииыя,  и 
собравъ  только  тѣ,  которыя  въ  состояніи  извлечь  непосредственно  изъ  сущности  раз¬ 
сматриваемаго  явленія,  распредѣляетъ  ихъ  въ  стройномъ  порядкѣ,  соображаетъ  ахъ 
взаимныя  отношенія,  и,  послѣ  строгаго  разбора,  выводитъ  рядъ  возможныхъ  рѣшеній 
предложеннаго  вопроса.  Нѣтъ  никакого  сомнѣнія ,  что  этотъ  рядъ  рѣшеній  не  составить 
полнаго,  удовлетворительнаго  отвѣта  на  вопросъ.  Отвѣтъ  будетъ  только  условный  и  не 
совсѣмъ  опрсдѣіеиный.  Но,  если  въ  найденномъ  ряду  рѣшеній  мы  замѣтимъ,  что  одно 
событіе  повторяется  чаще  другихъ,  то  нсвольиымъ  образомъ  иашъ  умъ  остановится  на 
нёмъ;  это  событіе  и  будетъ  правдоішдошіьиіъ  рѣшеніемъ  вопроса,  подходящимъ  тѣмъ 
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ближе  къ  истинному  рѣшенію,  чѣмъ  обстоятельства  или  данныя,  не  принятыя  въ  расчётъ, 
мадочпелепнѣе ,  п,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  менѣе  зпачптельны  по  вліянію  своему  на  событіе, 
появленія  котораго  мы  ожидаемъ.  Объяснимъ  это  примѣромъ :  изъ  сосуда ,  заключающаго 
5  шаровъ  чёрныхъ  и  10  бѣлыхъ,  вынимаемъ  одинъ  шаръ;  спрашивается,  какого  цвѣта 
будетъ  вынутый  шаръ.  Данныя,  непосредственно  выводимыя  изъ  вопроса,  суть:  сово¬ 
купность  5  шаровъ  чёрныхъ  и  10  бѣіыхъ;  ожидаемое  событіе — цвѣтъ  вынутаго  шара  глав¬ 
ныя,  которыхъ  по  невѣденію  нашему,  мы  нс  въ  состояпіп  опредѣлить — взаимное  расположс- 
піе  бѣлыхъ  и  чёрныхъ  шаровъ  въ  сосудѣ  и  образъ  движенія  руки,  вынимаются  шаръ. 
Очевидно,  что  при  такомъ  состояніи  вопроса,  можно  предложить  только  слѣдующее  рѣ¬ 
шеніе:  если  предположимъ,  что  не  существуетъ  іірпчппы,  по  которой  бы  рука  могла  вы¬ 
дернуть  одинъ  шаръ  преимущественно  передъ  другимъ,  то  каково  бы  пи  было  первона¬ 
чальное  расположеніе  бѣіыхъ  и  чёрныхъ  шаровъ,  возможныхъ  случаевъ  будетъ  15,  именно, 
появленіе  по-одшіачкѣ,  но  въ  какомъ  пи  есть  порядкѣ,  5-ти  чёрныхъ  и  10-тп  бѣіыхъ 
шаровъ.  Вотъ  отвѣтъ,  заключающій  въ  себѣ  и  условность,  и  псопрсдѣіснпость;  ригъ 
возможныхъ  рѣшеній  состоитъ  здѣсь  изъ  15  случаевъ.  Если  же  замѣтимъ,  что  10  изъ 
ппхъ  ведутъ  къ  появленію  бѣіаго  цвѣта,  а  только  5  къ  чёрному,  то  заключимъ,  что  по¬ 
явленіе  бѣіаго  шара  правдоподобнѣе  вскрытія  чёрнаго.  Но  невѣденію  всѣхъ  необходимыхъ 
данныхъ,  мы  нс  въ  состояпіп  опрсдѣіптсльнѣе  отвѣчать  на  вопросъ. 

Если  бы,  вмѣсто  5  шаровъ  чёрныхъ  п  10  бѣіыхъ,  сосудъ  заключалъ  только  1  шаръ 
чёрный  и  100  бѣіыхъ,  то  возможныхъ  случаевъ  было  бы  101,  именно:  появленіе  ио-одп- 
начкѣ  одного  шара  чёрнаго  и  ста  бѣіыхъ,  въ  канонъ  нп  есть  порядкѣ.  Слѣдовательио, 
вскрытіе  бѣіаго  цвѣта  было  бы  правдоподобнѣе  вскрытія  чёрнаго.  Нѣтъ  нпкакого  сомнѣ¬ 
нія,  что  появленіе  бѣіаго  шара,  въ  этомъ  второмъ  предпо.іоя;спіп,  будетъ  правдоподобнѣе 
чѣмъ  въ  первомъ,  потому  что  здѣсь,  изъ  101  случая,  100  благопріятствуютъ  ожидаемому 
событію,  между  тѣмъ  какъ  въ  прежнемъ,  изъ  15  возможныхъ  случаевъ,  имѣли  только 
10  благопріятствующихъ.  Это  показываетъ  намъ,  что  правдоподобіе,  при  различныхъ 
обстоятельствахъ,  можетъ  быть  болѣе  плп  менѣе  значительнымъ,  и  слѣдовательно  оно 
какъ  всякая  математическая  величина,  подлежитъ  измѣренію  и  допускаетъ  мѣру.  Мѣра 
эта,  въ  математическомъ  смыслѣ,  называется  вѣроятностію,  а  исчисленіе,  занимающееся 
точнымъ  ея  опредѣленіемъ,  —  Анализомъ  Вѣроятностей. 

Чтобъ  объяснить  съ  возможною  вразумительностію,  какимъ  образомъ  математики  измѣ¬ 
ряютъ  различныя  степени  вѣроятности,  сдѣіасиъ  сперва  опредѣленіе  достовѣрности,  отъ 
условной  мѣры  которой  зависитъ  и  мѣра  вѣроятности.  Когда  человѣкъ  сознаетъ  съ  полною 
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очевидностію  бытіе  п.ш  небытіе  какого  либо  Факта  Физическаго,  умственнаго,  пли  нравст¬ 
веннаго,  то  въ  этомъ  сознаніи  почерпаетъ  увѣренность  пли  достовѣрность  о  существо¬ 
ваніи  пли  несуществованіи  того  Факта.  Пріобрѣтаемую  такимъ  путемъ  достовѣрпость 
должно  счптать  безусловною;  дѣііетвптельпо,  для  познанія  истины,  человѣкъ  пе  имѣетъ 
ппого  средства,  кромѣ  свидѣтельства  внутренняго  чувства  пли  способности  разума,  не¬ 
посредственно  усматривающей  согласіе  пли  несогласіе  двухъ  подлежащихъ  понятій. 
Безусловную  достовѣрность  пазываютъ  также  математическою  для  отличенія  ея  отъ 
нравственной  достоверности,  которая  обнаруживается  въ  томъ  случаѣ,  когда  пангь 
умъ,  признавая  съ  полнымъ  внутреннимъ  убѣжденіемъ  какой  либо  Фактъ,  не  можетъ 
однако  же  утвердить  бытіе  его  неоспоримыми  доводами.  II  такъ,  предложеніе:  человѣкъ 
смертенъ  ,  представляетъ  примѣръ  нравственной  достовѣрности ;  пикто  пе  усумпптся  въ 
истинѣ  этого  утвержденія ,  хотя  опо,  въ  умѣ  пашемъ,  основано  только  па  одной  ана¬ 
логіи.  Для  человѣка  съ  умомъ  здравымъ ,  истины ,  нравственно  достовѣрпыя ,  должны 
имѣть  ту  же  силу,  какъ  п  предложенія,  утверждеппыя  математическою  достовѣрностію. 

Въ  аналитической  Теоріи  Вѣроятностей  достоверность  математическую  условились 
принимать  за  единицу.  При  такомъ  условіи ,  всякая  вѣроятность  должна  изображаться 
правильною  дробью.  Положимъ,  что  желаемъ  опредѣлить  вѣроятность  какого  нпбудь 
событія.  Прежде  всего,  разъпскпвасмъ  всѣ  случаи ,  которые  могутъ  представиться  при 
данныхъ  условіяхъ  вопроса,  и  всѣ  эти  случаи  приводимъ  къ  равновозможнымъ,  то  есть 
къ  такимъ,  въ  существованіи  которыхъ  мы  были  бы,  въ  строгомъ  смыслѣ,  въ  одинако¬ 
вом  нерѣшимости.  Отбираемъ  потомъ  статочностп ,  благопріятствующія  событію,  котораго 
ищемъ  вѣроятность.  'Іпсло  благопріятствующихъ  статочиостсй ,  раздѣленное  на  совокуп¬ 
ность  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ,  изобразитъ  вѣроятность  ожидаемаго  событія.  II  такъ, 
мерою  вѣроятности  служитъ  дробь,  коей  числите.\ь  равняется  числу  б.іаюпріят- 
стоующихъ  статочиостсй  ,  а  знаменатель,  числу  всехъ  возможныхъ  случаевъ. 

При  такомъ  опредѣленіи  мы  предполагаемъ,  что  вѣроятность  пе  измѣнится,  когда 
отношеніе  числа  благопріятныхъ  случаевъ  къ  числу  всѣхъ  возможныхъ  останется  постоян¬ 
нымъ,  хотя  бы  совокупность  тѣхъ  и  другихъ  увеличилась  пли  уменьшилась.  Разсудокъ 
убѣждаетъ  насъ  въ  справедливости  этого  предположенія]:  дѣйствительно,  отдавая  себѣ 
отчётъ  въ  нашпхъ  понятіяхъ  объ  этомъ  предметѣ,  мы  видимъ,  что  степень  вѣрованія 
въ  какой  либо  Фактъ  отнюдь  не  зависитъ  отъ  числа  утвердительныхъ  и  отрицательныхъ 
объ  немъ  сужденій ,  но  зависитъ  едпиствеино  отъ  относительнаго  ихъ  числа. 
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Когда  всѣ  возможные  случаи  благопріятствуютъ  ожидаемому  событію,  то  дробь, 
изображающая  его  вѣроятность,  получаетъ  значеніе,  равное  единицѣ,  и  слѣдовательпо 
обращается  въ  аналитическое  выражепіе  достовѣрности.  II  такъ,  въ  математическомъ 
смыслѣ,  вѣроятность  можетъ  быть  принимаема  за  нѣкоторую  часть  достовѣрпостп. 

На  основаніи  предложенныхъ  здѣсь  попятій  п  опредѣленій ,  приступаемъ  къ  изложенію 
правилъ  и  самыхъ  пріёмовъ  Анализа  Вѣроятностей.  Въ  первыхъ  шести  Главахъ  этой 
кппгп  мы  займемся  почти  исключительно  разборомъ  тѣхъ  случаевъ,  когда  вѣроятность 
можетъ  быть  выведена  а  ргіогі  изъ  условій  вопроса.  Остальныя  Главы  будутъ  преиму¬ 
щественно  посвящены  изслѣдованію  законовъ  вѣроятности  при  неопредѣленномъ  числѣ 
статочпостей ,  пли,  иначе,  опредѣленію  вѣроятностей  а  розіегіогі. 


ГЛАВА  I. 

О  ЗАКОНАХЪ  ВѢРОЯТНОСТИ  ВООБЩЕ. 

ОБЩІЯ  ПРАВИЛА  ДЛЯ  ОПРЕДѢЛЕНІЯ  ВѢРОЯТНОСТИ. 

і.  Первое  пачало  Теоріи  Вѣроятностей  составляетъ  самое  опредѣленіе  вѣроятности. 
Уже  сказаио  въ  ВВЕДЕНІИ,  что  вероятность  какою  либо  событія  измеряется  дробью, 
имѣющей  числителемъ  число  статочпостей,  благопріятствующихъ  ожидаемому  со¬ 
бытію,  а  знаменате.гемъ ,  число  всехъ  возможныхъ  случаевъ,  къ  которымъ  приводятъ 
условія  рѣшаемаго  вопроса.  П  такъ,  если  изобразимъ  чрезъ  р  вѣроятность  событія, 
чрезъ  т  число  статочиостсй,  благопріятствующихъ  ему,  а  чрезъ  п  полное  число  слу¬ 
чаевъ,  то  получимъ 

Р  =  Іг* 

Противная  вѣроятность,  пли,  вѣроятность  что  событіе  пе  совершится,  выразится  дробью 

которая,  вмѣстѣ  съ  предъпдущею  р——>  составитъ  единицу,  или  мѣру  достовер¬ 
ности  ,  чтб  п  должно  быть,  потому  что  изъ  двухъ  случаевъ,  появленія  или  непоявленія 
событія ,  одинъ,  непремѣнно,  долженъ  состояться. 
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Необходимо  замѣтить,  что  прп  сдѣланномъ  опредѣленіи  вѣроятности,  всѣ  статочпостп 
предполагаются  равновозможпьшп,  о  чёмъ  было  уже  упомянуто  въ  ВВЕДЕНІИ;  подробнѣе 
объ  этомъ  предметѣ  будетъ  говорепо  въ  №  2. 

Пояснимъ  сказанное  промѣромъ:  положимъ,  пщетел  вѣроятность  .выдерпуть  Фигуру 
озъ  подпой  колоды  картъ.  Такъ  какъ  въ  52  картахъ  находится  12  Фигуръ,  то  заклю¬ 
чаемъ  ,  что  вопросъ  допускаетъ  52  равповозможныя  статочпостп ,  именно,  вскрытіе 
по-одппачкѣ  52  картъ,  а  изъ  числа  этихъ  52  статочиостен ,  только  12,  благопріятству¬ 
ющихъ  ожидаемому  событію  —  появленію  Фигуры.  Слѣдоватсльпо,  искомая  вѣроятность 
будетъ  »  противная  ей,  плп  вѣроятность  вскрытія  простой  карты,  выразится 

*  32  -  12  >0 

дробью  - Ц2 —  =  ^  • 

Въ  этомъ  промѣрѣ  мы  разсматривали  только  два  событія,  именно:  вскрытіе  Фигуры  и 
вскрытіе  простой  карты.  Но,  случается  часто,  что  ио  сущности  вопроса  мы  должпы 
принимать  въ  соображеніе  бблынее  чпело  событій.  Напримѣръ,  еслп  бы  пскалп  вѣро¬ 
ятности  появленія  Фигуръ  красной  н  чёрной  масти,  то  нашли  бы,  что  вѣроятность,  какъ 
для  той  такъ  и  для  другой ,  равна  ^  ~  ^  >  а  вѣроятность  вскрытія  простой  карты, 

40  20  _  10  о  . 

—  20  —  )з  ‘  «здѣсь  представлялись  три  возможныя  событія:  1)  вскрытіе  красной 
Фигуры;  2)  вскрытіе  чёрной  Фигуры;  п  3)  вскрытіе  простой  карты.  Сумма  ^+^  -1-^ 
найденныхъ  трехъ  вѣроятностей  равна  1,  какъ  п  должно  быть. 

Подобнымъ  образомъ  найдется,  что  вѣроятность  выдернуть  Фигуру  каждой  изъ  четы¬ 
рехъ  мастей,  равна  —  »  а  вѣроятность  вскрытія  простой  карты, —  1^.  По  смыслу 
вопроса  имѣемъ  здѣсь  пять  возможныхъ  событій:  ноявлепіе  Фигуры  червонной,  бубновой, 
трефовой  п  ппковой,  п  вскрытіе  простой  карты.  .  Сумма  вѣроятностей,  относящихся  къ 
этгогь  пяти  случаямъ,  именно  ^  ^  +  4  +  равна,  какъ  и  выше,  единицѣ. 

2.  Когда  статочпостп  нс  всѣ  равповозможиы ,  то,  чрезъ  раздробленіе  на  другія,  онѣ 
могутъ  быть  прпвсдспы  къ  равновозможнымъ;  потомъ  уже,  для  опредѣленія  вѣроятности, 
поступаютъ  какъ  показано  въ  №  1.  Впрочемъ,  вмѣсто  проведенія  неравновозможиыхъ 
случаевъ  къ  равповозможнымъ ,  часто  выгоднѣе  будетъ  руководствоваться  слѣдующимъ 

При  неравновозможиыхъ  статочностяхъ  надобно  сперва  опредѣ.іитъ  вѣроятность 
каждой  изъ  нихъ ;  потомъ,  взявъ  сумму  вѣроятностей,  относящихся  къ  тѣмъ  ста- 
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точностямъ,  которыя  благопріятствуютъ  ожидаемому  событію,  получимъ  вѣроят¬ 
ность  сею  послѣдняго. 

Для  доказательства  положимъ,  что  предложенный  вопросъ  приводитъ  къ  перавновоз- 
можнымъ  случайностямъ 

А ,  А,  А\.... 

благопріятствующимъ  ожидаемому  событію;  пусть  будутъ 

Р>  Р,  р",  .  . « ■ 

соотвѣтствующія  пмъ  вѣроятности.  'Сверхъ  того,  вообразимъ,  что  всѣ  статочиостп 
А,  А  ,  А' . . . .  приведены  къ  равиовозможпммъ ,  такъ  что  А  состоитъ  пзъ  п  равповоз- 
можпыхъ  случаевъ,  А' пзъ  п,  А'  пзъ  п"  и  такъ  далѣе;  положимъ  п п  п" ...  —  N. 
Наконецъ ,  означимъ  чрезъ  т  чпело  случаевъ ,  благопріятствующихъ  статочпостп 

А ,  и  чрезъ  т,  т" - подобныя  чпела,  соотвѣтствующія  статочпостямъ  А,  А' .... 

Дроби  —г  —  >  — . . .  .соотвѣтственно  изобразятъ  вѣроятности  случайностей  А ,  А,  А'. . . 
На  такомъ  основаніи,  рѣшаемый  памп  вопросъ  приведенъ  очевидно  къ  опредѣленію  вѣро¬ 
ятности  событія,  представляющаго  п  п  -| -  пв  N  равповозможпыхъ  ста- 

точиостсй,  пзъ  числа  которыхъ  ш  -4-  т  т"  .  благопріятствуютъ  ожидаемому 

событію.  Въ  сплу  N°  1  искомая  вѣроятность  будетъ 

т  +  +  '""+«•••. 


Ч.. 


-  Р  +  р'  +  р"  + - 

какъ  аналитическое  выражепіі 


Послѣднее  равенство  есть  не  пОбс  что,  какъ  аналитическое  выраженіе  того  правпла 
которое  мы  имѣли  въ  виду  доказать. 

Объяснимъ  сказанное  въ  этомъ  №  примѣромъ.  Положимъ,  что  въ  извѣстную  игру, 
называемую  орлянкою,  ищется  вѣроятность  вскрытія  орла  при  двукратномъ  бросапіп  монеты. 
Здѣсь  можно  разсматривать  три  слѣдующія  статочиостп: 


Бросая  въ  І-Н  ралъ: 

-  Рѣшетка, 

’  Рѣшетка, 


Бросая  во  2 
Бросать  ш 

Рѣшетка. 


нужно; 
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Бел  бы  эти  трп  статочпостп  были  равповозможпы,  то  искомая  вѣроятпость  изобра¬ 
зись  бы  дробью потому  что  двѣ  пзъ  нихъ,  пмеппо  первая  п  вторая,  ведутъ  къ 
вскрытію  орла.  Но  разсмотрѣвъ  предметъ  повппматедьпѣе,  увпдпмъ,  что  двѣ  благопріят¬ 
ствующія  статочпостп  пе  равповозможпы.  Вѣроятпость  первой  пзъ  ипхъ,  т.  е.  попвлепія 
орла  съ  перваго  раза,  очевидно  равняется  »  между  тѣмъ  какъ  вѣроятпость  второй  бла¬ 
гопріятствующей  статочпостп :  рѣшетка,  орелъ,  будетъ  только  ,  потому  что  равповоз- 
можпыхъ  случаевъ  четыре,  пмеппо : 

Орелъ,  Орелъ ; 

Рѣшетка,  Орелъ; 

Орелъ,  Рѣшетка; 

Рѣшетка,  Рѣшетка. 

Сложивъ  вѣроятпостп  4  п  Т’  ,І0Т0РЬ,Я  соотвѣтствуютъ  статочностлмъ  вскрытія  орла, 
получпмъ  для  искомой  вѣроятпостп  дробь  • 

Тб  же  самое  нашлп  бы  раздробпвъ  статочпость :  орелъ  съ  перваго  раза  на  двѣ  другія 
Орелъ,  Орелъ ; 

Орелъ,  Рѣшетка, 

равповозможпыл  какъ  между  собою,  такъ  п  съ  остальными  двумя  случаями 
Рѣшетка,  Орелъ; 

Рѣшетка,  Рѣшетка. 

Тагамъ  образомъ  получплп  бы  четыре  равповозможпыл  соединенія: 

Бросая  въ  1-й  разъ;  Бросая  во  2-й  разъ: 

Орелъ,  Орелъ ; 

Рѣшетка,  Оре.\ъ; 

Орелъ,  Рѣшетка ; 

Рѣшетка,  Рѣшетка, 

пзъ  чпела  которыхъ  три  благопріятствуютъ  ожидаемому  событію;  слѣдовательно  его  вѣ¬ 
роятпость  будетъ  какъ  было  пайдепо  выше*). 


ь  ЕпсусІорМіе  ШіШіуие 
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3.  Часто  случается,  что  событіе,  для  котораго  желаемъ  опредѣлить  вѣроятпость, 
составлепо  пзъ  пѣсколькпхъ  другихъ  событій.  Когда  сіп  послѣднія  пезавпепмы  между 
собою,  то  вѣроятпость  емжнаго  событія  равняется  произведенію  вѣроятностей  всѣхъ 
щюстыхъ.  Дѣйствительно ,  положимъ,  что  событіе  А  составлено  пзъ  событій  А',  А" 

А"' _ ;  пусть  будутъ  р,  р',  р,  р". . . .  вѣроятности,  соотвѣтствующія  А,  А  ,  А',  А'"...; 

сверхъ  того,  изобразимъ  чрезъ  п,  п  ,  п  ....  совокупность  равповозможныхъ,  а  чрезъ 

т  ,  т",  т". . . .  совокупность  благопріятствующихъ  простымъ  событіямъ  А',  А",  А  " _ 

статочностей;  дроби 


соотвѣтственно  изобразятъ  вѣроятпостп 

Р,  р",  Р'"-  •  •  • 


Но  съ  другой  стороны  очевпдпо,  что  полное  число  равповозможныхъ  статочностей  бу¬ 
детъ  равно  произведенію  пп'п'"....;  дѣйствительно,  отъ  соединенія  каждаго  изъ  п  слу¬ 
чаевъ  съ  каждымъ  пзъ  п  ’,  произойдетъ  пѣ  статочностей;  потомъ,  каждая  пзъ  пп" 
статочностей  соединится  съ  каждымъ  пзъ  п"  сіу  чаевъ,  что  доставитъ  пп'п"  статоч- 
постсіі,  и  такъ  далѣе.  Точію  такимъ  образомъ  увидимъ,  что  число  статочностей,  благо¬ 
пріятствующихъ  событію  А,  опредѣштся  произведеніемъ  т'т'т'"....  Поэтому,  вѣроятность 
сложнаго  событія  А  изобразится  дробью 


ію  мы  впдѣіп  выше,  что 


слѣдовательно 

Р  =  р'.р".р 

сообразно  съ  приведеннымъ  ссіі-часъ  правиломъ. 

Для  поясненія  этого  правила,  рѣшимъ  слѣдующую  весьма  простую  задачу: 

Имѣемъ  два  сосуда,  которые,  для  сокращенія  рѣчи,  изобразимъ  нумерами  I  и  2.  Въ 
п°  1  находится  12  шаровъ:  5  бѣлыхъ  и  7  чёрныхъ,  а  въ  пэ  2,  19  шаровъ:  11  бѣіыхъ 
и  8  чёрныхъ.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятпость,  что  вынувъ  па-удачу  по  одному 
шару  изъ  каждаго  сосуда,  оба  будутъ  бѣіыс? 

Сличимъ  условія  этого  частпаго  вопроса  съ  общими  означеніями,  которыя  мы  сен-часъ 
употребили. 

Сложпое  событіе  А  будетъ  совокупное  появленіе  двухъ  бѣіыхъ  шаровъ  изъ  двухъ  сосу- 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


ловъ.  Сложное  событіе  А  разлагается  па  два  простыя  Л'  п  А";  первое  пзъ  нпгь  со¬ 
стоитъ  въ  появленіи  бѣлаго  шара  пзъ  сосуда  п°  1 ,  а  второе ,  въ  появленіи  бѣлаго  же 
шара  пзъ  сосуда  п°  2. 

Пусть  будутъ  р,  р  и  р"  вѣроятности,  соотвѣтствующія  событіямъ  А,  А'  и  А".  Для 
опредѣіепія  вѣроятности  р'  стоитъ  только  замѣтить,  что  пзъ  12  шаровъ,  находящихся 
въ  сосудѣ  п°  1,  имѣемъ  5  бѣлыхъ;  поэтому  р'  —  •  Точно  такимъ  образомъ  най¬ 

демъ  р"  —  ■ •  Слѣдовательно,  въ  силу  предложеннаго  выше  правила,  искомая  вѣроят¬ 
ность  совокупнаго  появленія  двухъ  бѣлыхъ  шаровъ,  будетъ 


Въ  справедливости  этого  вывода  весьма  легко  удостовѣриться  непосредственнымъ  опре¬ 
дѣленіемъ  какъ  полиаго  числа  возможныхъ  случаевъ,  такъ  и  всѣхъ  статочпостой,  благо¬ 
пріятствующихъ  появленію  двухъ  бѣлыхъ  шаровъ.  Дѣйствительно,  такъ  какъ  каждый  пзъ 
12  шаровъ  сосуда  и°  1  можетъ  выдернуться  съ  каждымъ  пзъ  19  шаровъ  сосуда  п°  2, 
то  число  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ  изобразится  произведеніемъ  12.19  =  228.  Съ 
другой  стороны,  число  статочпостсй,  приводящихъ  къ  совокупному  появленію  двухъ  бѣ¬ 
лыхъ  шаровъ,  опредѣлится  произведеніемъ  5.11  =  55,  потому  что  каждый  пзъ  5  бѣлыхъ 
шаровъ  сосуда  п°  1  можетъ  выдернуться  съ  каждымъ  пзъ  1 1  бѣлыхъ  же  шаровъ  сосуда  • 
п°  2.  Раздѣляя  число  благопріятствующихъ  случаевъ  на  число  всѣхъ  возможныхъ,  полу¬ 
чимъ,  какъ  и  оышс,  дробь  ^  для  искомой  вѣроятности. 

Замѣтимъ,  что  вѣроятность  сложнаго  событія,  для  сокращенія  рѣчи,  часто  называют!. 
сложною  вѣроятностію,  въ  противоположность  простои  вѣроятности,  относящейся  къ 
простому  событію. 

Когда  сложное  событіе  состоитъ  пзъ  повторенія  одного  и  того  же  простаго,  то  слож¬ 
ная  вѣроятность  выражается  степспью.  Дѣйствительно,  пусть  будетъ  р  вѣроятность 
сложнаго,  а  р'  вѣроятность  простаго  событія,  которое,  положимъ,  должио  повториться  т 
разъ.  Въ  силу  доказаннаго  правила  будетъ 

Р  =  РРР---  =  р"п- 

Напрпмѣръ,  еслибы  желали  опредѣлить  вѣроятность  трехъ-кратпаго  вскрытія  орла  прп 
трсхъ-кратпомъ  бросаніи  монеты,  то  замѣтивъ,  что  вѣроятность  простаго  событія,  именно, 
появленія  орла  съ  перваго  раза,  равпа  — ,  заключили  бы,  что  искомая  вѣроятность  равпа 

4-44=ф'=і 
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4.  Когда  сложное  событіе  составлено  пзъ  двухъ  простыхъ,  зависящихъ  одно  отъ  дру¬ 
гаго,  то  сложная  вѣроятность  опредѣляется  произведеніемъ  вѣроятности  первою  со¬ 
бытія  на  вѣроятность  второю,  вычисленную  въ  томъ  предположеніи,  что  первое 
простое  событіе  дѣйствительно  состоялось. 

П  въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  будетъ  А  сложное  событіе,  состоящее  пзъ  двухъ  простыхъ 
А'  п  А".  Изобразимъ  чрезъ  л  число  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ,  относящихся  къ  А, 
и  предположимъ,  что  пзъ  этого  числа,  т  статочпостей  благопріятствуютъ  появленію  со¬ 
бытія  А'.  Дробь  —  изобразитъ  вѣроятность  событія  А'. 

Опредѣлимъ  теперь  вѣроятность  втораго  событія  А  ",  допустивъ  что  первое  А'  состоя¬ 
лось.  Ясно,  что  для  этого  надобно  изъ  псѣхъ  статочпостсй  т  отобрать  тѣ  случаи ,  ко¬ 
торые  благопріятствуютъ  событію  А";  если  означимъ  чрезъ  т  число  этихъ  случаевъ,  то 
—  изобразитъ  вѣроятность  событія  А"  въ  сдѣланномъ  ссй-часъ  предположеніи.  Произ¬ 
веденіе  найденныхъ  двухъ  простыхъ  вѣроятностей  будетъ 


Но,  легко  видѣть,  что  дробь  —  изображаетъ  вѣроятность  сложнаго  событія^;  дѣйстви¬ 
тельно,  зпамепатель  ея  л  есть  число  вспхъ  возможныхъ  случаевъ,  а  числитель  т,  сово¬ 
купность  благопріятствующихъ  этому  событію  статочпостсй,  чтб  очевидно,  ибо,  допустивъ 
существованіе  событія  А',  получаемъ  т  случаевъ,  приводящихъ  къ  А",  и  слѣдовательно 
тб  же  число  случаевъ  для  совокупнаго  существованія  двухъ  простыхъ  событій  А'  п  А  ', 


или,  одного  сложнаго  А. 

Опредѣлимъ  по  этому  правилу  вѣроятность  выдернуть  двѣ  простыя  карты  пзъ  пашой 
колоды,  предполагая,  что  первая  выдернутая  карта  откладывается  въ  сторону.  Такъ 
какъ  въ  колодѣ  М)  простыхъ  картъ,  то  вѣроятность  перваго  простаго  событія,  т.  е. 
появленія  простой  карты  въ  первый  разъ,  будетъ  ~  •  Теперь  надобно  предположить, 


что  въ  первый  разъ  дѣйствительно  выдернулась  простая  карта,  п,  въ  этомъ  предположе¬ 
ніи,  искать  вѣроятность  втораго  простаго  событія,  именно,  вскрытія  простой  карты  при 
второмъ  пріёмѣ.  Но  всѣхъ  картъ  числомъ  51,  простыхъ  39,  а  Фигуръ  12;  поэтому 
вѣроятность  появленія  простой  карты  будетъ  •-  Слѣдовательно,  искомая  сложная  вѣро- 
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тность  выразится  произведеніемъ  —  •  ^  ~  —  • 

Вообще ,  сколько  бы  не  было  простыхъ  событій  А',  А",  А'",  А". . ..,  зависящихъ 
одни  отъ  другихъ,  сложная  вѣроятность  будетъ  равняться  произведенію  р'.р".р"'.р"’... 
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психъ  простыхъ  ихъ  вѣроятностей,  вычисленныхъ  при  слѣдующихъ  условіяхъ :  вѣро¬ 
ятность  р  опредѣляется  предположивъ,  что  событіе  А'  совершилось;  р'",  что  А'  и 
А  совершились;  р'',  что  А',  А"  и  А'"  совершились,  и  такъ  далѣе. 

5.  Если  примемъ,  что  сложное  событіе  состопть  пет.  случившагося  уже  событія,  кото¬ 
рое  паповсмъ  наблюденнымъ,  п  нѣкотораго  другаго,  еще  пссовсршпвшагосл,  плп  будущаго, 
то  правпло,  изложенное  въ  пре.гьпдушемъ  нумерѣ,  выразится  въ  такомъ  видѣ: 

Вѣроятное, пь  сложнаго  событія  опредѣляется  произведеніемъ  вѣроятности  наблю¬ 
деннаго  событія,  на  вѣроятность  будущаго,  вычисленную  въ  томъ  предположеніи,  что 
наблюденное  событіе  дѣйствитслыш  совершилось. 

Пет.  этого  начала  выводимъ,  какъ  слѣдствіе,  повое  правпло,  относящееся  къ  опредѣ¬ 
ленію  вѣроятностей  будущихъ  событій  посредствомъ  вѣроятностей  наблюденныхъ: 

Вѣроятность  будущаго  событія,  выводимая  изъ  наблюден, шго ,  равняется  отноше¬ 
нію  вѣроятности  сложнаго  собьипія,  опредѣленной  непосредственно,  къ  вѣроятности 
наблюденнаго  событія,  также  вычисленной  а  ргіогі. 

6.  Иногда,  по  смыслу  вопроса,  ищется  величина  одной  вѣроятности  въ  отношеніи  къ 
другой.  Въ  такомъ  случаѣ  искомая  вѣроятность  называется  относите.\ьною ,  и  опа  опре¬ 
дѣляется  па  осповаиіп  слѣдующаго  правила: 

При  сравненіи  Зеухе  йотою  шНуіь  мйі тШ  А  н  В,  относительная  віьрсштсть 
первою  равна  айюлптші й  или  Илуслввтй  ею  вѣрошптети,  равЭіьленной  т  су.«му 
абсолютныхъ  же  вѣроятностей  обоихъ  событій. 

Когда  имѣемъ  въ  виду  сравнить  два  событія  А  и  В  съ  цѣлію  узнать,  которое  изъ 
нихъ  правдоподобнѣе,  и  въ  какой  пмеппо  мѣрѣ,  то  въ  такомъ  случаѣ  очевпдпо  пе  слѣ¬ 
дуетъ  уже  принимать  въ  расчйгъ  другія  событія,  къ  которымъ  можетъ  привести  вопросъ. 
Означимъ  чрезъ  N  число  всѣхъ  равповозможпыхъ  статочностсй ,  доставляемыхъ  условіями 
задачи,  а  чрезъ  т  и  п  числа  случаевъ,  соотвѣтственно  благопріятствующихъ  событіямъ 
А  и  В.  Дроби  и—  изобразятъ  абсолютныя  вѣроятности  сихъ  послѣднихъ.  Съ 
другом  стороны,  такъ  какъ  изъ  числа  N  всѣхъ  статочностей ,  только  /п+л  благопріят¬ 
ствуютъ  событіямъ  А  и  В,  именно,  т  первому  пет.  нихъ,  а  л,  второму,  то  относительныя 
вѣроятности  ихъ  будутъ 


Эти  дроби,  иаппсаииыя  въ  видѣ 
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N  п  N 


выражаютъ  правпло,  предложенное  выше  для  опредѣленія  относительной  вѣроятности. 

Легко  распространить  этотъ  выводъ  па  какое  пи  есть  число  сравниваемыхъ  событій. 
Во  всякомъ  случаѣ,  относительная  вѣроятность  какого  либо  событія  будетъ  равна  аб¬ 
солютной  ] его  вѣроятности,  раздѣленной  на  сумму  абсолютныхъ  же  вѣроятностей 
всѣхъ  сравниваемыхъ  событій. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  бросая  разомъ  двѣ  обыкновенныя  игральпыя  кости ,  же¬ 
лаемъ  сравппть  между  собою  вѣроятности  вскрытія  8  очковъ  преимущественно  передъ 
вскрытіемъ  5  очковъ.  Опредѣляемъ  сперва  абсолютныя  вѣроятности  этихъ  двухъ  случай¬ 
ностей.  Такъ  какъ  каждая  кость  есть  правильный  шестпграпппкь  плп  кубъ,  па  граняхъ 
котораго  написаны  нумера  1,  2,  3,  4,  5,  6,  то  совокупное  ихъ  бросаніе  можетъ  привести 
къ  36  случаямъ,  ибо  каждый  нумеръ  одиой  кости  можетъ  выпасть  съ  каждымъ  нумеромъ 
другой,  почему  и  получится  6.6  ~  36  соединеній.  Изъ  числа  этихъ  36  соединеній, 
5  ведутъ  къ  вскрытію  8  очковъ,  а  4,  къ  вскрытію  5  очковъ,  чтб  усматрпвается  изъ 
слѣдующей  таблицы : 

Къ  8  очкамъ : 

2  6 

3  5 

4  4 

5  3 

6  2 
Къ  5  очкамъ: 


2  3 

3  2 

4  1 

Слѣдовательно,  абсолютныя  вѣроятности  вскрытія  8  и  5  очковъ  будутъ  —  и  ^  -  Вѣ¬ 
роятность  вскрытія  8  очковъ,  преимущественно  передъ  5-ю,  пли  отпоептелпая  вѣроят¬ 
ность  перваго  предположенія,  по  приведенному  выше  правилу,  будетъ 
зв  5 
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П 

а  противная  ей  вѣроятность,  относящаяся  къ  вскрытію  5-тп,  а  пе  8-ми  очковъ,  опредѣ¬ 
лится  дробью 
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Въ  этомъ  примѣрѣ  мы  сравнивали  между  собою  только  два  случая:  вскрытіе  8  пли 
5  очковъ;  вскрытіе  же  очковъ:  2,  3,  4,  6,  7,  9,  10,  11  и  12  мы  вовсе  не  принимали 
въ  расчётъ.  Поэтому,  рѣшенный  вопросъ,  при  допущенныхъ  условіяхъ,  представлялъ 

только  два  возможныя  событія,  и  сумма  ихъ  вѣроятностей,  то  есть  — -і - ,  какъ  п 

слѣдовало,  иашлась  равною  едиппцѣ. 


ОБЩІЯ  ФОРМУЛЫ  ДЛЯ  ВЫЧИСЛЕНІЯ  ВѢРОЯТНОСТИ  ПРИ  ПОВТОРЕНІИ  И  ПРИ  КАКОМЪ  НИ  ЕСТЬ 
СОВОКУПЛЕНІИ  СОБЫТІЙ. 

7.  Въ  №  3  мы  впдѣли  какимъ  образомъ  опредѣляется  вѣроятность  сложныхъ  собы¬ 
тій.  Теперь  разсмотримъ  этотъ  предметъ  съ  возможною  подробностію,  и  предложимъ 
общія  Формулы  для  вычисленія  вѣроятности  при  повтореніи  событій  п  при  извѣстномъ 
пхъ  совокупленіи. 

Положимъ  сперва,  что  вопросъ  приводить  къ  двумъ  событіямъ  А  и  В,  изъ  которыхъ 
тб  пли  другое  испрсмѣнно  должно  совершиться.  Пусть  будетъ  а  число  статочпостей, 
благопріятствующихъ  событію  А,  а  6  тб  же  самое  въ  разсужденіи  В.  Такъ  какъ  число 
всѣхъ  статочпостей  есть  а+Ь,  п  всѣ  онѣ  предполагаются  равповозможпымп ,  то  дроби 
я  Ь 

а  +  Ь  П  я  +  Ь 

изобразятъ  соотвѣтственно  простыя  вѣроятности  событій  А  а  В. 

Допустимъ  теперь,  что  послѣ  перваго  испытанія,  которое  привело  пасъ  къ  тому  или 
другому  изъ  двухъ  событій,  мы  производимъ  второе  испытаніе.  Оно  приведетъ  пасъ 
также  къ  А  или  къ  В.  Поэтому,  разсматривая  результаты  обоихъ  испытаній  въ  совокуп¬ 
ности,  мы  будемъ  приведены  къ  одной  изъ  слѣдующихъ  равновозможпыхъ  случайностей: 

При  1-омъ  испытаніи:  При  2-омъ  испытаніи: 

А . А  или  В 

В . А  иля  В, 

которыхъ  числомъ  будетъ  четыре,  пмеппо: 

АА,  АВ,  ВА,  ВВ; 
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вѣроятности  этпхъ  сложныхъ  событій,  въ  силу  №  3,  опредѣлятся  дробями: 

Л"  Ал . ТТТ  •  ТЯГЪ  =  (ІГ+И» 

л™  м . =  »  +  ѵ 

.  п А  ь  а  _  аЬ 

Для  ВА . Г+Ь  •  Г+~Ь  —  (я  +  ьу 

вв .  .-тГгЬ  =  5ГТЙ-.- 

Если  условимся  пе  принимать  въ  расчётъ  порядка,  въ  которомъ  событія  А  и  В  слѣ¬ 
дуютъ  одпо  за  другимъ,  то  совокупленія  А  В  и  В  А  составятъ  для  пасъ  одпо  и  то  же 
сложное  событіе,  вѣроятность  котораго  очевидно  выразится  суммою 

а  Ь  ,  Ь  а  _  іаЬ 

«  +  +  +  —  (.  +  *)» 

двухъ  вѣроятностей ,  относящихся  къ  АВ  и  В  А ;  въ  этомъ  удостовѣряемся  пепосред- 
ствеппо  замѣтивъ,  что  число  статочпостей,  благопріятствующихъ  совокупленію  событій  А 
и  В,  будетъ  аЬ-\-Ьа  =  2 аЬ,  а  число  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ,  (а+Ь)*.  На  та¬ 
комъ  основаніи,  вѣроятности  сложпыхъ  событій 

АА,  бЫВ,  ВВ, 
изобразятся  соотвѣтственно  дробями 

а»  ІаЬ  Ь » 

<•  +  */**  (а  +  Ь)*’  («+*)*’ 

сумма  которыхъ,  какъ  и  должно  быть,  равпа  единицѣ.  Замѣтимъ  также,  что  числители 
этпхъ  трехъ  дробей  суть  пе  иное  чтб,  какъ  послѣдовательные  три  члена  разложенія 
(а+Ь)*  =  а*+2аЬ-|-Ь*. 

Приступаемъ  къ  третьему  испытанію.  Совокупность  пропзведеппыхъ  трехъ  испытаній 
приведетъ  насъ  къ  одному  изъ  слѣдующихъ  равповозмояшыхъ  случаевъ: 

1-ое  испытаніе:  2-ое  испытаніе:  3-ье  испытаніе: 


которыхъ,  какъ  легко  видѣть,  будетъ  восемь,  а  пмеппо: 

А  А  А,  ААВ,  АВА,  АВВ,  В  А  А,  ВАВ,  ВВА,  ВВВ; 
вѣроятности  сихъ  слоя: пыхъ  событій  изобразятся  по  порядку  дробями  (№  3): 


(«  +  *)*  (« +  Ь)*  (а  +  Ь)*'  (а- 


(а  +  6)*'  (а  +  Ь)*' 
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Если,  какъ  и  выше,  не  будемъ  обращать  вішмаиія 
то  вмѣсто  восьми  найденныхъ  совокупленій,  получимъ 
здѣсь  вмѣстѣ  съ  относящимися 
Для  АЛА 
Для  ЛАВ 
Для  АВВ 


і  порядокъ  послѣдованія  событій, 
лько  четыре,  которыя  приводимъ 


гь  вѣроятностями : 

•  7+ь  'і+і'-ц: 


Для  ВВВ 


а+Ь  а -\-Ь  а+Ь  ~ 


И)* 


II  такъ,  при  трехъ-кратпомъ  повтореніи  испытаній,  изъ  которыхъ  каждое  приводитъ 
къ  событію  А  пли  В,  вѣроятность  что  событіе  А  повторится  три  раза,  равна 
вѣроятность  что  А  случится  два  раза,  а  В  одинъ  разъ,  равна  ^  ^  ;  вѣроятность,  что 

А  случится  одинъ  разъ,  а  В  два  раза,  равна  (|| I  наконецъ,  вѣроятность  трехъ- 
кратнаго  повторенія  В,  равна  —  •  Замѣтимъ  и  здѣсь,  что  сумма  четырехъ  дро¬ 

бей,  опредѣляющихъ  вѣроятности  Сложныхъ  событій  А  А  А,  ААВ,  АВВ,  ВВВ,  равна  единицѣ, 
и  что  числители  пхъ  изображаютъ  послѣдовательные  члены  разложенія 
(а-\-Ь)3  —  я*-(-За16+ЗаЬ*-|-6*. 

Сказанное  здѣсь  о  двухъ  п  трехъ  испытаніяхъ,  легко  распространить  па  общій  слу¬ 
чай.  Дѣйствительно,  руководствуясь  извѣстными  правилами  для  опредѣленія  числа  соеди¬ 
неній  ,  усмотримъ ,  что  совокупность  всѣхъ  сложныхъ  событій ,  получаемыхъ  по  совер¬ 
шеніи  т  испытаній,  пли,  что  вей  равно,  число  сочетаній  съ  повтореніемъ  двухъ  буквъ  А 
и  В,  взятыхъ  по -іи,  равняется  2-".  Еслп  же  условимся  пе  отличать  между  собою  тѣхъ 
сложныхъ  событій,  которыя  различествуютъ  однимъ  порядкомъ  послѣдованія  простыхъ 
событііі,  то,  вмѣсто  числа  2'”,  получпмъ  только  т-\-\  соединеній,  потому  что  рядъ 
сложныхъ  событій  будетъ 

А'",  А'"~1  В,  А'"-^,  ....  АВ"‘-‘,  В'". 

Первый  членъ  А'"  соотвѣтствуетъ  предположенію,  что  каждое  изъ  т  испытанія  привело 
къ  событію  А;  второй  членъ,  что  пзъ  того  же  числа  т  испытаній,  т—  1  привели  къ 
А,  а  одно  только  къ  В;  третій,  что  т — 2  испытанія  провели  къ  А,  а  два  къ  В,  и 
такъ  далѣе,  независимо  отъ  порядка  послѣдованія  событій. 

Основываясь  иа  теоріи  соединеній,  легко  опредѣлить  число  статочиостсй ,  благопріят¬ 
ствующихъ  сложнымъ  событіямъ  А'",  А'"-1  В,  А"'~2Вг, ....  Возьмемъ  въ  этомъ  ряду 
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общій  члепъ  А'"~пВ",  выражающій  (т  —  л)-кратное  появленіе  событія  А,  и  л-кратиое 
повтореніе  событія  В  при  т  испытаніяхъ.  Число  случаевъ,  приводящихъ  къ  сложпому 
событію  А"'~пВ",  по  совершеніи  т  испытаній,  очевидно  будетъ  равплться  чпелу  переста- 
повлепШ  двухъ  буквъ  А  и  В,  пзъ  которыхъ  первая  повторяется  т—п  разъ,  а  вторая 
л  разъ.  Это  число  персстановленій ,  или,  чтб  всё  равно,  число  случаевъ ,  ведуишхъ  къ 
событію  А'"— "В",  опредѣляется,  какъ  извѣстпо,  Формулою 

1 .2.5. .  -  т  _  т(т-1)(т-2)...(т-л+1) 

12.3....(я.-я).1.2.3...л  “  1.2.3  ...л 


Но  число  статочностей ,  благопріятствующихъ  каждому  событію  А'"  "В",  есть  "6" 
(№  3),  и  какъ  сверхъ  того  число  самыхъ  событій  равно 
/я(т— 1)(т— 2)  ■  ■■(«-»  И) 


то  отсюда  и  слѣдуетъ,  что 
событію  Ат~"В",  будетъ 


искомое  число  статочностей,  благопріятствующихъ  сложпому 


■  <*■—+■)  „—Г: 


(О 


раздѣляя  это  выраженіе  па  число  всѣхъ  возможныхъ  статочиостсй,  то 
получимъ  вѣроятность  событія  А'"~пВ",  которая  поэтому  равна  дроби 
т(т— 1)(т— 2) ....  (т-  л+1)  лт-л6п 
1 .2.3. .  ..л 


па  (а+Ь)т, 

00 


Выраженіе  (I)  есть  пе  иное  чтб,  какъ  общій  членъ  разложенія  двучленнаго  количе¬ 
ства  (а+б)"’;  слѣдовательно,  число  статочностей,  благопріятствующихъ  сложнымъ  событіямъ 

А'",  Ат~1В,  А'—* В* . Ат~ПВл, - АВ"—‘,  В"', 

изобразится  послѣдовательными  членами  разложенія 

(а+Ь)т  — 

Чь*.(з) 


а  вѣроятности  этихъ  же  самыгь  событій,  членами  Формулы 
<Л±*Г  -  і  -  Ч  і  »н-і.> .  I 

{а+0У‘  —  —  (а+ЬУ"  ‘  -  (а+Ь)'"  '  1.2  (я+6)т  •  . 

т[т— 1)(т— 2)...(ш — п-|-1)  .  дуп-1  уп 

I  1 .2.3. .  .л  ‘  («+Ь)"'  “Г  •"  I  (а+Ь)"1  '  (а+6)'" ' 

8.  Сказанное  въ  предъпдущемъ  №  легко  распространить  на  случай  какого  ни  есть 
числа  событій.  Положимъ,  напримѣръ,  что  имѣемъ  три  простыя  событія  А,  В,  С;  пусть 
будетъ  а  число  статочностей,  благопріятствующихъ  событію  А,  а  Ь  и  с  тд  же  самое 
въ  разсужденіи  В  а  С.  Дроби 


(») 
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а+6+с’  а+Ь-Н’  а+Ь+с 

изобразятъ  простыя  вѣролтпостп  разсматриваемыхъ  трехъ  событіи.  Допустимъ,  какъ  въ 
№  7,  что  пропзводпмъ  т  пещдташн  сряду,  п  пе  пршшмаемъ  въ  расчётъ  порядна  послѣ¬ 
дованія  простыхъ  событіи  А,  В,  С.  Въ  этомъ  предположеніи,  п  па  осповапіп  сообра¬ 
женій  подобныхъ  тѣмъ,  которыя  привели  пасъ  къ  Формулѣ  (3),  мы  увидимъ,  что  чпело 
статочпостей,  благопріятствующихъ  сложнымъ  событіямъ 

А"',  Ат~1В,  Ат~'С,  А" -Ж . 

опредѣлится  послѣдовательными  членами  разложенія 

(а+Ь+с)'"  =  ат+тат-,Ь-\-тат~1с-\-т(т—1)ат~*Ьс+ . 

а  вѣроятности  сихъ  самыхъ  событій,  членами  ряда 

=да^+"'(4м^+“'№5г+“("_,)'(^5»+'" 

Такъ  какъ  общій  членъ  разложенія  (а+Ь-^с)’"  есть 

(І.Ч...Л  сѴгІ'.'гі  гдѣі+^+ѵ  =  т, 

то  заключаемъ,  что  число  статочпостей,  благопріятствующихъ  какому  угодно  сложпому 
событію  А* В" С,  опредѣлится  Формулою 

(І.2.3...Л)  (1.2.3. . .м)  (1.2.3...,) * а*Ѵ‘сУ’ 
а  вѣроятность  его,  выраженіемъ 

_ 1.2.3...  .т _  Л^с* 

(1.2.3. .  Л)  (1.2  З...ц)  (1 .8.3.  •  ■  г)  *  (а+і-ре)"*  * 

П  вообще,  положимъ,  что  разсматриваемъ  сколько  угодно  простыхъ  событій  А,  В,  С,  О... 
Пусть  будетъ  а  число  статочпостей,  благопріятствующихъ  событію  А  при  каждомъ  испы¬ 
таніи,  а  Ь,  с,  В...  тд  же  самое  въ  отношеніи  къ  В,  С,  Д...  На  основаніи  предъпду- 
щаго  окажется,  что  если  изобразимъ  чрезъ  ш  число  всѣхъ  испытаній,  то  для  слож¬ 
наго  событія  АХВ’‘С'Ъ'  — ,  гдѣ  Я-(-/4-(-ѵ-|-р  -|- - —  щ,  будемъ  имѣть  слѣдующіе  резуль¬ 
таты:  число  псрсстановлспій  буквъ  А,  В,  С,  О . .  изъ  которыхъ  первая  повторяется  Я 

разъ,  вторая  /л  разъ,  третья  ѵ  разъ,  четвертая  р  разъ,  и  такъ  далѣе,  пли,  что  всё  равпо, 
число  случаевъ,  ведущихъ  къ  событію  А*ВИС1У. . . . ,  опредѣштся  коэффиціентомъ  при 
а  6''с‘іір. . . .  въ  разложеніи  (а+6^-с-(-<1-(-. . . Этотъ  коэффиціентъ  будетъ 

(1.2.3... Л)  (1.8.3... Я)  (1.23."..г)"(1.2.3...(і). . ..  '  (5) 

Число  статочиостей ,  благопріятствующихъ  тому  же  сложпому  событію,  опредѣштся 
произведеніемъ 
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а  вѣроятность  ( 


«Л*ЛЛ>... 


(•) 

,  (ѵ) 

либо  простое 


(1.2.3... Л)  (1.2.3... /і)  (1.2.3... г)  (1.2.3... (.).  ..  (в+Ц-с+^+. . 

9.  Если  бы  желали  опредѣіпть,  какъ  велика  вѣроятность,  что  каю 
событіе  А  случится  кв  менѣе  даннаго  числа  I  разъ  при  опредѣленномъ  числѣ  ш  испы¬ 
таній,  то  для  этого,  въ  силу  N°  2,  слѣдовало  бы  взять  сумму  вѣроятностей  всѣхъ  тѣхъ 
сложныхъ  событій,  въ  которыхъ  А,  при  т  испытаніяхъ,  повторяется  не  менѣе  I  разъ. 
II  такъ,  вѣроятность,  что  въ  ш  испытаній,  первое  изъ  двухъ  событій  А  и  В  случится 
не  менѣе  іп — 1  разъ,  пзббразптся  совокупностію  первыхъ  двухъ  членовъ  Формулы  (*•), 
то  есть  суммою 

ат  ■  а^-Ѣ 
(а+ЬГЧ'т‘ (а 

Дѣйствительно,  число  статочпостей,  благопріятствующихъ  (т — 1)-кратному  повторенію 
событія  А,  есть  тат~1Ь  по  Формулѣ  (3);  сверхъ  того,  первый  членъ  аттой  же  Формулы 
изображаетъ  число  статочпостей,  приводящихъ  т  разъ  къ  событію  А;  но  какъ  этотъ 
послѣдній  случай  нисколько  ие  протпворѣчптъ  условію,  что  событіе  А  повторяется  не 
менѣе  т — 1  разъ,  то  и  заключаемъ,  что  полное  число  статочпостей,  приводящихъ  къ 
повторенію  событія  А  не  менѣе  т — 1  разъ,  въ  т  испытаній,  будетъ 
а"Ч-иіат-‘Ь, 

а  поэтому  вѣроятность  разсматриваемой  случайности  выразится  дробью 
ат-\-тат~іЬ  _  о™  ,  /У&Ь 

Щ*Г  —  («+*Г+",‘Н-*г‘ 

Подобнымъ  образомъ  найдемъ,  что  вѣроятность  повторенія  того  же  событія  А  пе 
менѣе  т—  2  разъ,  въ  т  испытаній,  будетъ 

о™  ,  _  «"-»&  ,  т(т — 1)  ЭД» 

(о+ІГ"^'  \«+Ы ‘-2  (а+Ь)т 

Вообще,  вѣроятность  повторенія  событія  А  не  менѣе  т—п  разъ,  или,  что  всё  равпо, 
вѣроятность  повторенія  событія  В  не  болѣе  п  разъ,  въ  т  испытаній,  опредѣлится  Формулою 
а™  ат-Ѣ  .  т(т — 1)  ,  .  т(ш-|),т-2).  ■  .(т-п+1)  д^"й"  /д\ 

— г г— - 1 - 18.3...П  («-НГ 

Замѣтимъ,  что  когда  простыя  вѣроятиостп  событій  А  а  В  равны  между  собою,  т.  е. 
когда  а—Ь,  то  эта  Формула  обращается  въ  слѣдующую: 

«+•+=45®+— •+- 


т;т-»(т-2)...(т-«4-1) 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


20 

Можно  еще  предложить  себѣ  слѣдующій  вопросъ:  опредѣлить  вѣроятность,  тго  въ  т 
испытаній,  событіе  А  повторится  не  менѣе  п  разъ,  а  событіе  В,  не  менѣе  к  разъ,  по¬ 
лагая,  разумѣется,  л+А</л.  Изъ  сказаннаго  выше,  усматриваемъ  непосредственно ,  тго 
искомая  вѣроятность  выразится  совокупностію  тѣхъ  членовъ  ряда  (4-),  въ  которыхъ  сте¬ 
пень  количества  а  по  менѣе  л,  п,  въ  одно  время,  степень  величины  6,  пе  менѣе  к.  По¬ 
этому  искомая  вѣроятность  опредѣлится  Формулою: 

.  у-Ѵ  ,  , 

• 2 3  •*  (ч»т^тагП(Гд'-ст=-+-"+-  ■й&г-  (») 

Формулы  (8)  п  (9)  этого  [Vй  легко  могутъ  быть  распрострапеоы  ва  аіучап  сколькпѵь 
угодпо  событій.  Тип.  какъ  аса  эта  теорія  осповала  па  песню  простомъ  раалонгевіп  стс- 
пепо  многочленнаго  количества,  то  «ь,  стптаеи.  оллпшвп.п,  вюдпть  въ  дшпійшія  подроб- 
пости  по  этому  предмету. 


ПРИЛОЖЕНІЕ  ПРЕДЫДУЩИХЪ  ФОРМУЛЪ  КЪ  ЧИСЛЕННОМУ  РѢШЕНІЮ  НѢКОТОРЫХЪ 
ВОПРОСОВЪ. 

10.  Для  поясненія  общихъ  Формулъ,  выведенныхъ  въ  предыдущей  статьѣ,  приводимъ 
здѣсь  нѣсколько  легкихъ  чпеленпыхъ  примѣровъ. 

ВОПРОСЪ  1.  Кань  велика  вѣроятность,  что  Сростъ  монету  10  разъ  сряду, 
орелъ  вскроется  7  разъ,  и  слѣдовательно  рѣшетка  только  3  раза ? 

Очевидно,  что  этотъ  вопросъ  рѣшается  посредствомъ  Формулы  (2)  [№  7].  Такъ 
какъ  въ  настоящемъ  случаѣ  могутъ  представиться  только  два  равновозможиые  случая  — 
вскрытіе  орла  или  рѣшетки,  —  то  и  должно  быть  я=Д=1;  сверхъ  того,  по  условію 
задачи,  число  испытаній  от— 10.  Еслп  положимъ,  что  величина  а,  изображающая  въ 
обшей  Формулѣ  число  статочностей ,  благопріятствующихъ  событію  А,  отпосптся  здѣсь 
къ  вскрытію  орла,  то  найдемъ  //«-/»  =  7,  пли  л  -  3.  И  такъ,  употребляя  Формулу  (2), 
получимъ  для  искомой  вѣроятности  слѣдующую  дробь: 

ю.0.8  і  _  іа 

1.2.3  "  210  —  ш* 

11.  ВОПРОСЪ  И.  Снимаемъ  8  разъ  сряду  полную  колоду  картъ ;  найти  вѣроят¬ 
ность  трехъ-кратнаю  вскрытія  фигуры. 

Полное  число  статочностей  въ  этомъ  пршіірѣ  равно  52,  взъ  числа  который,  12 
благопріятствуютъ  появленію  «щуры,  а  40,  вскрытію  простой  карты!  с.гедователы.0 

« =12,  6  =  40.  Число  испытаній  т  —  8,  и  какъ  т _ п~  3  то  найдется  л  =  5 

При  такихъ  Данныхъ,  п  па  основаніи  Формулы  (2),  получимъ  для  искомой  вѣроятности  дробь 
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которая,  легко  видѣть,  заключается  между  —  и  — • 

12.  ВОПРОСЪ  III.  Найти  число  различныхъ  расположеній  картъ  въ  пикетной  игрѣ. 

Пикетъ  играется  вдвоемъ  въ  32  карты.  Каждому  игроку  сдается  по  12  картъ;  изъ 

остальныхъ  8  картъ,  называемыхъ  прикуппьиш,  5  откладываются  въ  сторону  для  того, 
ктб  въ  рукѣ ,  а  3  для  сдающаго.  Изъ  сказаннаго  въ  №  8  легко  заключить,  что  при 
такихъ  условіяхъ,  искомое  число  различныхъ  расположеній  32  картъ,  разлагаемыхъ  на  4 
купы,  изобразится  коэффиціентомъ  при  произведеніи  «‘’б'ѴД5  въ  разложеніи  степени 
(а+Ь+с+Л)*1. 

На  основами  Формулы  (5)  [14°  8],  этотъ  коэффиціентъ  будетъ 
1.2.3... .32 

(1.2. .  .12)(1.2. . .  І2)(1. 2.3.4.  В)(1. 2.3)  ’ 
по  сокращеніи,  онъ  приметь  видъ 

27.3*.5*.7».13М  7.19.23.29.31  =  1  592  814  947  068  800. 

Зпачптсльпость  этого  чпела  несомнѣнно  показываетъ,  что  всѣ  соединенія  картъ,  свой¬ 
ственныя  условіямъ  пикетной  игры,  далёко  еще  пе  истощились.  Впрочемъ,  легко  увѣ¬ 
риться  въ  этомъ  посредствомъ  самаго  простаго  арпомстпческаго  вычисленія.  Положимъ, 
что  народонаселеніе  Европы  простирается  до  200  милліоновъ  жителей,  изъ  которыхъ 
сотая  часть  играетъ  день  п  почь  въ  пикетъ;  сверхъ  того  допустимъ,  что  каждая 
пгра  продолжается  не  болѣе  2  мппутъ.  При  такихъ  условіяхъ,  для  пстошепія  вы- 
шсиаііденпаго  числа  соединеній,  потребовалось  бы  слишкомъ  6  тысячь  лѣтъ,  да  п  то 
предполагая,  что  ни  одио  изъ  вскрывшихся  уже  соединеній  пе  повторилось  въ  другой 
разъ.  Но  какъ  изобрѣтеніе  карточной  пгры  отпосять  къ  концу  ХІѴ-го  вѣка,  почему  дав¬ 
ность  ея  пе  восходитъ  даже  до  500  лѣтъ,  то  смѣло  можно  заключить,  что  въ  ппкетпоіі 
пгрѣ  существуютъ  милліоны  милліоновъ  такихъ  распредѣленій  картъ,  которыя  петолько 
до  сихъ  поръ  нс  представлялись ,  да  и  пе  представятся  еще  въ  теченіи  пѣсколькпхъ 
тысячь  лѣтъ. 

13.  ВОПРОСЪ  IV.  Снимаемъ  5  разъ  сряду  полную  колоду  картъ;  найти  вѣроят¬ 
ность,  что  вскроется  фигура  по  крайней  мѣрѣ  2  раза. 

Для  рѣшенія  этой  задачи  слѣдуетъ  употребить  Формулу  (8)  [№  9].  Здѣсь,  какъ  п  въ 
вопросѣ  №  II ,  а  —  12,  6  =  40.  Число  псиытапій  т  =  5;  величина  п  опредѣляется 
пзъ  условія  т  -  и  =  2,  откуда  п  =  3.  II  такъ,  искомая  вѣроятность  будетъ 
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12‘  ,  е  12*. 40  ,  1Л  12*. 40*  ,  ал  12*.40*_  3‘+*.3«. 10+10.3*. 10*+І0.3*.  10*  121283 

5?-Г5--1І2^-+,0.-5?-+і0.-йі-_ - ^ - =371203* 

Легко  впдѣть,  что  пайдсішая  дробь  болѣе  —■  п  менѣе  -І-. 

14.  ВОПРОСЪ  V.  При  семикратномъ  бросаніи  монеты,  опредѣлитъ  вѣроятность 
вскрытія  орла  не  менѣе  двухъ ,  а  рѣшетки  не  менѣе  трехъ  разъ. 

Для  рѣшенія  этой  задачи  должно  употребить  Формулу  (9)  [№  9].  Данныя  будутъ: 
а=6=1;  т= 7;  «=2;  А=3.  Подставляя  эти  значенія  въ  упомянутую  Формулу,  найдемъ 
для  искомой  вѣроятности  слѣдующую  величину : 

35  •  -^-  +  35 -Ь  21  •  -1-  =  ^  • 

Такъ  какъ  дробь  ^  чувствительнымъ  образомъ  превышаетъ  -у,  то  заключаемъ,  что 
вскрытіе  орла  ие  менѣе  двухъ  разъ,  а  рѣшетки  не  менѣе  трехъ  разъ,  при  семикратномъ 
бросанія  монеты,  есть  случайность  довольпо  правдоподобная. 

Вскрытіе  орла  п  вмѣстѣ  рѣшетки  по  крайней  мѣрѣ  по  три  раза,  при  семикратномъ  же 
бросаніи  монеты,  есть  случай  менѣе  правдоподобный  чѣмъ  предъпдущій;  дѣйствительно, 
вѣроятность  его,  равная  суммѣ  35  . — (-  35  хотя  и  превышаетъ  ,  по 

вмѣстѣ  съ  тѣмъ  меиѣе  чѣмъ  ~  ■ 

Вѣроятность,  что  при  семикратномъ  бросаніи  монеты,  орелъ  вскроется  3  раза,  а  рѣ¬ 
шетка  Ь  раза,  равна  дроби  35  .  Такъ  какъ  ^  п  даже  <-у ,  то  за¬ 

ключаемъ,  что  сбыточность  этого  послѣдняго  случал  довольно  сомнительна. 

15.  ВОПРОСЪ  VI.  Найти  сколько  разъ  должно  бросить  кость,  чтобы  вѣроят¬ 
ность  вскрытія  опредѣленнаго  нумера,  напримѣръ  6-ти,  равнялась  данному  числу , 
положимъ  — . 

Простая  вѣроятность  вскрытія  пумера  6,  равна  .  Еслп  изобразимъ  чрезъ  т  неиз¬ 
вѣстное  число,  означающее  сколько  разъ  должно  броепть  кость  для  того,  чтобы  вѣроят¬ 
ность  появленія  нумера  6  равнялась  -у,  то  по  Формулѣ  (8)  [№  9]  найдемъ  для  искомой 
вѣроятности  сумму 

“Л. 

С"‘  '  С"1  '  1.2  вт  •  О"' 

II  дѣйствительно,  здѣсь,  какъ  и  въ  №  9,  можно  разсматривать  два  событія:  первое, 
появленіе  пумера  6 ;  вѣроятность  этой  случайности  равна  — ;  второе ,  появленіе  одного 
изъ  нумеровъ  1,  2,  3,  и  5,  не  дѣлая  между  ними  никакого  различія;  вѣроятность  этой 
второіі  случайности  очевидце  изобразится  дробью  -у . 
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Уравппвъ  дроби  -у  предъпдущее  зпачепіе  вѣроятности,  получимъ  равенство, 
раго  должно  будетъ  опредѣлить  ш.  Но,  замѣтивъ  что 

1  »  п.(ш-1)  .  в*  ■ _ .  „  —  1_і^, 

аЖ  +  'л.уяН — Гг"  +  ■  Vя  —  .  ат 


(4-)”  =  т- 

Взявъ  логарпомы  обѣихъ  частей,  получимъ 

-Ч4)=Ч4)' 

и  наконецъ 

_  Іод 2  _  0,3010500 .  ІН7000 

т  —  Іод  в  —  Іод  Я —  0,07X1823  —  *  781С2Й  * 

Такъ  какъ  тО,  то  и  заключаемъ,  что  при  четырехъ-кратиомъ  бросаніи  кости,  должно, 
считать  болѣе  правдоподобнымъ  однократное  вскрытіе  нумера  6,  чѣмъ  непоявленіе  этого  очка. 

Вычисляя  по  той  же  Формулѣ  (8)  вѣроятность  вскрытія  пумера  6,  по  крайней  мѣрѣ 
одинъ  разъ  при  четырехъ-кратиомъ  бросаніи  кости,  иайдемъ,  что  эта  вѣроятность  равна 

1-г— Ѵ  =  — ; 

1  V.  о  /  1280’ 

такъ  какъ  дробь  ^  превышаетъ  -у,  то  заключаемъ,  какъ  о  выше,  что  появленіе  нумера 
6  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  можио  считать  правдоподобною  случайностію. 

16.  ВОПРОСЪ  VII.  Найти  сколько  разъ  должно  бросить  двѣ  кости  при  томъ 
условіи,  чтобы  вѣроятность  вскрытія  двѣнадцати  очковъ,  или,  что  всё  равно,  одновре¬ 
меннаго  появленія  нумера  6  на  обѣихъ  костяхъ,  равнялась  -у  • 

Примемъ  за  простое  событіе  вскрытіе  двухъ  опредѣленныхъ  пумеровъ  при  совокуп¬ 
номъ  бросаніи  двухъ  костей.  Вѣроятность  появленія  двѣнадцати  очковъ,  при  первомъ 
бросаніп,  очевидно  выразится  дробью  а  иротпвная  вѣроятность  будетъ  .  Озпачпмъ 
чрезъ  т,  какъ  и  въ  предъпдущсмъ  №, 

Въ  силу  Формулы  (8)  [№  9]  вѣроятность,  что  в 
одинъ  разъ  12  очковъ,  выразится  суммою 

_і_  _+  т  ^  «; 

зв™  '  Зв"‘  '1.2  30' 

п.ш,  что  всё  равно,  разностію 


іѣстное  число  послѣдовательныхъ  бросаній, 
въ  т  пріёмовъ  выпадетъ  по  крайпей  мѣрѣ 
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Эта  вѣроятность,  по  условію  задача , 'должна  равняться  слѣдовательно 


©"=  2> 


откуда 


/оеа  _  йзоіозоо 
—  /оегю-/оеза  о.оітлв  ’ 

11  такъ,  про  24-кратпомъ  бросаніи  двухъ  костей,  вскрытіе  двѣнадцати  очковъ  менѣе  вѣ¬ 
роятно  чѣмъ  противное  событіе,  а  прп  25-кратномъ  бросаніи,  иапротпвъ  того,  вскрытіе 

12  очковъ  дѣлается  болѣе  вѣроятнымъ,  чѣмъ  нсвскрытіе  пхъ. 

Кавалеръ  Л/ере,  болѣе  извѣстный  свопмп  сношеніями  съ  первостепенными  математи¬ 
ками  ХѴи  столѣтія,  чѣмъ  собственными  позиапіямп  въ  точныхъ  наукахъ,  предложилъ 
вопросъ,  рѣшенный  въ  этомъ  №,  знаменитому  Паскалю.  Кавалеръ  Мерс  спльпо  воз¬ 
ставалъ  противъ  приведеннаго  сей-часъ  рѣшенія,  и  утверждалъ,  что  24-хъ  бросаній  двухъ 
костей  достаточно  для  того,  чтобы  получить  большую  вѣроятность  вскрытія  12  очковъ, 
чѣмъ  для  невскрытія.  Онъ  основывалъ  свое  утвержденіе  па  слѣдующемъ,  весьма  оши¬ 
бочномъ  сужденіи :  доказано ,  что  вѣроятность  вскрытія  нумера  6  превышаетъ  —  при 
четырехъ  -  кратиомъ  бросапіп  одной  кости ,  представляющей  прп  каждомъ  пріёмѣ  только 
6  рашювозможныхъ  статочпостей;  но  какъ  бросаніе  двухъ  костей  приводитъ  къ  36,  т.  е. 
къ  6  х  6  равповозможнымъ  статочностямъ,  то  должно  быть  достаточно  числа  6  х  4  =  24 
бросаній  для  того,  чтобы  получпть  вѣроятность,  превышающую  одновременнаго 

вскрытія  иумера  6  па  каждой  костп. 

Погрѣшность  кавалера  Мерс  состояла  въ  томъ,  что  онъ,  безъ  всякаго  основанія,  при¬ 
нималъ  числа  бросаній,  какъ  прп  одноіі  такъ  п  прп  двухъ  костяхъ,  пропорціональными 
числамъ  всѣхъ  статочиостей.  Для  рѣшенія  вопроса,  онъ  просто  искалъ  четвертый  члеиъ 
пропорціи:  6  статочпостей  относятся  къ  4  бросаніямъ,  такъ  какъ  36  статочиостей  къ 
четвертому  члеиу  =24.  (с  Ц  --  Л  і  ^ 

Эта  ошибка,  а  равно  и  ті,  па  которую  указано  въ  примѣчаніи  къ  №  2,  показываетъ, 
какъ  доляшо  быть  осмотрптельпымъ  прп  оцѣнкѣ  вѣроятностей,  въ  особенности  въ  тѣхъ 
случаяхъ,  когда  онѣ  относятся  къ  сложпымъ  событіямъ. 
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ГЛАВА  И. 

О  ЗАКОНАХЪ  ВѢРОЯТНОСТИ  ПРИ  НЕОПРЕДѢЛЕННОМЪ 
ПОВТОРЕНІИ  ИСПЫТАНІЙ. 

О  СЛОЖНЫХЪ  СОБЫТІЯХЪ,  НАИБОЛѢЕ  ВѢРОЯТНЫХЪ. 

17.  Въ  №ІѴ0  7,  8  и  9  мы  предложили  общіе  способы  для  опредѣленія  вѣроятностей 
сложныхъ  событій.  Разсматриваніе  этихъ  вѣроятностей,  прп  возрастающемъ  числѣ  испы¬ 
таній,  приводитъ  къ  весьма  важнымъ  законамъ,  доказательствомъ  которыхъ  мы  подробно 
займемся  въ  этой  Главѣ. 

Сличая  между  собою  сложныя  событія 

Ат,  Ат~1В,  А^'В', . 

которыя  могутъ  представиться  въ  т  послѣдовательныхъ  испытаній,  мы  замѣчаемъ,  что 
вѣроятности  пхъ  появленія  весьма  различны  между  собою.  Положимъ,  напримѣръ,  что 
полную  колоду  картъ  снимаемъ  10  разъ  сряду,  и  условимся  принимать  за  простыя  событія 
вскрытіе  красной  и  чёрной  масти.  Нѣтъ  никакого  сомнѣнія,  что  десяти-кратпое  появленіе 
исключительно  красной ,  пли  исключительно  чёрной  масти,  мы  сочли  бы  случайностію 
весьма  неправдоподобною.  Всякія  другія  распредѣленія  картъ,  какъ  то  9  красныхъ  п  1 
черпая,  или  8  красныхъ  и  2  чёрныя,  и  такъ  далѣе,  будутъ  для  пасъ  случаями  хотя  сомни¬ 
тельными,  но  въ  мётшей  степени  чѣмъ  первый.  Въ  этомъ  простомъ  примѣрѣ,  и  руковод¬ 
ствуясь  только  указаніемъ  здраваго  разсудка,  мы,  безъ  сомнѣпія,  признаемъ  правдоподоб¬ 
нѣйшимъ  изъ  всѣхъ  возможныхъ  11 -тп  событій 

К10,  К'Т,  К'Ѵ,  ІРЧЪ,  К‘Ч\  К‘Ч*,  К'Ч\  К*Т,  К*Т,  К'Т,  чі0, 

среднее  К’Т5,  пмеппо,  пятп-кратнос  вскрытіе  какъ  красной  такъ  п  чёрной  иастп, 
поточу  что  пе  имѣемъ  никакой  причины  отдавать  преимущество  одиой  масти  предъ 
другой.  По  той  же  самой  причинѣ,  событіе  К 10  пли  Ч‘°  сочтемъ  менѣе  правдоподобнымъ 
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чѣмъ  К3Ч'  П.ІН  К'Ч\  событіе  А'3'/1  плп  /{‘Т  мепѣс  вѣроятнымъ,  чѣмъ  А8'/3  п.ш  К'Ч1, 
п  такъ  далѣе.  Всѣ  эти  заключенія  становятся  нетолько  очевидными,  по  получаютъ  совер- 
іиоппую  опредѣлительность,  когда  вычислимъ  мѣру  правдоподобія,  плп,  чтб  всё  равно,  вѣ¬ 
роятности  разсматриваемыхъ  сложныхъ  событій.  По  Формулѣ  (4-)  [№  7]  найдутся 


слѣдующія  велпчп 


л  искомыхъ  вѣроятностей: 

№  Ж  і». 


к‘« 


2іо»  2іо*  2‘°  3  2'»’  217  —  2Йв‘ 

Сказанное  здѣсь  самымъ  естественнымъ  образомъ  приводитъ  къ  вопросу  объ  опредѣ- 
ініп  того  сложнаго  событія  въ  ряду 

А"’,  Ат~'В,  Лт-'В\ .... 


вѣроятность  котораго  есть  наибольшая.  Ясно,  что  для  рѣшенія  вопроса,  достаточно  найти 
наибольшій  членъ  въ  разложеніи  степеннаго  количества  (а-|-6)'" :  показатели  надъ  а  а  Ь, 
въ  искомомъ  членѣ,  изобразятъ  соотвѣтственно  стспспи  кратности  событій  А  а  В.  Для 
большей  ясности,  разсмотримъ  сперва  тотъ  частный  случай,  когда  событія  А  и  В  равно¬ 
вѣроятны,  то  есть,  когда  а  ;=  6.  Въ  такомъ  предположеніи  имѣемъ 

<«+*)"  =  а-+ша~  +=^й«"+=Йт^«"+  •  ■  •  • 

Наибольшій  членъ  этого  разложенія  очевидно  тогъ,  въ  которомъ  биноміальный  коэффи¬ 
ціентъ  есть  наибольшій.  Но,  изъ  закопа  составленія  послѣдовательныхъ  степеней  двучлен¬ 
наго  количества,  слѣдуетъ:  1°  когда  т  чётное  число,  то  наибольшій  биноміальныя 
коэффиціентъ  будетъ  средній,  имеппо 

1.2  З....Ш 

„  ^  («.2.5....І)*’ 

помножающій  а*  61  въ  разложеніи  (а-\-Ь)т;  2°  при  т  нечётномъ,  наибольшихъ  коэффи¬ 
ціентовъ  будетъ  два,  равныхъ  между  собою,  п  занимающихъ  середину  разложенія  (а -4- 6)'"; 
первый  изъ  нихъ  заключаетъ  множитель  аа»і б”** ,  а  второй,  общее  ихъ  вы- 


II  такъ,  при  а—Ь,  первое  изъ  двухъ  разложеній 

(а  +-  6)‘  =  а*-\-  Ка3Ь  4  6а*Ь*-{-  НаЬ*  -(-  Ь* 

(а  4-  Ь)‘  =  в5+  5а'6  + 1  Оа*Ь* + 1 ОаѴ  +  5аЬ'+ Ь* 
доставляетъ  наибольшій  членъ  баѴ/1— Са‘,  а  второе,  два  наибольшіе  члена,  именно  І0я*63 
и  10о*6*,  обращающіеся  оба  въ  10а\ 
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Пояснимъ  сказанное  примѣромъ.  Положимъ,  что  при  мпогократномъ  бросаніи  монеты, 
ищемъ  иапболѣс  вѣроятныя  с-іучайпостп.  Въ  эту  игру,  простыя  событія  появленіе  орм 
или  рѣшетки  равновѣроятны,  и  каждому  изъ  нихъ  благопріятствуетъ  одна  статочность. 
Слѣдовательно  а =6=1.  Чтобы  рѣшить,  какія  сложныя  событія  будутъ  наиболѣе  вѣроятны 
при  двукратномъ,  трехъ-кратиомъ,  четырсхъ-кратномъ ....  бросаніи  монеты,  надобно  найти 
наибольшіе  члены  въ  разложеніяхъ 

(а+6)*=:ва4-2а&  +61 
(а-+-6)3  ~  в*-)-  За36-(-  3 аЪг-\-Ь* 

(а  4-  6)*  =  а*  4-  4а*Ь  4"  6а*Ь*  4-  4а6*  4  Ь * 

(а + 6)*  =  а‘  +  5а46  + 1  Оа’61  + 1 0а*68  4-  5аЬ‘  4* 

не  теряя  изъ  виду,  что  а=6=.1.  Изъ  сказаннаго  выше  слѣдуетъ,  что  искомые  -иены  будутъ 


При  2-кратномъ  бросаніи . 2а& 

При  3-кратномъ . За36  и  Заб 

При  4-кратномъ . ®а  ^ 

При  5-кратномъ  . »ОаѴ  ■  ІОа*Ь* 


На  такомъ  основаніи  составимъ  таблицу  правдоподобнѣйшихъ  событій  съ  означеніемъ 
соотвѣтственныхъ  имъ  вѣроятностей: 


Правдоподобнѣйшія  событія: 

ЖЕ 

2. 

1  разъ  Орелъ  и  1  разъ  Рѣшетка. 

-г 

3. 

2  р.  0.  1  р.  Р.  или  1  р.  0.  2  р.  Р. 

4 

4. 

2  р.  0.  и  2  р.  Р. 

“в"  і 

5. 

3  р.  0.  2  р.  Р.  пли  2  р.  0.  3  р.  Р. 

4 

6. 

3  р.'  0.  и  3  р.  Р. 

4 

7. 

4  р.  0.  3  р.  Р.  илп  3  р.  0.  4  р.  Р. 

1ЙГ 

8. 

4  р.  0.  и  4  р.  Р. 

Тгв> 

а. 

5  р.  0.  4  р.  Р.  или  4  р.  0.  5  р.  Р. 

2Н0 

10. 

5  р.  0.  и  5  р.  Р. 

ш 
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Выпашемъ  по  порядку  абсолютныя  вѣроятности  событіи,  соотвѣтствующія  чётному 
п  нечётному  чпелу  бросаніи  монеты.  Для  чётнаго  числа  имѣемъ  рядъ 

1  3  8  ЗВ  43 

2  ’  8  ’  10  *  128  ’  21(0  . 

для  нечётнаго 

3  В  58  45 

8  '  10  *  128  *  2Й0  * . 

Если  примемъ  теперь  въ  соображеніе,  что  второй  рядъ  тожественъ  съ  первымъ,  п 
что  онъ  убывающій,  ибо 


то  въ  правѣ  будемъ  вывести  слѣдующія  заключенія: 

1°  Прп  чётномъ  числѣ  бросаніи  моисты,  абсолютныя  вѣроятностп  правдоподобнѣй¬ 
шихъ  событій,  то  есть  вскрытія  равиаго  числа  разъ  орла  п  рѣшетка,  уменьшаются  съ 
увеличеніемъ  чпела  бросаній.  Такъ  напримѣръ,  въ  і  пріёма,  появленіе  орла  п  рѣшетка  по 
2  раза,  будетъ  событіемъ  болѣе  вѣроятнымъ  чѣмъ  вскрытіе  орла  а  рѣшетка  по  3  раза 
прп  6-тп  кратномъ  бросаиіи ;  дѣйствительно ,  вѣроятность  первой  случайности  равна  —  ,  а 
вѣроятность  второй  изображается  дробью  ,  которая  па  менѣе  предъпдущей  дроби. 

2°  Прп  нечётномъ  числѣ  бросаній,  вѣроятность  правдоподобнѣйшаго  событія  равна 
вѣроятности  правдоподобнѣйшаго  же  событія,  соотвѣтствующаго  тому  предположенію,  что 
число  бросаній  увеличено  одномъ  разомъ.  И  такъ,  прп  5-тп  кратномъ  бросаніи  монеты, 
вѣроятность  вскрытія  орла  3  раза  и  рѣшетки  2  раза  изобразится  дробью  —  ;  равнымъ 
образомъ,  при  6-ти  кратномъ  бросаніи,  вѣроятность  появленія  какъ  орла  такъ  и  рѣшетки 
по  3  раза,  равна,  какъ  и  выше,  —  • 

Слѣдствія,  выведенныя  здѣсь  для  частнаго  случая,  будутъ  доказаны  въ  слѣдующихъ 
№№  въ  самомъ  общемъ  видѣ. 

Мы  сен-часъ  впдѣлп,  что  вѣроятности  правдоподобнѣйшихъ  событій,  съ  возрастаніемъ 
числа  испытаній,  будутъ  постспсппо  уменьшаться,  п  это  легко  объяснить  тѣмъ,  что  по 
мѣрѣ  увеличенія  числа  испытаній,  самый  рядъ  сложныхъ  событій,  разлпчпыхъ  между  со¬ 
бою,  также  увеличивается.  Что  же  касается  до  относительныхъ  вѣроятностей  правдопо¬ 
добнѣйшихъ  событій,  при  одинаковомъ  числѣ  испытаній,  то  онѣ  возрастаютъ  съ  числомъ 
испытаній.  Такъ,  напримѣръ,  вѣроятность  что  прп  двукратпомъ  бросаніи  монеты  выпа¬ 
детъ  I  разъ  орелъ  и  1  разъ  рѣшетка,  прпмуществснио  предъ  двукратнымъ  вскрытіемъ 
орла  или  рѣшетки,  будетъ  [№  6] 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


Въ  три  испытанія,  вѣроятность  двукратнаго  вскрытія  орла  и  одиократпаго  рѣшетки 
преимущественно  предъ  трехъ-кратпымъ  появленіемъ  орла,  будетъ 


т+т 

При  четырехъ  испытаніяхъ  найдется,  что  относительная  вѣроятность  двукратнаго  поя¬ 
вленія  какъ  орла  такъ  и  рѣшетки,  преимущественно  предъ  четырсхъ-кратпымъ  появленіемъ 
орла,  изобразится  дробью 


ь  далѣе.  Сообразно  съ  сдѣлаины: 


.  замѣчаніемъ,  рядъ  дробей 


выражающій  относительныя  вѣроятности  правдоподобнѣйшихъ  событій,  будетъ  возрастающій. 

18.  Перейдемъ  теперь  къ  общему  опредѣленію  наибольшаго  члена  разложенія  (а-\-Ь)т, 
соотвѣтствующаго  сложному  событію,  наиболѣе  вѣроятному.  Пусть  будетъ  Ат  "В"  это 
событіе;  число  статочиостей,  благопріятствующихъ  ему,  изобразится  [№  7]  чрезъ 
125  1'(МП5"‘  —  М’ 

и  вопросъ  очевидно  будетъ  состоять  въ  опредѣленіи  числа  я  по  условію,  чтобы  членъ  М 
былъ  наибольшій  въ  разложеніи  (а-^-Ь)"*.  Но,  замѣтимъ,  что  если  М  будетъ  болѣе  двухъ 
смежныхъ  съ  нимъ  членовъ 

1.2  5... (т— /.+!).!  2.5... («-!)’“  +'Ь  —  1 

“  1 .2.5. .  .(т — я— 1).  1.2. 5. .  .(П-М)  ’  а  Ь 

то  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  превзойдетъ  и  всѣ  остальные.  Чтобъ  удостовѣриться  въ  этомъ, 
достаточно  разсмотрѣть  отиошеиіе  общаго  члена  разложенія  (а-\-Ь)'"  къ  предыдущему. 
Пусть  будетъ 


-и). 1.2.3...» 


.аГ'-нЬн—ѵ 


ъ;  предшествующій  ему  изобразится  чрезъ 

—  .  —  V, 
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V  _  т-ц-И  і  _  .  а _ і_. 

к  —  м  ’  би  м  *  * 

Замѣтимъ,  что  по  прпчппѣ  испзмѣиясиостп  величинъ  т,  а  п  Ь,  это  отношеніе,  съ 
уменьшеніемъ  //,  увеличивается,  а  съ  увеличеніемъ  /і,  уменьшается.  Первое  предположеніе 
соотвѣтствуетъ  тому  случаю,  когда,  начиная  съ  общаго  члена,  идемъ  отъ  правой  руки  къ 
лѣвой  къ  первому  члену  а'"  разложенія,  а  второе,  когда,  начиная  съ  того  же  общаго 
члепа,  идемъ  отъ  лѣвой  руки  къ  правой  къ  послѣднему  члену  6"'.  II  такъ,  если  предпо¬ 
ложимъ,  что  общій  члеиъ  есть  именно  М,  то  есть,  наибольшій  въ  разложеніи  (а+Ь)м,  и 
означимъ  чрезъ  .. 

1  . Ь",  V,  Ь  и  IV,  ГГ,  Л" . 

члены  предшествующіе  М  и  послѣдующіе  за  нимъ  въ  порядкѣ 

. Ь",  I/,  Ь,  Л/,  N.  ЛГ,  ЛГ . 


то  получимъ  рядъ  псравепствъ: 

■?>*■  4>4’  4г>т--‘ 

д/  <  1  ’  Тг^  и  •  л'  л 
ИЗЪ  которыхъ,  чрезъ  послѣдовательныя  перемноженія,  выведемъ 

л/>ь,  Ь>і\  Ь'>Ь" - 

ІѴ<Л/,  Л'СЛГ,  ЛГ<ЛГ.... 

сообразно  съ  сказаннымъ  выше.  На  такомъ  основаніи,  останется  только  удовлетворить 
двойному  условію 


Подставляя  па  мѣсто  Ь. 
равенства: 


Ь<М>  ЛГ. 

і  ЛГ  равныя  пмъ  велпчппы ,  пайдемъ  слѣдующія  д 


(/я-п-И)Ь>ла  и  (п+1)а>(т— п)Ь, 
п  <  1+6  і+6  ’  П'>я+6  а+6  ‘ 


(••) 


Изъ  этихъ  условій  усматриваемъ,  что  съ  увеличеніемъ  числа  испытаній  ш,  всличг 
будетъ  также  увеличиваться,  не  выходя  однакожъ  изъ  предѣловъ 

тЬ  .  6  тЬ _ д 

а+6  '  <*+6  а+Ь  а-\-Ь  ' 

разность  «старыхъ  равпа =  1.  Слѣдовательно ,  а  будет.  рашшться  цѣлому  а 
заключающемуся  между  этпмп  предѣлами. 

Если  неравенствамъ  (10)  дадимъ  видъ 

^  П  <г-1-Ь  П  а 4-6  ^  П  «■ 


~а+Ь 


а+Ь' 


~а+Ь’ 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


то  прямо  увидимъ,  что  величину 

разумѣя  подъ  г  правильную  дробь,  пол 
между  предѣлами  -  п  -Ьщ*  11 

а+6  -  ^  ’ 

раздѣливъ  второе  на  первое,  получимъ 


а  изобразить  слѣдующимъ  образомъ: 

-  П+  2, 

птсльпую  плп  отрицательную ,  заключающуюся 
гакомъ  основаніи  имѣемъ  два  уравненія 


(“) 


Такъ  как-.  величина  г,  яход.щав  и»  сту  Формулу,  ость  прааизклая  дробь,  а  коптят 
в  »  «и  числа ,  возрастающія  пеопрсдѣлсвяо  ст,  т  въ  Солу  ра.яяс тэт,  (II),  то 
заключаемъ,  что  наибольшій  членъ  въ  разложеніи  («+&Г  будетъ  тогъ,  въ  которомъ  по¬ 
казателя  т-п  о  в  количествъ  «  и  Ъ,  или  въ  строгомъ  смысл*  прооораіоп.льяы  этимъ 
количествамъ,  или  и.ибл.яле  иода дат,  въ  такой  „роморшопальности.  Оѣдоватслыіо, 
наноѣроятяѣіішсе  сложное  событіе,  составленное  нм  простыхъ  А  и  В,  будете  то,  в» 
которомъ  А  и  В  повторявшей  пропорціонально  сслтшиснъ  а  и  Ь,  или,  что  асе  равно, 
пропорціонально  простымъ  вѣроятностямъ  и  событіи  А  и  В. 

испьггапііі  „е  моалегь  быть  разложено  ва  дв*  Мша  части,  соотвѣтстеепяо  прспоршо- 
пальиыя  велпчивамъ  а  и  6,  то  „ра.доподоби*бш«е  событіе  будетъ  тб,  къ  которомъ  отво- 
шсаіе  числа  повторов»!  событія  А  къ  числу  повторяли!  событія  В  иаиблпжс  подходит, 
къ  отпошепію  -у-  • 

Разсмотримъ  въ  частности  тогъ  случай,  когда  *  разлагается  па  ершу  двухъ  цѣлыхъ 
чиселъ  ка-\-кЬ,  соотвѣтственно  пропорціональныхъ  простымъ  статочпостямъ  я  и  ,  пера 
вснства  (10)  примутъ  видъ 

“<И  +  Ж  ”  »>и-да; 

отсюда,  по  арпчоа*  п  цѣлаго,  выяодямъ  а=»,  и  поэтому  т-н—ка.  Слѣдовательно 


И  такъ,  допустивъ  что 
женія  (а+Ь)"’  бу,іетъ 


,ііі  Іп  равно  ершѣ  ка-\-кЬ,  наибольшій  членъ  разло- 

■  (Ь‘+т  *  (із) 


а  вѣроятность,  соотвѣтствующая  правдооодобнѣіішеиу  изъ  искъ  сложныхъ  событія ,  поду- 
чаемылъ  яри  ка+кЬ  испьтиіілхі,  то  есть  вѣроятность  событія  АиВ‘ь,  выразится  дробью 
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Я Зй=Н8*-СздГ-Ш“:  («О 

19.  Теперь  легко  будетъ  распростраппть  па  общій  с.іучай  слѣдствія,  вывсдспныя  въ 
№  17.  Прежде  всего  докажемъ,  что  абсолотпыя  вѣроятности  правдоподобнѣйшихъ  со¬ 
бытій  уменьшаются  съ  увеличеніемъ  числа  испытаній.  Для  этого,  сравнимъ  вѣроятность 
Р„.  правдоподобнѣйшаго  событія  при  т—ка+кЬ  испытаніяхъ  съ  вѣроятностію  />  . , 
правдоподобнѣйшаго  же  событія,  соотвѣтствующаго  т-\-і=ка+кЬ-\-І  испытаніямъ.  Ес-іп 
найдется ,  что  отпошепіе  <  1 ,  то  предложепіе ,  о  которомъ  идетъ  рѣчь,  очевидпо 
будетъ  доказано.  Мы  зпаемъ,  что  при  т  испытаніяхъ,  вѣроятнѣйшее  событіе  есть  тб, 
которое  соотвѣтствуетъ  произведенію  акпЬкь  въ  разложеніи  (а+6)т;  нетрудно  усмотрѣть, 
что  прп  та— |— I  испытаніяхъ,  правдоподобнѣйшее  событіе  опредѣлится  тѣмъ  членомъ  раз¬ 
ложенія  (а+Ь)'п+1,  который  заключаетъ  въ  себѣ  ака+,ЬкЬ  или  акаЬкь+і  смотря  по  тому, 
будетъ  ли  а>Ь  пли  6>я.  II  въ  самомъ  дѣлѣ,  въ  №  18  доказано,  что  папболыпій  членъ 
въ  разложеніи  степени  двучленнаго  количества  а+Ь  есть  тотъ,  въ  которомъ  показатели 
величинъ  а  п  Ь  прямо  пропорціональны  этимъ  самымъ  величинамъ,  или  напблпже  подхо¬ 
дятъ  къ  пропорціональности.  Первому  условію,  прп  показателѣ  равпомъ  ка-\-кЬ-\- 1, 
очевидно  удовлетворить  нс  можемъ,  а  второму  удовлетворяемъ  прппявъ  за  показатели 
количествъ  а  и  Ь  числа  /га— I- 1  и  кЬ,  пли  ка  и  Л6+1,  смотря  по  тому,  будетъ  ли  а>6 
п-іп  6>а.  Дѣйствительно ,  изобразивъ  чрезъ  Я  и  /и  неизвѣстные  показатели  величинъ  а 
п  Ь,  соотвѣтствующіе  правдоподобнѣйшему  событію  при  т-\- 1  испытаніяхъ,  должно  бу¬ 
детъ  удовлетворить  ближайшими  цѣлыми  числами  уравненію 


прп  условіи  ).-\-[і=ка-\-кЬ-\-і.  Рѣшая  эти  два  уравненія,  находимъ 

1=и+йі  ■  "=< м+4г 

Но  прп  а>6,  будетъ 

а+Ъ  >  Т  ’  ^+6  ^  Т“  » 

слѣдовательно 

Я  =  Аа+1,  ц  —  кЬ. 

Напротивъ  того,  прп  а<Ь, 

^+Ь  <  Т  ’  ^+4'>-2‘» 

почему 

Я  —  ка,  ц  —  Л6+1. 

На  такомъ  основаніи,  обратгоіея  къ  доказательству  самаго  предложенія.  Вѣроятности 
Рт  П  Рт+і  опредѣлятся  ФОрМуЛЗМП 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


Р™+>  —  1.2.3...- 
При  а>6,  получимъ 


1.2.3... (*«+«.) 

Р™  —  1.2.3.  ..ка.  1.2.3.  ..кЬ  '  1 

_  1.2.3...(Ь-ДОХ*а+**+0  аіа+1Ьіь 

»  —  1.2  3  ..(*«+!).  1.2.3... ЛЬ  ‘ 

_  1.2.5  ■  .(Ая+*&)(*а+*Ь+І) 


для  я>Ь, 

А.Я  Ь>а. 


Ща+Ь)+Ь 


Ща+Ьу+а+Ь 

каждая  пзъ  нихъ  менѣе  единицы.  И  такъ, 
мѣди  въ  виду  доказать,  будетъ  менѣе  вѣро- 


*я(а+Ь)+я+6 

менѣе  соотвѣтственныхъ  имъ  знаменателей,  т 
вѣроятность  рт+1,  сообразно  съ  тѣмъ,  чтб 
ятпостп  р,„,  а  слѣдовательно  рІп+1<рт+1,  Р„,+а<Р,ту*  п  та,гь  далѣе. 

Замѣтимъ  мпмоходомъ,  что  прп  а~Ь,  и  т  нечётном »,  согласно  съ  сказаннымъ 
№  17,  будемъ  имѣть  рт~рт +|.  Дѣйствительно,  въ  этомъ  предположеніи 


1.2.3 


Р,„=Г 
Рт+І  —  Т 


а.і.2.з...2: 

■  ■  .т(ш-Ц) 


(2д)т 


1.2.3...СТ 

(1.2.3...^)*.=: 

1.2.3... я 


,..=±!  * ЦЫ**  _ 2™  '(1 .2.3. . .5=1)\=±1  ’ 


и  с.іѣдовательпо  рт  =  рт+1. 

Сказанное  здѣсь  объ  умспьшепіп  абсолютной  вѣроятности  правдоподобнѣйшихъ  событій 
съ  увеличеніемъ  числа  испытаній,  равно  справедливо  и  въ  отпошепіи  къ  другимъ  слож¬ 
нымъ  событіямъ.  И  [вообще,  можно  замѣтить,  что  съ  увеличеніемъ  числа  испытаній, 
абсолютная  вѣроятность  сложнаго  событія  АЛВМ  будетъ  уменьшаться  по  мѣрѣ  того,  какъ 
отношеніе  —  между  членами ,  означающими  кратность  событій ,  будетъ  удаляться  отъ 
отношенія  -д-  благопріятствующихъ  статочностей. 

Что  же  касается  до  относительной  вѣроятности  правдоподобнѣйшаго  событія  къ  какому 
пи  есть  другому,  то  можно  доказать,  что  опа  возрастаетъ  съ  увеличеніемъ  числа  испы¬ 
таній.  II  въ  самомъ  дѣлѣ,  изобразивъ  чрезъ  М  наибольшій,  а  чрезъ  II  какой  пи  есть 
другой  членъ  разложенія  (аЦ-Ь)т,  получимъ  для  абсолютной  вѣроятности  правдоподобнѣй¬ 
шаго  событія  дробь  ^д^уп»  а  Ддя  вѣроятности  того  сложнаго  событія,  къ  которому  от- 
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носптсл  //,  выраженіе  •  Слѣдовательно,  относительная  вѣроятность  правдоподоб¬ 

нѣйшаго  событія  къ  другому,  изобразится  отношеніемъ  (№  6} 

АТ 

И -Ь)т  _  зг  і 

-Л--\ _ н_-и+я-  я*  . 

(о44Г  М«+Ь)т  +Д/ 

Въ  №  22  будетъ  показано,  что  отношеніе  ,  съ  увеличеніемъ  от ,  уменьшается  не- 
опрсдѣлопио;  основываясь  на  этомъ  свойствѣ  заключаемъ,  что  относительная  вѣроятность 
М+н  ’  ПІ)П  возрастающемъ  числѣ  испытаній,  неопредѣленно  приближается  къ  едпппцѣ,  отъ 
которой  наконецъ  разнствуетъ  какъ  угодно  мало. 


ТЕОРЕМА  ЯКОВА  БЕРНУЛЛИ. 

20.  Повседневным  опытъ  показываетъ  намъ,  что  съ  возрастающимъ  числомъ  пспытапій 
обнаруживается  иѣкоторая  правильность  въ  относительномъ  числѣ  повторяющихся  событій. 
Эта  правильность,  безъ  сомнѣнія  замѣченная  всѣми,  по  ас  съ  одинаковою  степенью  ясности, 
есть  слѣдствіе  одиого  весьма  важнаго  закоиа  вѣроятностей,  изложеніемъ  котораго  теперь 
п  займемся.  Но,  чтобы  показать  съ  возможною  опрсдѣлптсльпостію ,  въ  чёмъ  пмеппо 
состоитъ  этотъ  законъ,  предложимъ  сперва  нѣкоторые  простые  примѣры. 

Положимъ,  что  испытаніе  производится  надъ  кубическою  костью,  совершенно  одпород- 
пою,  тщательной  выдѣлки,  съ  пумерамп  1,  2,  3,  К,  5,  С  на  шести  ея  граняхъ.  Эту 
кость  бросаютъ  очень  значительное  число  разъ,  п,  прп  каждомъ  бросаніи,  отмѣчаютъ  вы- 
падшш  нумеръ.  Сосчитавъ  потомъ  число  появленій  каждаго  изъ  шести  нумеровъ,  увидимъ, 
что  отношеніе  пайденныхъ  шести  чиселъ,  отдѣльпо  взятыхъ,  къ  полному  числу  бросаній, 
будетъ  весьма  мало  разнствовать  отъ  дроби  -І-,  и  тѣмъ  менѣе,  чѣмъ  число  бросаній 
значительнѣе.  Или,  еще,  снимая  полиую  колоду,  и  отмѣчая  каждый  разъ  какая  вскрылась 
карта,  простая  плп  Фигура,  мы  увидимъ,  что  прп  большомъ  рядѣ  испытаній,  отношеніе 
числа  вскрывшихся  простыхъ  картъ  къ  чпелу  Фпгуръ,  весьма  мало  разнится  отъ  непра¬ 
вильной  дроби  —  —  — ,  числитель  которой  изображаетъ  совокупность  всѣхъ  простыхъ 
картъ,  а  знаменатель,  число  Фигуръ,  входящихъ  въ  полную  колоду. 
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Всякій  человѣкъ,  даже  вовсе  необразованный,  руководствуется  въ  житейскомъ  быту, 
большею  частію  безсознательно,  тѣмъ  закономъ  вѣроятностей,  о  которомъ  говоримъ.  II 
такъ,-  земледѣлецъ,  употребивъ  па  посѣвъ  опредѣленное  количество  зёренъ,  ожидаетъ,  прп 
извѣстномъ  состояніи  погоды,  извѣстнаго  урожая.  Онъ  знаетъ,  что  если  и  ошибется  въ 
расчётѣ  въ  течепіп  одного,  двухъ,  трехъ  годовъ,  по,  въ  общей  сложпостп  нѣсколькихъ 
лѣтъ,  ожиданія  его  пополнятся.  Точно  такъ  и  купецъ,  хорошо  понимающій  свое  дѣло, 
несмотря  па  различныя  случайности,  опредѣіястъ  очень  приблизительно  тѣ  выгоды,  кото¬ 
рыя  можетъ  получить  пуская  въ  оборотъ  извѣстный  капиталъ.  Статистики,  даже  несвѣ¬ 
дущіе  въ  Анализѣ  Вѣроятностей,  основываютъ  почти  всѣ  своп  заключенія  па  этомъ  же 
законѣ.  Таковы  результаты  ихъ  о  народонаселеніи  вообще,  о  мѣстномъ  двпжепіп  насе¬ 
ленія,  о  числѣ  преступниковъ,  о  плодородности  почвы,  о  вывозѣ  и  ввозѣ  товаровъ  п  проч. 
Естествознаніе,  Медицина,  Судопроизводство,  однимъ  словомъ  всѣ  отрасли  иапгахъ  знаній, 
заимствуются  этгогь  началомъ  въ  большей  плп  меньшей  мѣрѣ.  II  такъ,  пѣть  сомнѣнія, 
что  правильность  въ  относительномъ  числѣ  повтореній  всякаго  рода  явленій,  каст.  Физи¬ 
ческихъ  такъ  и  нравственныхъ,  когда  обнимаемъ  большой  рядъ  испытаній,  можпо  прини¬ 
мать  нетолько  за  Фактъ,  утвержденный  опытомъ,  по  даже  за  истину,  въ  которой  убѣждаетъ 
пасъ  здравое  понятіе  о  вещахъ.  Но  истинно  философскій  умъ  ис  удовольствуется  такимъ 
эмпирическимъ  п  поверхностнымъ  взглядомъ  па  этотъ  важный  предметъ:  онъ  потребуетъ 
опредѣлительнаго,  точнаго  понятія  объ  законѣ  столь  общемъ,  п  захочетъ  узнать  объёмъ 
его  прп  даниыхъ  обстоятельствахъ ;  одномъ  словомъ,  онъ  потребуетъ  чиселъ,  каст,  пепрс- 
ложпаго  мѣрила  для  всѣхъ  'нашихъ  положительныхъ  знаній.  Этому  требованію  можетъ 
удовлетворить  только  математическій  аиалпзъ,  и  вотъ  почему  необходимо  подвергнуть  вы¬ 
численію  законъ  большихъ  чиселъ,  каст,  назвалъ  его  весьма  свойственно  Г.  Поассопъ*). 

Яковъ  Бернулли,  постигшій  всю  важность  этого  закона,  обдумывалъ  двадцать  лѣтъ 
его  доказательство.  Оно  помѣшено  въ  IV  части  его  сочиненія  Аг$  соп]'есІаш1і **).  Впослѣд¬ 
ствіи  Лапласъ  предложилъ  другое  доказательство,  болѣе  удовлетворительное  не  со  стороны 
строгости,  но  въ  отношеніи  къ  удобпостп  Формулъ,  примѣняющихся  съ  большею  выгодою 
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къ  численнымъ  выкладкамъ.  Прежде  нежели  приступимъ  къ  этому  доказательству ,  объ- 
ясишіъ  съ  воззюжпою  опредѣлительностію  смыслъ  самаго  предложенія. 

Положилъ,  что  повтореніе  какого  либо  рода  пспытапія  приводитъ  каждый  разъ  къ 
одному  пзъ  двухъ  событій  А  или  В.  Пусть  простыя  вѣроятности  этихъ  событій  будутъ 
п  а_^ь>  гдѣ  а  и  Ь  изображаютъ  числа  статочпостей,  соотвѣтственно  благопріят¬ 
ствующихъ  появленію  А  и  В.  Когда  рядъ  испытаній  будетъ  незпачптелепъ,  то  отпошепіе 
числа  появленій  событія  А  къ  числу  появленій  событія  В  можетъ  много  разнствовать 
отъ  отношенія-^-  простыхъ  вѣроятностей.  Но,  по  мѣрѣ  релпчепія  числа  испытаній,  п 
когда  оно  значительно  превзойдетъ  сумму  а+Ь,  отпошепіе,  о  которомъ  говоримъ,  станетъ 
постепенно  приближаться  къ  дроби  и  наконецъ  будетъ  разнствовать  отъ  нея  какъ 
угодпо  мало. 

Въ  этомъ  свойствѣ  всего,  чтб  только  можетъ  повториться,  не  подлежа  поводимому 
никакому  постоянному  закону,  заключается  предложеніе  Якова  Берпуллп. 

Полсппмъ  еще  это  отвлеченное  изложеніе  весьма  простымъ  примѣромъ,  сходствующимъ 
съ  общимъ  предложеніемъ  во  всѣхъ  отношеніяхъ. 

Положимъ,  что  пзъ  сосуда,  заключающаго  въ  себѣ  а  шаровъ  бѣлыхъ  и  6  чёрпыхъ, 
вынимаемъ  па-удачу  нѣсколько  разъ  сряду  по  одпому  шару,  и  каждый  разъ  отмѣтивъ  его 
цвѣтъ,  кладемъ  опять  въ  сосудъ.  Прп  незначительномъ  числѣ  пріёмовъ,  отпошепіе  числа 
отмѣчеппыхъ  бѣлыхъ  шаровъ  къ  чёрнымъ,  будетъ,  вообще,  много  разнствовать  отъ  содер¬ 
жанія  — ;  но,  по  мѣрѣ  увеличенія  числа  извлеченій  шаровъ  пзъ  сосуда,  мы  усмотримъ, 
что  сказанное  отношеніе  приближается  постепенно  къ  и  Анализъ  Вѣроятностей  до¬ 
ставляетъ  способы  для  опредѣленія  степени  правдоподобія  предѣловъ,  между  которыми 
будетъ  заключаться  это  отпошепіе  по  мѣрѣ  того,  какъ  распространяемъ  рядъ  испытаній. 

Послѣ  предложенныхъ  здѣсь  объясненій  теоремы  Якова  Берпуллп,  легко  будетъ 
попять  слѣдующее  сжатое  изложеніе  этого  примѣчательнаго  закона: 

При  неопредѣленномъ  повтореніи  испытаній,  изъ  которыхъ  каждое  приводитъ  къ 
одному  изъ  двухъ  простыхъ  событій  А  или  В,  отношеніе  между  числами  ношеній 
этихъ  событій  непрестанно  приближается  къ  отношенію  ихъ  простыхъ  вѣроятно¬ 
стей,  и,  наконецъ,  при  надлежащемъ  числѣ  испытаній,  разнствуетъ  отъ.  нею  какъ 

Доказательство  самаго  Берпуллп  основано  па  нѣкоторыхъ  предложеніяхъ  объ  отно¬ 
сительной  велпчинѣ  членовъ  разложенія  стспспиаго  количества  (а+Ь)'".  Желающіе  озпа- 
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компться  съ  этимъ  анализомъ,  могутъ  обратиться  къ  сочипепію  Ап  сощесіапсіі  или  къ 
книгѣ  Еіітепз  сіи  Саісиі  Лез  РгоЬаЫШёз,  соч.  Лакроа.  Мы  приведемъ  здѣсь,  съ  не¬ 
большими  измѣненіями,  доказательство,  помѣщеипое  у  Лапласа  въ  ТНеогіе  апаіуіщие  Лез 
РгоЬаЫШез.  Оно  осповапо  па  весьма  примѣчательной  Формулѣ  Стирлинга,  имѣющей  об¬ 
ширное  приложеніе  въ  Исчисленіи  Вѣроятностей.  Займемся  сперва  выводомъ  этой  Формулы. 
21.  Положимъ,  что  разсматривается  произведеніе  послѣдовательныхъ  цѣлыхъ  чиселъ  • 


вычисленіе  котораго,  даже  прп  посредственной  велпчпнѣ  х,  становится  почти  невозмож¬ 
нымъ.  Формула  Стирлинга  служитъ  для  опредѣленія  этого  произведенія  съ  такою  сте¬ 
пенью  точности,  какой  пожелаемъ.  Замѣтивъ,  что 

Іо^л  =  1о§;.  1 -Цо&.2-Ноб.34-.  ... -Но?.*» 
можно  будетъ  написать  величину.  5  въ  видѣ 

4  _  вІое-і +1о8.2  +1о8.3  Н - И0^  '  (15) 

разумѣя  подъ  е  основаніе  Пеперовой  системы  логарпомовъ,  которые  здѣсь  ^употреблепы. 
Для  опредѣленія  суммы  логарпомовъ,  примемъ  въ  соображеніе,  что  по  правиламъ  обрат¬ 
наго  способа  разпостсй,  имѣемъ 

1о§.1-Иов;.2-Иоб.З-Ь.  •  •  -+Ч-Х  =>  2І06.Х+Ю&.®; 

съ  другой  же  стороны,  конечный  интегралъ  2  можпо  преобразовать  въ  обыпповеппый  пп- 
тегралъ  /  посредствомъ  извѣстной  Формулы  Эйлера  [ПРИМѢЧАНІЕ  I]: 

-  ,  4  .  4  '  ф-  *  **Г  і  1  .*ЗГ .... 

“У  —  /уЛх  2"У"Г  12  *  Ах  720  *  Дх*  *"  30240  Лх* 

На  такомъ  основаніи,  положивъ  у  =:  Іод.х,  получимъ 

ЛоВл  =  - |-1«г-»  +  тЁ— Й«Г>+ шо? - '• 


во  /Іо^л.Лх  —  ХІ05.Х — х-|-С;  поэтому  найдется 

і1о&л-Но§;л  =  (®+  4-)Ч-®-аг+  ііі  - 

Подставивъ  эту  величину  въ  Формулу  (15),  п  замѣнивъ  ес  постояннымъ  множителемъ 

Величина  А  опредѣляется  очень  просто  посредствомъ  слѣдующаго  выраженія  окруж¬ 
ности,  найденнаго  Англійскимъ  математикомъ  Валіисомъ:  1 


к  _  2.2.4.4.О.О.8.8... 

Т—  1 .3.3.0. б. 7 .7 .0. . .  * 

гдѣ  число  мпояштелей,  какъ  въ  числителѣ  такъ  и  въ  знаменателѣ,  есть  безконечное 
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выраженіе  можно  будетъ 


[ПРИМѢЧАНІЕ  II,  §  2].  Если  положимъ  п= « 
представить  въ  видѣ 

п  _  (2. 4.0.0..  .2л)1  _  ВЙ(І.В.5...Я)« 

2  “(«  5.8..  .[2л-1])>(2л+«)  —  (1.3.8. .  .[2л-1])*(2л+1)  * 

Но,  съ  другой  стороиы, 

1.2.3. .  .2п  =  2.  Ѵ.6. .  .2п.1.3.5. .  .(2л—  1)  =  2*.  1 .2.3. .  .п.  1 .3. 5. .  .(2л— I); 
слѣдовательно 

І.3.5...(2п— 

почему  п  паіідстся 

2«"(І.2.5...п)« 

2  — (2л4-|)(1 ,2.3.1.2л)1  ’ 

Въ  силу  же  доказаннаго  выше,  имѣемъ 

1.2.3...л  =  ^.пп+Т.’е-п.етзл - 

1 .2.3. .  .2л  =  А{2п'?л+%е-*п.еЪЫ - ; 

слѣдовательно 


-  =  т  •  “ 


*.(2л+1)2’' 


(.е) 


(*+4>=л*.«*— ■■ 

Положивъ  п—оо,  получимъ  окончательно 

2л  =  А *,  откуда  А  —  Ѵ2тГ. 

II  такъ,  найдется  Формула 

,  _* _ *  ■  1 

1.2.3...®  =;  в*+а‘.в~*і/2 л!е,2г  ЗООг*  ^  1260? 
удержавшая  имя  своего  пзобрѣтателя  Стирлинга.  Если  велнчппу  показательную  обратимъ 
въ  рядъ,  то  получимъ 

Л _ *  .  ... 

д  12г  360?  Т  -  .  |  «  |  « _ , 

~  «2т  _г  288*1  “ 

п  слѣдовательно 

,.2.3...,  =  Ѵ^.(,+  і  +  йЬ+..  > 

Этой  Формулѣ  можио  дать  слѣдующій  простѣйшій  видъ: 

‘•2-3--  =  Ш‘і^-(,+  і  +  в+->  (17) 
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Строка  14.  будетъ  тѣмъ  мспѣе  разнствовать  отъ  сдпппцы,  чѣмъ  х 

будетъ  больше.  Поэтому,  когда  *  довольно  зпачптельпое  число,  можно,  во  многихъ  слу¬ 
чаяхъ,  довольствоваться  приближенною  величиною,  которую  доставить  Формула 

1.2.3.. .,  =  (-±-)Ѵ2и,.  (,8) 

Чтобы  показать  па  примѣрѣ  какой  степени  точности  можпо  ожидать  отъ  опредѣленія 
(17),  возьмемъ  х  =10.  Вычисляя  по  логарпомамъ  вторую  часть  Формулы 

1 . 2 . 3 . . .  1 0  =  (^‘ V»?.  (  И- ,4  +  )  > 

мы  получимъ,  несмотря  па  незначительность  х,  число,  разпетвующее  отъ  настоящей  вели¬ 
чины  произведенія  1 .2.3. ..  10  =  3628800,  менѣе  чѣмъ  па  одну  единицу. 

Весьма  легко  найти  Формулу,  опредѣляющую  произведеніе  нечётныхъ  чиселъ.  Для 
этого  стоитъ  только  замѣтить,  что  тожественное  уравненіе 

1.3.5.. .  (2а: — I)  = 


въ  силу  Формулы  (17),  приметъ 
1.3.5. .  .(2® — I)  = 


(тУ  ^1/4яа:•(I+^+ш^+,’,) 

2*-(т)  ^2ггаг'(*  "^"і2т 288л1  ~ " "  О 


Но  сокращеніи  этой  дроби,  и  по  раздѣленіи  безконечнаго  ряда  въ  числителѣ  на  безко¬ 
нечный  рядъ  знаменателя,  получимъ  * 

1.3.5...  (2,-1)=(^)‘Ѵ2.(і-а  +  да - }  (1Э) 

Эта  Формула,  выражающая  произведеніе  нечётныхъ  чиселъ,  пе  заключаетъ  въ  себѣ 
трансцендентнаго  числа  л. 

22.  Чтобы  сдѣлать  по  возможпостп  вразумительнымъ  ходъ  доказательства  Бернулліева 
предложенія,  мы  дадимъ  этоіі  теоремѣ  видъ  вопроса,  п  положимъ',  что  рѣшаемъ  слѣдую¬ 
щую  задачу: 

Производшпся  большой  рядъ  испытаніи,  изъ  которыхъ  казіедое  приводитъ  къ  од¬ 
ному  изъ  двухъ  событіи  А  или  В;  простыя  вѣроятности  для  А  и  В  предполагаются 
постояпньши;  изобразимъ  ихъ  соотвѣтственно  чрезъ  р  =:  «4—1  — Р  —  *  Если 
означимъ  чрезъ  т  число  испытаніи,  то  вѣроятнѣйшее  сложное  событіе  будетъ  АЛГВХ , 
для  котораго  отношеніе  -|г ,  или  равно  дроби  -Ц- ,  или  весьма  мало  разнствуетъ  отъ 
нея,  и  гдѣ,  сверхъ  тою,  х-[-х'=т;  [№  18].  Теперь  могутъ  представиться  слѣдующіе 
два  вопроса:  1°  Какъ  велика  вѣрояпиюсть  Р,  что  при  т  испытаніяхъ,  событіе  А 
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случится  не  менѣе  х — I  и  не  болѣе  х-}-1  раз»,  и  слѣдовательно  В  не  менѣе  г — 1  и 
не  болѣе  х'+І  раз ъ,  разумѣя  подъ  1  число  несравненно  меньшее  х  и  х\  2°  Предполагая 
вѣроятность  р  событія  А  неизвѣстною,  но  зная  сколько  разъ  оно  случилось  при  т 
испытаніяхъ,  опредѣлить  вѣроятность  Р’,  что  р  будетъ  заключаться  между  данными 


і  Формулы  (4)  [14°  7]  п  соображеній ,  заключающихся  въ  N°  9,  первая 
азъ  искомыхъ  двухъ  вѣроятностей,  именно  Р,  выразится  совокупностію  слѣдующихъ  21-\-і 
членовъ: 

Р  ~ і.а.5. ..(г+о.1.2.3. . .(х'-о ’ Р**4 ({—рУ  Ч~Ч~  1.2.з...х^1.а.з...у" Р*( 1  ~РУ'  +*“ 

1.2.3... (х-1).1.2.3... (4+0  ‘  РЯ_/(*  —РУ*1'  (20) 
Займемся  сперва  приблизительнымъ  вычисленіемъ  перваго  члена  величины  Р.  На  ос- 
пованін  Стпрлшіговой  Формулы  (17),  получимъ 

=(т)"-ѵ^г-(.+іЬ+-) 

Иф,3..-<.*+Ч  =  ■  (Ц-щ^+  • . .) 

•:'<^^)'"-ѵ&р=ч.(,+і5ЕіГч+...)1 

слѣдовательно,  по  причинѣ  х  4- .-г' — фщ . 

1.2.3— (х+/).  1.2.3— (х'—/)*  р^1  — Р)  •  '"'"(і+О  -(т^)  -^(х+^-О^С21) 

гдѣ  подъ  К  разумѣемъ  величину 

*  +  =+•- 


Ч*+і) + ***)( 1  ■+"  +  ••*) 


12т  Щл-р/)(х,-і)  ~ 


Условимся  теперь  въ  стспепп  приближенія,  съ  которою  желаемъ  опредѣлить  вѣроят¬ 
ность  Р.  Положимъ,  что  т  есть  весьма  большое  число  въ  сравненіи  съ  суммою  а-\-Ь; 
такъ  какъ  х-\-х  —  т,  то  х  и  х  будутъ  одного  порядка  съ  т,  ибо  мы  предполагаемъ, 
что  а  и  Ь  сравнимы  между  собою,,  то  есть,  что  пи  одна  изъ  двухъ  дробей  я  ~ 
ас  есть  величина  чрезвычайно  малая.  Допустимъ  сверхъ  того,  что  порядокъ  величппы  I 
не  превышаетъ  порядка  V  ві ,  а  слѣдовательно  а  Ѵх  или  у  х.  Если  условимся  прене¬ 
брегать  величины  порядка  то  въ  вычисленіи  должно  будетъ  удержать,  при  количе¬ 


ствахъ  обыкновенной 


і  порядковъ:  — ,  -р-,  — ,  — ,  —у,  , 
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а  откинуть  члены  порядковъ:  — ,  -  — ,  р ,  -г,  . Въ  силу  этого  условія, 

количества  К  п  л ,  входящія  въ  Формулу  (21),  обратятся  въ  слѣдующія: 

К  —  *  +"  12І  _  12(х-р/)(х'-0  +  ' '  *  —  ‘ 

И  такъ,  пзобразпвъ  чрезъ  X  первый  членъ  второй  части  Формулы  (20),  найдется 


х  =  т"Ш+‘  'ОйГ  ' (,+Ь?  -О- 

Раз-южпмъ  теперь  величину  .  принимая  въ  соображеніе  вторую  і 

(11)  [№  18].  Въ  этой  Формулѣ,  при  повыхъ  означеніяхъ,  будетъ  —р, 
поэтому  рт  —  х — г,  откуда 

р=^,  і-р=^=^- 


(22) 


(4Г=^-еГ 

(УЗ)"  =^=і-(йЭ  ■ 

въ  слѣдствіе  чего  .  _ 

*=  (23) 

По 

,х_-у+/ (Х+У)[І08(1— у)-1«ви+т>]. 

обративъ  1ое.(і— У  п  1о».(і  +  4)  81  Р'иы>  “  0ПУСТП,ГЬ  81  "пхъ  ч',е,,ы  п°Ряд,іа  ?• 
по  причинѣ  множителя  х-\-1,  получимъ  для  разности  логарпомовъ 
—  • 

Умножимъ  этп  четыре  члена  пп  ®-И;  такъ  какъ  въ  нропзведеніп  послѣдній  членъ 
-II  будетъ  порядка-^-,  то  его  должно  откинуть,  въ  слѣдствіе  чего  найдется 
(х  4-  0  [іо5.(1  — ^)-1о&.(1+4-)]=— ^ 1  +  І  —  —  —  + 
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Подобнымъ  образомъ  подучимъ 

<&г=~ 

Слѣдовательно,  пабдюдап  что  х-\-х  —  щ 


&Г‘-(0Г‘= 

Подставивъ  эту  ведпч 


т  ✓а«',с 

Таково  выраженіе  перваго  члена  вѣроятности  Р,  опредѣленнаго  съ  точностію  до  величинъ 

порядка  — •  Внося  послѣдовательно  въ  эту  Формулу  I — 1,  I — 2 . 0,  — 1,  — 2,  . .  —I 

на  мѣсто  I,  получимъ  ио  порядку  всѣ  члены  второй  часта  уравненія  (20).  Приближенная 
величина  средняго,  иаиббльшаго  члена,  соотвѣтствующаго  очевидно  предположенію  1  —  0, 
Й,дсдъ  . 

у'п.Ѵгхх* 

'Гакъ  какъ  это  выраженіе  изображаетъ  величину  порядка  то  а  слѣдуетъ  заклю¬ 

чить,  согласно  съ  замѣченнымъ  уяю  въ  ІЧ°  19,  что  абсолютныя  вѣроятности  правдопо¬ 
добнѣйшихъ  событій  уменьшаются  съ  увеличеніемъ  числа  испытаній. 

Легко  показать  теперь,  что  съ  увеличеніемъ  чпела  испытаній,  отношеніе  члена  (2&) 
въ  разложеніи  [р-)-(І— р)]т  къ  наибольшему,  будетъ  уменьшаться  съ  возрастаніемъ  чис¬ 
ленной  величины  I,  то  есть  по  мѣрѣ  того,  какъ  разсматриваемый  члепъ  будетъ  болѣе 
удаляться  отъ  наибольшаго,  въ  лѣвую  или  въ  правую  сторону.  Это  отношеніе  можетъ 
быть  сдѣіано  какъ  угодно  малымъ.  Дѣйствительно,  отношеніе,  о  которомъ  говоримъ, 

•  --$4- . 


тІг 


Эта  дробь  будетъ  уже  менѣе  —  =  — при  —  1,  то  есть  при  I  : 
если  положимъ,  что  I  есть  величина  порядка,  превышающаго  V т,  напримѣръ  раі 
разумѣя  подъ  4  правильную  положительную  дробь,  то  найдется 


:/Щ 
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и  какъ  — ,  есть  количество  пулеваго  порядка  въ  отпошеніп  къ  ш,  то  вторая  часть  послѣдняго 
уравненія ,  по  причинѣ  показателя  и”,  будетъ  неопредѣленно  возрастать  съ  увеличеніемъ 
т;  самое  же  отношеніе,  напротивъ  того,  будетъ  уменьшаться  по  произволенію.  Изъ 
этого  должно  заключить  о  справедливости  предложенія,  о  которомъ  упомянуто  въ  концѣ 
[ут  |9  па  счётъ  увеличенія  относительныхъ  вѣроятностей. 

Перецѣнивъ  въ  ФОриудѣ  (»)  апан-ъ  подпиши  I,  найдется  посдѣдпій  чепъ  уранн :  (20). 
Сложивъ  потомъ  выражепія  для  обоихъ  членовъ,  и  изобразивъ  пхъ  сумму  чрезъ  г,  получимъ 
тР 

_  ЭѴт. 

У  —  Ѵя.Ѵъ? 

Еслп^къ  интегралу  въ  конечныхъ  разностяхъ  .іу,  взятому  относительно  I,  отъ  1  =  0 
до  разсматриваемой  величины  I,  придадимъ  самую  величину  у,  равную  суммѣ  двухъ  край¬ 
нихъ  членовъ  второй  часта  Формулы  (20),  то  получимъ  величину  Р,  увеличенную  сред¬ 
нимъ,  то  есть  наибольшимъ  членомъ.  Слѣдовательно ,  изобразивъ  напббльшій  членъ  чрезъ 
V,  будетъ 

Р  =  5у+у— Г. 

По,  по  Формулѣ  Эйлера,  которая  уже  употреблена  въ  №  21,  имѣемъ 
іу  =  /у«И—  -4"У  +  -ЙГ^ - 


При  той  степени  приближенія , 
рпт,  -4.4-  и  всѣ  слѣдующіе  за 


і,  которою  имѣемъ  въ  виду  вычислить  велпчппу  Р, 
пмъ,  должны  быть  опущены.  Дѣйствительно,  такъ 

тР 


имѣетъ  множителемъ  коэффиціентъ  - 


Ау  ЙѴ’т  Ф  ті 

АІ  Ѵя.Ѵ&Р 

то  есть  величину  порядка  4,  то  опо  . 
.  отит, -ГО.  Дадвпѣйшіе  порядковъ  он»  іига  "  отноінсіпн 

>тоиу  также  должны  быть  отброшены.  Слѣдовательно 
І*  =  /ГЙ-4-Г+С. 


Постоянное  ко.іинсство  С  «скдючптс,  на»  итого  уравненія,  ног.»  .они»»!,  «««грады 
„жду  нредѣдаян.  Такъ  кань  прл  1=0,  г  оврашаетсл  въ  2Г.  то  под5нюп.  ^ 
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Ес.ш  для  краткости  положимъ 


(у  =  ^гМ—і-г+г, 

р=  Лл+4-г. 


)  при  I  —  0  будетъ  и  I  —  0,  и  паіідеішая  величина  для  Р  приметъ  слѣдующій  видъ : 

р  =  '=  Ш-  С25) 


'ягувхі7 


Вотъ  выраж-еиіе  искомой  вѣроятности  Р  съ  точиостію  до  величпиъ  порядка  —  »  Чѣмъ 
т  будетъ  значительнѣе,  тѣмъ  Формула  (25)  съ  большею  степенью  приближенія  опредѣлитъ 
Р ,  и  она  слѣлалась  бы  въ  строгомъ  смыслѣ  точною,  село  бъ  предположили  т  безконечнымъ. 

Найденная  величина  Р  изображаетъ  вѣроятность,  что  ио  совершеніи  весьма  значительнаго 
числа  т  испытаній,  число  повтореній  событія  А  будетъ  заключаться  между  предѣлами  х-\-1 
и  х — I,  а  В,  между  х — I  п  х  -\~1,  разумѣя  подъ  х  и  х  величины  цѣлыя,  которыхъ  сумма 
равна  т,  а  отношеніе  —г  ианблпже  подходитъ  къ  отношенію  простыхъ  вѣроятностей 
событій  //  п  В;  I,  какъ  ска:іано  выше,  означаетъ  число,  котораго  порядокъ  пе  превы¬ 
шаетъ  Ѵ~т.  Но,  въ  силу  Формулы  (22),  имѣемъ  х~тр-\-г,  гдѣ  численная  величина 
г<1;  слѣдовательно 


а.'-р=^+± 

о  вторыя  части  обоихъ  уравненіи 


х-1 

1  ~—Р~ 

па  мѣсто  I  вел 
Ыіхх' 

яіѴ'т  ’ 


I 


ю.іучпмъ  Формулу 
(26) 


въ  которой, 


-тр-\- г  и  х  —  т(1—р)  -  х,  будетъ 
V  2хх'  —  т  УІ'2р{1 — 2р) —  ~  ■ 

На  такомъ  основаніи  Формула  (25)  изобразитъ  вѣроятность,  что  разность  между  от» 
шеніемъ  дѣйствительнаго  числа  повтореній  событія  А  къ  полному  числу  испытаніи, 
простою  вѣроятностію  р  того  же  событіи  А,  не  выходить  изъ  предѣловъ 


.  промежутокъ — -==.  между  этими  предѣлами  будетъ  порядка  —  • 
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Формулы  (25)  и  (26)  заключаютъ  въ  себѣ  полное  рѣшеніе  первой  части  предложен¬ 
наго  въ  иачалѣ  №  22  вопроса.  Но,  для  чпслсшшго  рѣшенія  разсматриваемаго  рода  задачъ, 
надобно  еще  показать  способы  для  вычисленія  по  приближенію  опредѣленнаго  интеграла 
/  е—РАі,  который  входитъ  во  вторую  часть  Формулы  (25).  Предлагаемъ  здѣсь  нѣко¬ 
торыя  изслѣдованія  объ  этомъ  предметѣ,  и,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  отсылаемъ  читателей  къ 

ПРИМѢЧАНІЮ  IV. 

23.  Замѣняя  Функцію  е  ея  разложеніемъ  1 — Р-+-  ^  _ ,  „  интегри¬ 

руя  каждый  членъ  между  предѣлами  0  а  С,  получимъ, 


Интегрированіе  по  частямъ,  пронзведешюе  въ  видѣ 

/  е-'\н  =  и~‘г  +  2  у  е"‘Ѵл 
/е“‘Ѵ&  =  -у~  е~‘1+ 

приведетъ  пасъ  еще  къ  слѣдующему  разложенію: 

/Г'Л  =  +  (28) 

Ряды  (27)  и  (28)  оба  сходящіеся  для  всѣхъ  возможныхъ  величинъ  <  [ПРИМѢЧАНІЕ  III, 
§  V].  Первый  изъ  нихъ  очень  выгодсиъ  для  значеній  этой  перемѣпиой,  не  превосходящихъ 
единицы.  Вообще,  оба  ряда  будутъ  достаточно  сходящіеся,  когда  2 Р  не  превзойдетъ  4. 
Но  ежели  2Р>4,  то  для  опредѣленія  питеграла  съ  достаточною  точностію,  потребуется 
вычислить  много  членовъ,  что  на  практикѣ  весьма  исудобио. 

Въ  этомъ  случаѣ  выгоднѣе  будетъ  употребить  другое  разложеніе.  Изобразивъ  предло¬ 
женный  интегралъ  въ  видѣ 

/»~*  А  =  /  е-' Л— /  е~‘  Л, 
что  Д-1/^  [ПРИМѢЧАНІЕ  IV,  §  I),  «от, чинъ 

/Г'Л  =  |Й'-/Ѵ,Ѵ 


замѣтивъ, 
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Интегрированіе  по  частямъ  послѣдняго  интеграла  между  предѣлами  I  и  оо,  доставитъ 
послѣдовательно 


откуда  заключаемъ 

Iе  *=вГ  [*  (2І*}  («Г»)*  “  (*«*>*  . ]’ 

І'-т+т-т* " . ]•  Н 


_яг‘*Г, _ '+ДІ_!4|+ . 1  (т) 

21  I  (2 <*)  “  (2??  (2 /*)*  '  ^  Ч  / 

въ  первыхъ  своихъ  членахъ,  и  для  значеній  2 11  превосходящихъ  *,  будетъ  достаточно 
схоцшіійся.  Но  легко  видѣть,  что  начиная  съ  нѣкотораго  дальнѣйшаго  члепа,  который 
весьма  легко  опредѣляется,  строка  становится  расходящеюся.  И  дѣйствительно,  такъ 
какъ  численныя  величины  двухъ  смежныхъ  общихъ  членовъ  изобразится  чрезъ 


2 /  •  (2/,)п— 1 

то  отношеніе  ихъ  будетъ 


и  оио  сдѣлается  больше  единицы  при  <<У— слѣдовательпо,  самая  строка  обра¬ 
тится  въ  расходящуюся,  какъ  скоро  достигнемъ  члена,  для  котораго  п  равспъ  ближайшему 
цѣлому  числу,  заключающемуся  въ  дроби  .  Вопросъ  состоитъ  въ  томъ,  можно  ли, 
при  такихъ  обстоятельствахъ,  употреблять  рядъ  (30).  Чтобы  рѣшить  недоумѣніе  утвер¬ 
дительно,  достаточно  показать,  что  если  ограничимъ  разложеніе  нѣсколькими  первыми  его 
членами,  то  остатокъ  ряда  будетъ  величина  конечная,  иёныпал  чнелеппов  величины  того 
члена  ст|мжи,  на  которомъ  остановились.  Положимъ,  напримѣръ,  что  останавливаемся  на  членѣ 
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изобразится,  независимо  с 


ка,  интеграломъ 

Чі г\Г”т  ■*' 


который,  какъ  легко  видѣть,  менѣе  члепа  <с<т—  е  ;  и  въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ  какъ  первая 
часть  послѣдняго  уравненія  положительная,  ибо  подъпнтегральиая  Функція  е  ‘  .  су¬ 
щественно  положительная,  то  и  должно  быть 

что  и  имѣли  въ  виду  доказать.  Отсюда  заключаемъ,  что  строка  (30),  а  слѣдовательно  п 
Формула  (29),  могутъ  быть  употребляемы  съ  полною  надёжностію  до  члена,  гдѣ  рядъ 
становится  расхо.щшиысп.  Такого  рода  разложенія,  названныя  Лапласомъ  предіьлыіылш 
рядами  (кгю-іітііез),  имѣютъ  то  свойство,  общее  съ  сходящимися  рядами,  у  которыхъ 
члены  попсрсмѣиио  положительные  п  отрицательные,  что  получаемыя  послѣдовательно 
суммы  будутъ  больше  пли  меньше  истинной,  смотря  по  тому,  па  какомъ  членѣ  останавли¬ 
ваемся,  на  положительномъ  пли  на  отрицательномъ.  Лапласъ*)  нашелъ  другое,  весьма 
примѣчательное  выраженіе  для  интеграла  }  е~  Лі;  оиъ  изобразилъ  его  посредствомъ 
непрерывной  дроби  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

(3,) 


гдѣ  для  сокращенія  у  —  —х  .  Замѣтимъ,  что  какъ  бы  далеко  не  продолжили  это  разло¬ 
женіе,  оно  всегда  останется  сходящимся,  и  главныя  дроби  будутъ  поперемѣпно  больше  и 
меньше  настоящем  величпиы  интеграла.  Для  доказательства  этой  Формулы,  отсылаемъ  къ 
ПРИМѢЧАНІЮ  IV  (§  3). 


м 
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2А.  Ес.іп  полстаммъ  тенор.  къ  урішісшс  (25)  вспчшіу  интеграла,  опре.Лптіаго 
формулою  (29),  ТО  получимъ  слѣдующее  зпачепіе  для  вѣроятности  Р: 

р~  ай?+----]+7-  ,Ы,  (за) 

V  Ітп[р(1  — ( |  -2Я)-*  г]  4  ' 

Здѣсь  можно  сдѣлать  два  предположенія:  можно  допустить,  что  величина  I  —  4===»  съ  воз- 
.  Ѵіх7 

расташсмъ  числа  т  испытаніи,  не  измѣняется;  при  такомъ  условіи  вѣроятность  Р,  опредѣляемая 

весьма  приблизительно  Формулою  (25),  сохранитъ  также  величину  почти  постоянную;  въ  то  же 
время  промежутокъ,  заключающійся  между  предѣлами  (26),  и  равный  будетъ  болѣе 

и  болѣе  стѣсняться,  ибо  второй  множитель  —  этого  произведенія  уменьшается  неопредѣленно, 
„  2/ 

между  тѣмъ  какъ  первый  -р=  остается  чувствительно  постояннымъ,  въ  чёмъ  удостовѣряемся 


т,  ему  впдъ  —  =  2(_ 


0ТЬ  •  Если,  напротивъ  того,  положимъ  промежутокъ  неизмѣннымъ ,  то  вели¬ 
чина  I  будетъ  возрастать  вмѣстѣ  съ  /л,  и  почти  пропорціонально  Ѵ~іп,  ибо  I  ~  —  V™*  ,-Ѵт 
ГД*  предполагается  неизмѣннымъ,  а  весьма  мало  разнствуетъ  отъ  . 

Въ  этомъ  случаѣ,  вторая  часть  Формулы  (32),  изображающая  зпачепіе  вѣроятности  Р  по 
причинѣ  неопредѣленно  уменьшающагося  множителя  е~‘*  при  возрастающемъ  I,  будетъ 
стремиться  съ  быстротою  къ  единицѣ.  Отсюда  должно  заключить,  что  при  неопредѣлен¬ 
номъ  повтореніи  испытаній,  отпоніеніе  числа  появленій  событія  А  къ  числу  появленій  В 
непрестанно  приближается  къ  отношенію  простыхъ  вѣроятностей  событій  А  и  В,  отъ 
котораго  наконецъ  разнствуетъ  какъ  угодно  мало.  Въ  этой  правильности  въ  повтореніи 
с-іучаііпостеіі ,  обнаруживающемся  при  значительномъ  рядѣ  испытаній,  состоитъ,  какъ  уже 
сказано  выше,  примѣчательная  теорема  Якова  Бернулли. 

25.  Обратимся  теперь  къ  рѣшенію  второй  части  занимающаго  насъ  вопроса.  Изобра¬ 
зимъ  чрезъ  і  наблюденное  число  появленій  событія  А  при  весьма  значительномъ  числѣ  т 

испытаній.  Формула  (25)  изобразить  вѣроятность,  что  разность  - - п  заключается 

5  т 
между  предѣлами  —  ц:  ^ ,  п.ш,  иначе,  что 
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Такъ  какъ  вѣроятность,  что  число  появленій  событія  А  заключается  между  предѣлами 
х  ±  Р,  гдѣ  I  не  превышаетъ  порядка  V  т,  весьма  близка  къ  единицѣ,  то  можно  допу¬ 
стить,  что  і  будетъ  разнствовать  отъ  х  величиною,  не  превышающею  того  же  порядка 
1 Гт.  Сверхъ  того,  Функція  — ,  при  обыкновенной  величинѣ  I,  будетъ  порядка  — ; 
изъ  этого  заключаемъ,  что  условившись  откидывать  члены  порядка  — ,  можно,  безъ 
ощутительной  погрѣшности,  замѣппть  въ  радикалѣ  Ѵ2хх  величину  *  числомъ  і,  а  х', 
разностію  ш — і.  На  такомъ  основаніи,  откпііувъ  дробь  — ,  получимъ  для  предѣловъ  вѣ¬ 
роятности  р  слѣдующее  выраженіе: 


і  вѣроятность  Р' , 


тѴт 

ітся  между 

2 


гдѣ  і=—ІѴт  (ЗЗ ) 

Ѵіі{т — і)  \  ' 

этими  предѣлами,  опредѣлится  Формулою 


(ЗА) 


Вопросъ,  рѣшенный  въ  этомъ  №,  относится  къ  опредѣленію  вѣроятности  а  роЛегіогі. 
Въ  Главѣ  VII  нашеіі  книги,  мы  увидимъ,  какимъ  образомъ  подобные  вопросы  рѣшаются 
па  основаніи  другихъ  началъ. 

26.  Пояснимъ  теперь  употребленіе  Формулъ  (25),  (26),  (33)  и  (34)  чпелеішымп  при¬ 
ложеніями.  Начнемъ  съ  примѣра,  помѣщеннаго  въ  самомъ  сечпиеніп  Якова  Бернулли*). 
Онъ  предполагаетъ,  что  число  статочностен ,  благопріятствующихъ  событію  А ,  равно  30, 
а  событію  В,  20,  и  ищетъ,  сколько  должпо  произвести  пспытаиій,  чтобы  получить  вѣро¬ 
ятность,  по  крайпей  мѣрѣ  равную  предѣловъ  ^-п^>  между  которыми  заключалось 

бы  отпошеніе  наблюденнаго  числа  повтореній  событія  А  къ  полному  числу  испытаній.  На 
основаніи  своего  способа,  Бернулли  нашелъ,  что  число  испытаній  равно  25550.  Пред¬ 
полагая  вопросъ  рѣшеппымъ,  и  приводя  означенія  Бернулли  къ  нашимъ,  будемъ  имѣть: 
р  —  ,  т  — 25550,  х=  15330,  х'=І0220, 

г  =  0,  1=^т— х=51.І,  Р  =  2=  0,99900... 

Для  приложенія  къ  настоящему  примѣру  Формулъ  (25)  и  (26),  примемъ  вѣроятность  Р  за 
неизвѣстную,  а  всѣ  прочія  величины  за  данныя.  Формула  (26)  даетъ  непосредственно  предѣлы 


для  разности  между  простою  вѣроятностію  событія  А  и  отношеніемъ  наблюденнаго  числа 
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повтореній  того  же  событіи  іп.  полному  числу  испытаній.  Далѣе  замѣчаемъ,  что  I  можно 
пронять  за  величину  одного  порядка  съ  Уст,  пбо,  въ  настоящемъ  случаѣ ,  имѣемъ 
I  =  (3, 1 96  8 . . .  )Ѵ т;  слѣдовательно ,  можемъ  употребить  съ  надёжностію  Формулы,  кото¬ 
рыя  выведены  въ  томъ  предположеніи,  что  I  есть  величина  порядка  Уст.  Вычисляя  1  по 
Формулѣ  1  —  ~=  >  получимъ  1  =  4,6 ИЗ,  откуда  е*— 21,292  и  -^*=  0,02348. 

Такъ  какъ  1  >4,  то  для  опредѣленія  вѣроятности  Р,  употребляемъ  Формулу  (32),  въ 
которой,  по  причинѣ  чрезвычайной  малостп  множителя  послѣдній  члеиъ  можетъ 

быть  откинутъ.  Изъ  безконечнаго  же  ря.іа  достаточно  удержать  первые  два  члена  I  — 
Такимъ  образомъ  найдется 

1  — -^  =  0,97652,  -і— = 

24  іѴ. т  10 

Р  —  і  —  1  —  •  (0,97652)  =  0,99999999994. . . . 

Эта  величина  вѣроятности  такъ  близка  къ  единицѣ,  что  относящуюся  къ  пей  случай¬ 
ность,  пмешіо,  надёжность  предѣловъ  ±  — »  можно  считать  достовѣриою.  Замѣтимъ,  что 
у  Бернулли  та  же  вѣроятность  выражается  дробью  0,99900...,  которая  хотя  и  мало 
разнствуетъ  отъ  единицы,  но  болѣе  однакожъ  чѣмъ  значеніе,  найдешюс  ссй-часъ  посред¬ 
ствомъ  Формулы  (32).  Послѣднее  точпѣс.  Вообще,  вникнувъ  въ  сущпость  способовъ 
Бернулли  п  Лапласа,  удостовѣримся,  что  Формулы  послѣдняго  имѣютъ  преимущество 
со  стороны  степени  приближенія,  съ  которою  ведутъ  къ  числснпому  рѣшенію  вопросовъ. 

Для  второго  примѣра  предложимъ  себѣ  рѣшеніе  слѣдующей  задачи:  но  извѣстному 
числу  рожденій  младенцевъ  мужескаго  и  женскаго  пола  въ  тсчеиіп  опредѣленнаго  времени, 
найти  вѣроятность,  что  возможность  рожденія  младенца  мужескаго  пола  заключается  между 
данными  предѣлами.  Легко  видѣть,  что  этотъ  вопросъ  рѣшается  посредствомъ  Формулъ 
(33)  и  (34),  выведенныхъ  въ  №  25.  Приложит,  ихъ  къ  даннымъ,  относящимся  къ 
С.  Петербургу  за  1840  годъ.  Въ  Статистическихъ  Таблицахъ  показано,  что  въ  упомяпу- 
томъ  1840  году  родилось  въ  С.  Петербургѣ  11670  5іладснцсвъ  Православнаго  исповѣданія, 
въ  томъ  числѣ  5919  мужескаго  и  5751  женскаго  пола.  Поэтому 
і  =  5919,  т—і  =  5751,  ст  =  11670; 
слѣдовательно,  предѣлы  вѣроятности  рожденія  младенца  мужескаго  пола,  будутъ,  по 
Формулѣ  (33), 
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разумѣя  г 


•ло.  Если  примемъ  1=1, 
0,50719  0,00654, 


1.0,00654, 

получимъ  д 


0,50065  и  0,51373. 

Вѣроятность  Р‘  этихъ  предѣловъ,  по  уравненію  (34),  будетъ 

й,+ Ѵ,л4(»-,-)'С  '' 

Вычисляя  /  е~1  Ді  по  Формулѣ  (27),  а  (второй  члепъ  послѣдняго  уравненія  посредствомъ 
логариѳмовъ,  получимъ 


/‘е  '‘(/1  =  0,74684...  п  ірЦ* е  ‘  <11  = 


0,84272.. 


Ут 


Уіх  .Т4(т-0 


■*=  0,00271 . . . 


Слѣдовательпо 

Р'  =  0,84272+0,00271  =  0,84543. . . 

И  такъ,  вѣроятность,  что  возможность  рождепія  младенца  мужескаго  пола  въ  С.  Пе¬ 
тербургѣ  въ  1840  году  заключалась  между  предѣлами  0,50065  и  0,51373,  равна  0,84543, 
пли,  иначе;  можно  ставить  слишкомъ  84  противъ  16,  что  возможность,  о  которой  гово¬ 
рится,  заключалась  пъ  сказанныхъ  предѣлахъ. 

Если  положимъ  1  =  2,  то  найдемъ  мепѣс  тѣсные  предѣлы,  имешю: 

0,50719  2.0,00654  =  0,50719  :+:  0,01308, 

0,49411  и  0,52027; 

за  то  получимъ  для  вѣроятности  значеніе,  которое,  несравненно  ближе  чѣмъ  предъпдушее, 
подходитъ  къ  единицѣ.  Дѣйствительно,  вь  этомъ  случаѣ  будетъ 

р  =  1+.'  л+  ѵ»  : 

вычисляя  пптегралъ  /  е  '  (/1  по  Формулѣ  (29),  и  помноживъ  его  потомъ  на  ^  ,  получимъ 
4- Л_'Л= 0,99532. . 


для  второго  члена 


Слѣдовательно 


пайдемъ 

Ут 

Уп  .34(т-0 


=  0,00013... 


Р  =  0,99532  +  0,00013  =  0,99545. 
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II  такъ,  вѣроятность  предѣловъ  0,4941 1  II  0,52027  равна  0,90545,  то  ость,  ножно  ста¬ 
ют  о  шко  ,ъ  М-=  противъ  г,  ото  возножность  рожденіи  младенца  мужескаго  пола  въ 
1840  году  въ  С.  Петербургѣ,  заключалась  между  зтнмн  ноны.ш  предѣлами. 

.  27'  Вс*  предлояіепія,  доказанныя  къ  этой  Главѣ,  могутъ  быть  распространены  „а  слу- 
чаи  скольким,  угодно  событій.  Такъ  разсматривая  трп  простыя  событія  А,  В  а  С,  съ 
соотвѣтственными  илъ  вѣроятностями 

а+м-с’  а+4+с  ’  а+Ь+с  ’ 

окажется,  что  правдоподобнѣйшее  событіе  А’В'Г  есть  тб,  для  котораго  А,  И,  ѵ  буду гь 
чиаіа  цѣ.іыя,  напблпже  по.іходяшія  къ  пропорціоііа.іыіости  числамъ  а,  Ь,  с,  иди,  что  всё 

равно,  числа  цѣлыя  такого  свойства  что  отппіптііо  л  ц  *■  . 

,  іто  отношенія  наименѣе  разнствуютъ 

между  собою.  а  о  е  ■) 

Чтобъ  доказать  это  пое  ыожснір  пптжтп  _ 

*  'ѵ  ""  ’  "ОЛО.ЬПМЪ,  что  вмѣсто  трехъ  возможныхъ  случайно- 

стек  А,  В  а  С,  разсматриваются  толы»  ,ікѣ,  нмвнпо,  появленіе  событін  А,  п  его  не¬ 
появленіе,  которое  примемъ  за  новое  событіе,  н  назовемъ  В.  И  такъ,  В  нзображаетъ 
какое  ЦК  есть  соодіінспіо  В  съ  С.  Если  означимъ  чрезъ  А  сумму  6+с  статочностсіі,  б.іа- 
гонрінтствуикіінхъ  В,  то  просты»  вѣроаткостп  для  Л  и  В  выразптсн  соовѣтствешіо  дробмп 
_  "+</  П  «+</' 

На  такомъ  основан, и,  пусть  будетъ  т  полное  число  испытаній,  а  АХТ)\  гдѣ  Я +д=п,, 
кравдонодобпѣйшее  совокупленіе  событій  Л  к  В.  Въ  енл,  IV»  18  показатели  1  к  3  должны 
быть  пропорціональны  простымъ  вѣронтностпігь  ^  к  почему  ц  получимъ 
Т~~7’  "  сверхъ  того  Я-(-5  —  т; 

^  а+</  а+Ь+с  п 

.Эти  величины  для  Я  и  3  показываютъ,  что  вѣроятнѣйшее  совокупленіе  событій  А  и  Я 
соотвѣтствуетъ  предположенію,  что  А  повторилось  разъ,  а  Д  ра31).  Но  каігь 
само  Б  составлено  изъ  нѣкотораго  совокупленія  В  съ  С,  то  и  должно  пайтп  какое  сое- 
дшіеніе  В»С’  будетъ  іыпвѣроятпѣшннмъ.  Таспігъ  образомъ  мы  опять  приведения  къ  опрс- 
дѣлепно  нравдоподобнѣпиіаго  сложнаго  событіи  В'С,  сосіачевнаго  азъ  дпръ  простыхъ 
Вас,  а  кань  Проятпості,  спхъ  послѣднихъ,  ііезаапенмо  отг. А,  суть  о  -  г 

то  ,,  и  н  будутъ  пропорціональны  зтимъ  дробямъ.  Съ  другой  стороны,  чпчо  „енытпйТ, 
прііяо.іяніпхъ  къ  иравдоаодобиѣйіпеш.  сучаѣ  къ  В,  есть  ^=^±2 ,  слЪдонатольно  будетъ 
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и  Ь  .  . 

—  =—  п  +  * 


_  Ч4+С) 
а+Ь+с 


откуда 

Ес.ш  бы  случилось, 


і“ - а+Ь+с  П  "  “  а+Ь+с 

найденныя  трп  выражепія 


приводились 


л— а+6+с’ 

цѣ-іымъ  числамъ,  то 


**  —а+Ь+с’  Ѵ  —  а+Ь+с 
получили  бы,  въ  строгомъ  смыслѣ, 

~~  Т  а+Ь+с’ 


сообразно  съ  тѣмъ,  что  имѣли  въ  впду  доказать. 

Разсуждая  какъ  въ  предъпдупшхъ  нумерахъ  увидимъ,  что  при  неопредѣленно  возра¬ 
стающемъ  числѣ  испытаніи,  отношенія  между  наблюденными  числами  х,  х ,  х  повтореній 
событій  А,  В,  С,  стремятся  къ  равенству  съ  отношепіямп  ихъ  простыхъ  вѣроятностей; 
или,  пначе:  чѣмъ  рядъ  испытаній  будетъ  продолженъ  далѣе,  тѣмъ  съ  большею  точностію 
будемъ  имѣть  гг  •  Вѣроятность  Р,  что  отношеніе  заключается  между 

предѣлами  ±'а  ,  разумѣя  подъ  ы  весьма  малое  число,  опредѣлится  и  въ  атомъ 

случаѣ  Формулою  (25). 


ИЗСЛѢДОВАНІЕ  ОДНОГО  ЧАСТНАГО  СЛУЧАЯ,  ВЪ  КОТОРОМЪ  СТАТОЧНОСТИ  ИЗМѢНЯЮТСЯ  ВО 
ВРЕМЯ  ИСПЫТАНІЙ. 

28.  Когда  число  статочностей,  благопріятствующпхъ  появленію  какого  либо  событія 
А,  измѣняется  съ  каждымъ  пропзводпмымъ  испытаніемъ,  то  вѣроятность  опредѣленнаго 
числа  повторенія  А  будетъ  зависѣть  отъ  закона  измѣненія  статочностей,  относящихся  къ 
этому  событію.  Напримѣръ)  пусть  будетъ  сосудъ  заключающій  5  шаровъ,  2  бѣлыхъ  и  3 
чёрныхъ;  вынимаемъ  изъ  него  на-удачу  нѣсколько  разъ  ершу  но  одному  шару,  который  не 
кладемъ  обратно  въ  сосудъ.  Въ  такомъ  предположеніи,  полпос  число  статочпостсіі  умень¬ 
шается  одною  единицею  при  каждомъ  повомъ  испытаніи.  Изобразимъ  чрезъ  А  появленіе 
бѣлаго,  а  чрезъ  В  появленіе  чёрнаго  шара.  Въ  силу  №ІЧ°  3  и  4  найдемъ  слѣдующія 
вѣроятности  для  возможныхъ  сложныхъ  событій: 
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5% 


Событія: 


при  1-о.м»  испытаніи :  < 


при  Ч-омъ  испытаніи:  < 


при  3 -емь  испытаніи: 


при  %-омв  испытаніи:  \ 
при  5-омъ  испытаніи:  { 


А . 

В  . 

АА . 

А  В  .... 
В  В  .... 
ААВ. . . 
АВВ. . . 
ВВВ . . . 
А  АВВ  . 
А ВВВ . . 
ААВВВ. 


вѣроятности : 


Если  условимся  не  принимать  въ  расчётъ  порядка  послѣдовапія  шаровъ  бѣлыхъ  п 
чёрныхъ,  то  вѣроятностп  нѣкоторыхъ  пзъ  спхъ  сложныхъ  событій  увеличатся  (И0  7). 
Такъ,  напримѣръ ,  вѣроятность  Ц-  событія  АВ  удвоится,  потому  что  кромѣ  его  имѣемъ 

событіе  В  А,  вѣ|Юятность  котораго  равна  также  - Подобнымъ  образомъ  увидимъ, 

что  вѣроятность-^-—»—  событія  ААВ  должно  утроить  по  тон  причинѣ,  что  каждому 

пзъ  совокупленій  ААВ,  АВА,  ВАА  соотвѣтствуетъ  одинаковая  вѣроятность  - | — |- 

Соображаясь  съ  этюгь  замѣчаніемъ,  составится  слѣдующая  таблица: 


Событія ;  Иось  вѣроятности: 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


55 


3-ье  испытаніе: 


%-ос  испытаніе: 


5-ое  испытаніе: 


ААВ . 3.  = 

АВВ . 3.-*.-* 


ВВВ. . . . 
А  АВВ. . 
А ВВВ . . 
ААВВВ. 


пзъ  которой  усматриваемъ , 
шихся  къ  каждой  совокупное 


что  сумма  вѣроятностей  всѣхъ 
и  испытаній,  равна  единицѣ,  каі 


кныхъ  событій, 
должно  быть. 


ОТІІОСЯ- 


Рѣшеніе  этой  самой  задачи,  разсматриваемой  въ  общемъ  ея  видѣ,  приведетъ  пасъ  къ 
нѣкоторымъ  любопытнымъ  замѣчаніямъ.  Положимъ,  что  первоначальное  число  шаровъ,  за¬ 
ключавшихся  въ  сосудѣ,  равно  т,  именно,  а  бѣлыхъ  и  6  чёрныхъ;  слѣдовательно  т  =.а+Ь. 
Означимъ,  какъ  и  выше,  чрезъ  А  появленіе  бѣлаго  шара,  а  чрезъ  В  извлеченіе  чёрнаго. 
При  первомъ  испытаніи  вѣроятности  событій  А  а  В  будутъ  соотвѣтственно  —  п  — • 
Послѣ  перваго  испытанія,  полное  число  шаровъ,  заключающихся  въ  сосудѣ,  будетъ  уже 
нс  т  а  ш  — 1,  именно:  а — 1  бѣлыхъ  п  Ь  чёрныхъ  если  выдернулся  сперва  бѣлыя  шаръ, 
а  а  бѣлыхъ  п  Л— I  чёрныхъ,  если  выдернулся  чёрный.  Слѣдовательно,  въ  силу  і\с  %, 
вѣроятность  извлеченія  бѣіыхъ  шаровъ  въ  первые  два  пріёма  будетъ  —  ІІѢроят- 

иость  появленія  въ  первый  разъ  бѣлаго,  а  во  второй  чёрнаго  шара,  изобразится  произве¬ 
деніемъ  Наконецъ,  вѣроятность  двукратнаго  появленія  чёрнаго  шара  равна 

й  ,й~*.  Если  же  не  будемъ  обращать  вниманія  на  порядокъ  появленія  бѣіыхъ  п  чёр¬ 
ныхъ  шаровъ,  то  при  второмъ  испытаніи  получимъ: 

Событія:  Ихъ  вѣроятности: 


А  А. 


сумма  этихъ  трехъ  вѣроятностей,  какъ  и  должно  быть,  равиа  единицѣ.  Совершенно  та¬ 
кимъ  же  образомъ  получимъ  при  трехъ-кратиомъ  испытаніи: 
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Событія:  Пхъ  вѣроятности: 


ААА . «  д~|  — » 


сумма  четырехъ  дробей,  выражающихъ  вѣроятпостп  этихъ  четырехъ  сложныхъ  событій, 
должна  равняться  сднппцѣ,  чтб  нетрудно  повѣрить,  замѣнивъ  т  равною  ей  величиною  а 4-6. 

Вообще,  положимъ,  что  произведено  п  испытаній;  соображаясь  съ  сказаннымъ  выше 

найдется,  что  вѣроятности  сложныхъ  событій  А”,  А"-1  В,  А"-1  В1, _  опредѣлятся 

Формулами : 


Событія:  Пхъ  вѣроятности: 

А" . д(д— <)(а— 2).  •  .(д— л-Н) 

яі(т— 1)(т— 8). .  .(т— л-рі) 

А"-'В . п.  а(а-1)...(а-«4-2).Ь 

т(т— 1)(т— 2). .  .(лі — л+1) 

А"~гВг .  п(Л-І)  а(о-|)...(а-л4-3).Ь(Ь-1) 

«.2  т(т  I  )(/л— 2) . . .  (лі— л-рі) 

А" - *В* . я(л-1)'л-2)  д(д-1). .  (д-п-Н)  ■ 

1.2.3  т(т— !)(,»— 2)...(т-л4-1) 


Законъ,  по  которому  опредѣляются  эти  вѣроятпостп,  очень  простъ:  съ  перваго  взгляда 
усматриваемъ,  что  въ  настоящемъ  случаѣ  степени  величинъ  а  и  6,  входившія  въ  выраже¬ 
нія  вѣроятностей  при  неизмѣняемости  статочностей ,  замѣняются  здѣсь  Факторіальными  ко¬ 
личествами.  Для  сокращенія  пайдеппыхъ  сей-часъ  Формулъ,  введемъ  въ  нихъ  зпакоположепіе 
Крампа,  въ  силу  котораго  имѣемъ,  при  какомъ  ни  есть  г 

Л=  а 

лѴ=  о(о+г) 

<.5|г=«(»+г)(а+2г)  ' 

=  <«+г)(і+1г).. . .  (о+^Т.г); 

положивъ  г— — 1,  найдется 
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а*І-'=  •)(<»— 2) 

и  предъидушій  рядъ  вѣроятностей  приметъ  видъ: 

Событія:  А",  Ап~іВ,  АП~3Вг, 

■  И-і  л(л-І)  а"-»!-1  .!■»!-! 


Вѣроят. 


« - 5?і=г- 

і,  послѣдоватс-іьпые  члены  Формулы 

-■  .  дл-ч-і.бЧ-і  л(л-1)  дп-*1-і.ь*1- 


ія“1  — 


АП~3В*,  . 

я(л— 1)(я— 2)  «"-» 


,  л(л— 1)(л— 2)  о"— 1  .рі— 1 


(-■'(35) 

,  АП~3В\. 


(36) 


изобразятъ  по  порядку  вѣроятпостп  сложпыхъ  событій  А",  А"~1  В, 
при  допущенномъ  законѣ  измѣненія  статочностей.  Такъ  какъ  въ  п  испытаній  одно  изъ 
этихъ  сложпыхъ  событій  непремѣнно  должпо  случиться,  то  совокупность  членовъ  (35) 
необходимо  равна  едпппцѣ,  въ  слѣдствіе  чего,  замѣнивъ  т  суммою  а-\-Ъ,  получимъ  при¬ 
мѣчательную  Формулу: 

(«+6)»Ь*=в»І-Ѵ«.а--,І-Ѵь,І-44^.а"-аЬѴЬ*М 

1  П(Л~^2.з~2)  ал— 8|— 1 ,63|-14 
пайдеппую  еще  Вандермондомъ,  по  другимъ  путемъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  V].  При  употребле¬ 
ніи  этой  Формулы  не  должпо  терять  изъ  виду,  что  выраженіе  а"!-1  уппчтожастся ,  когда 
показатель  п  числа  мпожптелей,  входящихъ  въ  составъ  Факторіальпаго  количества,  будетъ 
превосходить  а.  И  такъ,  всѣ  выраженіе  а0*11"1,  гі°+*1-1,  равны  пулю,  чтб 

впрочемъ  очевидпо  слѣдуетъ  изъ  самаго  пхъ  опредѣленія. 

29.  Найдемъ  теперь  наибольшій  члепъ  Формулы  (36),  соотвѣтствующій  правдопо¬ 
добнѣйшему  пэт,  событій  А",  А"-1  В,  А"-3 В',...  Допустимъ,  что  А"-^'1  пзоб|>ажастъ 
это  событіе.  Число  статочностей,  благопріятствующихъ  ему,  выразится  чрезъ 
л(л-1)(я-2)...(я-^4.1)  >ЬКІ— — «—л/. 


Пусть  будутъ  Ь 
найдется 


N  смежные  съ  М  ч 


С  предшествующій,  а  IV,  послѣдующій; 


М л— >і+1  Ь-к-И  _/  а+1 

Іи—  „  'Д-Л+М  —  ЧЛ-Л+ 

М  _м4-«  я— яЧ-М-» 


')(«-<) 
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Такъ  какъ,  по  свойству  рѣшаемаго  памп  вопроса,  каждая  пзъ  величинъ  л — р+і, 
а — п+і“*  и — 1“.  а — п+/“+  1  п  6 — ц.  означаетъ  число  положительное,  то  от¬ 
ношеніе  —5  само  по  себѣ  положптельпое ,  будетъ  увслпчпваться  съ  уменьшеніемъ  /и,  п, 
напротивъ  того,  уменьшаться  съ  увеличеніемъ  ц.  Дѣйствительно,  по  причинѣ  испзмѣ- 
няемостп  величинъ  а,  6  п  л,  дробп  п  рр  съ  увеличеніемъ  ц  обѣ  уменьшаются, 

а  съ  уменьшеніемъ  ц,  обѣ  увеличиваются ;  сіѣдовательцо,  ест  предположимъ,  что  Л/  есть 
папболыній  члепъ  разложенія  (36),  то,  сообразно  съ  сказаннымъ  въ  N°  18,  мы  въ  нравѣ 
будемъ  заключить,  что  посіѣдовательные  члены  отъ  Л/  до  перваго  а"1-1  п  отъ  Л/  до 
послѣдняго  б"!-1  убываютъ  постепенно  въ  численной  ветчинѣ  своей.  Впрочемъ,  можетъ 
сіучпться,  что  наибольшихъ  членовъ,  равныхъ  между  собою,  будетъ  два:  такой  сіучай 
соотвѣтствуетъ  предположенію  М~Ь,  которое  приводитъ  къ  сіѣдуюшсму,  единственному 
значенію  для  ц: 

и  —  («-НХН-Ц 

—  а+6+2  ’ 

Когда  это  послѣднее  выраженіе  обратится  въ  цѣлое  чпею,  то  рядъ  (36)  очсвидноІ|бу- 
дегъ  содержать  два  наибольшіе  члена.  Напримѣръ,  ест  бы  положили  а  =13,  6  =  6, 
п  —  5,  то  наш.іп  бы  ц~2;  въ  этомъ  сіучаѣ,  вторая  часть  разіожеиія 
19.18.17.16.15=13.12.11.10.9+5.13.12.11.10.6-1-10.13.12.11.6.5 

+  10. 13. 12. 6. 5. 4+5.13. 6. 5. 4. 3+6. 5.4  3.2 


пли,  что  всё  равно,  равенства 

1395360=  154440+514800+514800+ 187200+  23400+  720 
заключаетъ  два  члена,  равные  между  собой,  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  наибольшіе.  Общая  всли- 
чппа  ихъ  есть  514800. 


Такимъ  образомъ  доказано,  что  въ  ряду  (36)  можетъ  существовать  одпнъ  только  наи¬ 
большій  членъ,  пли,  въ  частномъ  случаѣ,  пе  болѣе  двухъ  смежныхъ  п  равныхъ  между 
собою  наибольшихъ  членовъ.  Сообразно  съ  показаннымъ  въ  №  18,  для  опредѣленія  этого 
иапболыпаго  члена,  если  онъ  одинъ  въ  разложеніи,  надобно  положить 


т>*» 


7>‘. 


*  двухъ  неравенствъ  выведемъ 
..  ^("+1X4-0 
^<—++2 
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^>„++2  а+Ь+і 

>  заключаемъ, 

,  «СМ-1) 

а+Ч-в  ’ 

'  а+Ь+2  ~  ^ '  РазУ,г6я  подъ  ^  Ц'Ьіое 


(і  равняется 
этому  числу 


о(ѣ+!)  ь+ш І_ 

^  ^  о+Ъ+2  ^  а+6+2 

Такъ  какъ  разность  сихъ  предѣловъ  равна  едпппцѣ, 
пли  папбольшему  цѣлому  числу,  заключающемуся  въ  отпошеніп 
упелпчеппому  едпппцею.  Если  положимъ 
пайдемъ  и  =  к,  и  слѣдовательно 

«ч»  +*=+!• 

II  такъ,  правдоподобнѣйшее  событіе  Ап~кВк  будетъ  тб,  въ  которомъ  отпошепіе  числа 
п — к  повтореній  событія  А ,  къ  числу  к  повтореній  событія  В,  равпо  дробп  •  Въ 
предъидушемъ  примѣрѣ,  гдѣ  а  =  13,  6=6,  эта  дробь  обращается  въ  =— р- 

Поэтому,  при  6  испытаніяхъ,  правдоподобнѣйшее  событіе  будетъ  А* В1,  при  9  пспыта- 
піяхъ,  А* В*,  при  12,  А* В'  и  проч. 

Когда  дробь  пе  сокращается,  плп  еще,  когда  велпчппа  п  пе  можетъ  быть  раз¬ 
ложена  па  двѣ  части,  соотвѣтственно  пропорціональныя  а+і  и  6+1,  то  правдоподобнѣй¬ 
шее  событіе  будетъ  соотвѣтствовать  тѣмъ  значеніямъ  показателей  кратности  п — ц  и  ц, 
которыхъ  -отпошепіе  папблпжс  подходитъ,  въ  цѣлыхъ  числахъ,  къ  величинѣ  Поло¬ 
шимъ,  напримѣръ,  что  имѣемъ  слѣдующія  даппыл : 

а—  30,  6  =  9,  /»  =  4; 
величина  .и  опредѣлится  условіями 

.  4.10  .  10  -  4.10  51 

/*<-4Г  +  1Г  "  Р>  1і - 


КП Г  » 

слѣдовательно  — <  II  такъ  =+->  а  это  отношеніе  и  есть  ближайшее,  въ  цѣлыхъ 
числахъ,  къ  отношенію  Поэтому,  правдоподобнѣйшее  сложное  событіе  въ 

разсматрпвасмомъ  случаѣ  будетъ  А* В1,  что  легко  повѣрить,  составивъ,  на  основаніи  Фор¬ 
мулы  (36),  слѣдующій  рядъ: 

39.38.37.36=30.29.28.27+4.30.29.28.9+6.30.29,9.8+4.30.9.8.7+9.8.7.6, 
въ  которомъ  второй  членъ  второй  части  есть  папболыпій. 
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30.  Онопппмъ  ст;  статью  рѣшенія»  одного  .опроса,  сущность  котораго  запмств,е>п. 
пат,  трей  Часта  Ап  евп]«МШ  (стр.  145).  Из а  12  жетон™,  4  бжлыха  и  8  чёр¬ 
ныхъ,  извлекаемъ  на -удачу  7  жетоновъ;  найти  вѣроятность,  1°  что  3  изо  нихъ  бу¬ 
дутъ  бѣлые,  и  2о  что  бѣлыхъ  будетъ  не  менѣе  трехъ. 

Изобразимъ  преть  А  появленіе  біыаго,  а  презъ  в,  появленіе  ,8рпаг0  ЖОІОЛ>  Та„ 
какъ  поел  каждаго  испытай,  по., по.  пас., о  статонностй  уменьшается  одпон  едшшцею, 
то  тор,,,., а  (35),  выведенная  въ  атомъ  сапомъ  предположенія,  послать  ала  рѣшепія 
нашего  .опроса.  Здѣсь  пнѣсмъ  «=»,  6=8,  н,=  12,  я=7,  а  кат.  свери,  того  паки, 
вѣроятность  событія  А‘В‘,  го  пятыя  пленъ  формулы 


изобразитъ  вѣроятность  первой  случайности. 


Замѣтимъ,  что  первые  трп  члена  предыдущаго  ряда,  по  прпчипѣ  мпожптелей 
Ѵ‘  ‘  “  Ѵ'  ’’  0бРаШК,щисл  «У",  сана  уничтожаются;  сумма  же  пяти  остальныхъ 


членовъ,  то  есть 


ра«па  единицѣ,  какъ  а  дошлю  быть.  Протпвпая  найденной  сей-пасъ  вѣроятности  будетъ 
■55-,  а  отпошепіе  пхъ  — .  И  такъ,  можпо  ставать  64  протай,  35,  нто  случайность, 
о  которой  идетъ  рѣчь,  пе  будетъ  состояться  съ  перваго  раза. 

Для  рѣшепіп  второй  пастп  .опроса,  стоятъ  только  паять  сумму  тѣтъ  пледовъ,  кото¬ 
рые  соотвѣтствуютъ  появленію  событія  А  не  менѣе  грела,  рал,  «ь  будетъ  два,  „„до, 


И  такъ,  _  изобразятъ  пс.омую  вѣроятность,  противная  ей  будетъ  -Ц  ,  а  отношепіе 
первой  ко  второй,-!!.  Слѣдовательно,  можпо  ставятъ  19  противъ  14,  пто  въ  послѣ  седл 
выдердугытъ  па-удапу  жстояопъ,  будетъ  патодятьс,  яепѣе  третъ  бѣльжъ,  шд,  „б  яса 
равно,  болѣе  четырехъ  чёрныхъ. 

Этого  примѣра  достатоняо,  „обы  видѣть  уяотреблепіе  Формулы  (35).  Ока  какъ  я 
Потоповъ  бдпомъ,  можетъ  быть  распространена  па  случай  сколььшъ  угодно  сл’агаемш» 
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количествъ  я,  6,  с...,  п,  въ  такомъ  обобщенномъ  видѣ,  послужптъ  для  опредѣленія  вѣ¬ 
роятностей  сложныхъ  событій,  составленныхъ  пзъ  сколькихъ  угодпо  простыхъ.  Само  собой 
разумѣется,  что  въ  этомъ  предположепіп,  законъ  измѣняемости  статочностей  должепъ  быть 
одинаковаго  свойства  съ  тѣмъ,  который  мы  допустили  выше. 

Читатели  пайдутъ  любопытныя  изслѣдованія  по  этому  же  предмету  въ  мемуарѣ:  Не- 
сІіегсНег  зиг  ипе  циезііоп  Ле  1‘апаіузе  Лез  ргоЬаЫШе'з,  геіаііѵе  а  ипе  зе'гіе  Л’ёргеиѵез  а 
сііапсез  ѵагіаЫез,  еі  циі  ехіде  Іа  Лсіегтіпаііоп  Ли  Іегте  ргіпсіраі  Ли  Лёѵеіорретепі  Л’ипе 
/асіагіеііе,  (огтёе  Л'ип  дгапЛ  потЬге  Ле  [асіеигз;  раг  М.  Л.  Віпеі.  Извлеченіе  пзъ  этого 
мемуара  помѣшено  въ  Сотріс  геп<1и  сіез  §ёапсе$  сіе  ГАсасіётіе  сіез  Зсіспсез  <Іе  Рагіз,  за 
1844  годъ,  въ  томѣ  XIX,  стр.  375. 
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ГЛАВА  Ш. 

О  МАТЕМАТИЧЕСКОМЪ  ОЖИДАНІИ. 

О  МАТЕМАТИЧЕСКОМЪ  РАВЕНСТВѢ  ИЛИ  БЕЗОБИДНОСТИ  ВСЯКАГО  РОДА  ИГОРЬ,  И  О  МѢРѢ 
МАТЕМАТИЧЕСКАГО  ОЖИДАНІЯ. 

31.  Предметомъ  этой  Главы  будетъ  изложеніе  правилъ,  которыми  должно  руковод¬ 
ствоваться  во  всякую  игру  для  соблюдспія  совершенной  справедливости  въ  отношеніи  ко 
всѣмъ  участникамъ  въ  ней;  эта  справедливость  состоитъ  въ  такомъ  соразмѣреніи  ставовъ 
игроковъ,  чтобы  нп  одинъ  изъ  нпгь,  при  равпомъ  искусствѣ  и  данныхъ  условіяхъ  игры, 
пе  имѣлъ  передъ  другимъ  никакой  выгоды.  При  строгомъ  удовлетвореніи  этому  требо¬ 
ванію,  игра  называется  математически  равною  или  безобидною. 

Говорѣ  здѣсь  объ  игрѣ,  мы  придаемъ  этому  слову  самое  общее  зпачепіе.  Въ  обшир¬ 
номъ  смыслѣ,  всякаго  рода  случайности,  сопряженныя  для  насъ  съ  выгодою  плп  потерею, 
можно  отнести  къ  играмъ.  Таковы,  папрпмѣръ,  разнообразные  денежпые  обороты,  осно¬ 
ванные  на  событіяхъ  недостовѣрныхъ,  .появленіе  которыхъ  влечетъ  за  собою  выгоду  или 
ущербъ;  всякаго  рода  заклады,  лотереи,  торговыя  спекуляціи,  застрахован^ ,  пожизненные 
доходы  п  проч.  Въ  самомъ  житейскомъ  быту  перѣдко  встрѣчаются  случаи,  въ  которыхъ 
прапило  математическаго  равенства  пгры  имѣетъ  свое  приложеніе.  Но  чтобы  въ  подоб¬ 
ныхъ  обстоятельствахъ  извлечь  пользу  пзъ  этого  правила,  п,  сообразно  съ  нимъ,  сораз¬ 
мѣрить  ожидаемую  выгоду  съ  возможнымъ  ущербомъ,  большею  частію  зависящихъ  отъ 
многоразличныхъ ,  почти  неуловимыхъ  случайностей,  пужепъ  умъ  проницательный,  чуждый 
предразсудковъ,  вѣрпый  взглядъ  па  предметы,  быстрое  соображеніе  и  большая  опытность. 
Качества  этп  весьма  рѣдко  соединены  въ  одномъ  лицѣ;  поэтому  случается  довольно  ча¬ 
сто,  что  предпріятія,  поводимому  хорошо  обдуманныя,  въ  послѣдствіяхъ  своихъ  оказы¬ 
ваются  совершенно  пеудачныип. 
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Прежде  нежели  пзъ  Ученія  о  Вѣроятностяхъ  составилась  аналитическая  теорія  ,  пра¬ 
вило  математическою  равенства  три,  въ  настоящемъ  его  видѣ,  уже  допускалось  всѣми. 
Всякую  пгру  или  закладъ  считали  справедливымъ,  когда  ставки  игроковъ  или  рискуемын 
аліи  суммы,  были  соотвѣтственно  пропорціональны  чис.іу  статочностеіі ,  благопріят¬ 
ствующихъ  выигрышу.  Напримѣръ,  если  бы  игрокъ  А  держалъ  закладъ,  что  при  одномъ 
бросаніи  шестпграипой  кости  выпадетъ  опредѣленный  иумеръ,  положимъ  6-ой,  то  ставка 
его  должна  бы  составлять  только  пятую  часть  ставки  противника  В,  потому  что  па  сто¬ 
ронѣ  перваго  одна  статочиость,  благопріятствующая  его  выигрышу,  а  на  сторонѣ  втораго 
пять  равиовозможиыхъ  случаевъ,  при  которыхъ  полная  ставка  достается  ему.  Это  ут¬ 
вержденіе  легко  можетъ  быть  оправдало  слѣдующимъ  образомъ:  положимъ,  что  В  пере¬ 
даетъ  свою  игру  пятерымъ  игрокамъ  В',  В",  В"',  В'"  и  В',  распредѣлившимъ  между 
собою  его  выигрышные  нумера;  В'  взялъ  п°  1;  В",\  п 3  2;  В'",  п°  3;  В",  п°  4-;  на¬ 
конецъ  В1',  п3  5.  И  такъ,  вмѣсто  двухъ  игроковъ  В  и  А,  будетъ  теперь  шестеро:  В', 
В",  В"’,  В'1',  В",  А,  л  соотвѣтствующіе  шіъ  выигрышные  нумера:  1,  2,  3,  4,  5,  6.  Ясно, 
что  для  справедливости  игры,  каждый  игрокъ  долженъ  внести  въ  общую  ставку  одинако¬ 
вую  сумму,  потому  что  вскрытіе  каждаго  пзъ  шести  нумеровъ  равно  возможно.  Поэтому, 
если  каждый  внесетъ  сумму  ц,  то  полная  ставка  будетъ  6/л;  сумма  5/л  будетъ  внесена 
пятью  игроками  В1,  В",  В"1,  В"  и  В’’,  плп,  что  всё  равно,  однимъ  игрокомъ  В.  Н  такъ, 
соотвѣтственныя  ставки  игроковъ  А  и  В  будутъ  /л  и  5/л ,  которыя ,  какъ  ссіі-часъ  было 
сказано,  дѣйствительно  содержатся  между  собой  какъ  1  къ  5.  Это  объясненіе,  основанное 
на  замѣщеніи  одного  игрока  нѣсколькими  другими,  можетъ  быть  легко  распространено  на 
какую  ни  есть  игру  сообразно  съ  тѣмъ,  чтб  будетъ  показано  въ  слѣдующемъ  нумерѣ. 

На  основаніи  правила,  служащаго  для  опредѣленія  вѣроятностей  сложныхъ  событіи  и 
теоремы  Якова  Бсриулли,  изложенной  въ  предъпдущей  Главѣ,  легко  вывести  общее  ус¬ 
ловіе  безобидности  или  математическаго  равенства  игры,  которое,  при  такомъ  изложе¬ 
ніи,  получить  возможную  степень  ясности  и  опредѣлительности.  Приступая  къ  этому 
доказательству,  условимся,  для  простоты,  въ  зпачеиіп  нѣкоторыхъ  наименованіи.  Вообще, 
подъ  выгодою,  ожидаемою  отъ  какого  либо  событія,  мы  будемъ  разумѣть  прибыль,  барышъ 
плп  выигрышъ,  доставляемый  лицу  появленіемъ  этого  самаго  событія.  Мѣрою  выгоды 
прпипмаютъ  произведеніе  ожидаемой  прибыли  на  вѣроятность  того  событія,  отъ  появленія 
котораго  эта  прибыль  зависитъ.  Такое  произведеиіе  въ  Исчисленіи  Вѣроятностей  назы¬ 
вается  магпематическимъ  ожиданіемъ  или  математическою  выгодою.  Если,  вмѣсто  при¬ 
были,  появленіе  событія  влечетъ  за  собою  ущербъ  плп  проигрышъ*,  то  математическое 
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ожиданіе  обращается  въ  велпчппу  отрицательную.  Въ  слѣдствіе  такихъ  условій,  и  если 
предположимъ,  что  появленіе  событій  А,  В ,  С...,  вѣроятности  которыхъ  изобразимъ 

чрезъ  р,  д,  г _ ,  соотвѣтственно  доставляетъ  выигрыши  и,  /9,  у...,  а  появленіе  событій 

А',  В',  С"...,  при  вѣроятностяхъ  р',  д',  г  ...,  влечетъ  за  собой  проигрыши  а,  0 ,  у  .. ., 
то  математическое  ожиданіе  изобразится  разпостію 

(ра-ІгЧ/3+гу+ ...)  —  (рѴ+^-М'ѴЧ-  •  •  • ). 
положительною  плп  отрицательною,  смотря  по  тому,  будетъ  ли  ра-\- ч/3-\-гу-\- . .  .болѣе 
илп  менѣе  р'а'+00-\-г'у+. . . 

Допустимъ  теперь,  что  при  какомъ  лпбо  родѣ  испытаній,  подвержеппыхъ  случайно¬ 
стямъ,  какъ  папрпмѣръ  въ  играхъ,  закладахъ,  лотеряхъ  и  проч.,  ожидаемъ  появленія  од¬ 
ного  пзъ  двухъ  событій  А  или  В,  вѣроятности  которыхъ  изобразимъ  чрезъ  р  ид.  Такъ 
какъ,  по  самому  предположенію,  возможныхъ  событій  только  два,  то  получится  I— р. 

На  такомъ  основаніи  предложимъ  себѣ  сперва  рѣшеніе  слѣдующаго  вопроса:  Производимъ 
сряду  т  испытаніи,  и  каждое  изъ  нихъ  приводитъ  къ  одному  изъ  двухъ  событій  А 
или  В;  появленіе  перваго  доставляетъ  выигрышъ  а,  а  второе  влечетъ  за  собою  про¬ 
игрышъ  /3.  Требуется,  по  данной  вѣроятности  р,  а  слѣдователънС  и  1  —  р  этихъ 
событій,  опредѣлитъ  величину  мателіатическаю  ожиданія. 

Разлагая  въ  рядъ  выраженіе  (/>-(- 7)'",  получимъ 
(р+чГ=Рт+тр"—іч-іг  + . . .  +  і .  а .  з .  .8д .  V:  іГз :  ‘РѴ+  •  •  -+9'". 

гдѣ  X -\-р  —  т.  Послѣдовательные  члены  этого  разложенія  изображаютъ  по  порядку  вѣ¬ 
роятности  появленій  сложныхъ  событій 

Ат,  Ат~'В,  Ат—*Вг, . . . .  АХВ»,. . .  В'". 

Выигрыши,  соотвѣтствующіе  этимъ  сложнымъ  событіямъ,  будутъ 

та,  (т — 1)а — /9,  (т — 2)и—‘2/3,. . .  Ха — р/3,. . . — /л/9, 
и  слѣдовательно,  искомое  математическое  ожиданіе  опредѣлится  суммою 
та .  рт+т[(т- 1  )а-В]рт~1Ч  -^^[.(т-2)а-2/3]рт-*Ч'+ . . . 

4-  Я#1рѴ+-  ■  •  —тр.чт. 


Если  напишемъ  это  выраженіе  въ  видѣ 

>м . р[р'"“,4- (/л— 1  )рт~іЧ-\---і^~*\рт-*Ч'+ . .  -4-^.8* •  •  О 
-;;,,.9.дГ7— ^(/и-Од"^ 

то  увидимъ  непосредственно,  что  опо  обращается  просто  въ 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 

тІра—ч/З^р+д)"'-1  =  т{ра—ц[3) 


65 


по  прпчппѣ  р+д=1. 

II  такъ,  прп  допушеппыхъ  выше  условіяхъ,  мѣра  нашего  математическаго  ожпдапія 
будетъ  т(ра— д/9).  Если  ра>д&  то  должпо  ожидать  выгоды  плп  вьгагрыша,  и,  напро¬ 
тивъ  того,  певыгоды  плп  проигрыша,  когда  рк<д/9.  Прп  ра  —  д/9  состояніе  паше  пе 
перемѣнится,  потому  что  послѣдовательныя  потерп  уравновѣсятся  съ  выигрышами.  Это 
послѣднее  состояніе,  то  есть  равенство  выигрышей  съ  проигрышами,  соотвѣтствуетъ 
правдоподобнѣйшему  сложному  событію,  въ  чемъ  непосредственно  удостовѣримся  опре¬ 
дѣливъ  математическое  ожиданіе,  относящееся  къ  событію,  наиболѣе  вѣроятному.  Вѣ¬ 
роятность  сего  послѣдняго  будетъ 


прп  условіяхъ  А-| -д  =  /л  и  — (№  18);  слѣдовательно  ,  соотвѣтственное  матема¬ 
тическое  ожиданіе  изобразится  произведеніемъ 


Но  пзъ  уравпепій 
выводомъ 

почему  п  получимъ 
а  это  выраженіе,  въ 


я+„=„  п  Л-±- 
1=Ш=тр’  <‘=^=я* 

Ха — /г/3—  т(ра — д/9), 

случаѣ  ре  —  д/9,  дѣйствительно  обращается  въ  пуль, 


Сближеніе  этого  замѣчанія  съ  теоремою  Якова  Берпуллп  приведетъ  пасъ,  самымъ 
прямымъ  путемъ,  къ  правилу  о  математическомъ  равенствѣ  Игорь.  Дѣйствительно,  поло¬ 
жимъ,  что  два  игрока  играютъ  весьма  значительное  число  т  партій.  Прп  каждой  партіи 
1-ый  игрокъ  имѣетъ  на  своей  сторонѣ  а  статочпостей  для  выигрыша  суммы  а,  а  2-ой,  6 
статочпостей  для  выигрыша  /в;  слѣдовательно  р  и  —  1 — р  изобразятъ  про¬ 

стыя  вѣроятности  выигрышей  а  и  /9.  Но  мы  видѣли  въ  №  22,  что  если  разложимъ  т 
па  два  числа  цѣіыл  х  и  х,  отпоііісціс  которыхъ  папблпжс  подходить  къ  содержанію 
то  величина  Р,  опредѣляемая  Формулою  (25),  изобразитъ  вѣроятность,  что  чпело  повто¬ 
реній  перваго  событія,  плп,  въ  настоящемъ  случаѣ,  число  выигранныхъ  первымъ  игрокомъ 
партііі,  -будетъ  заключаться  между  предѣлами  х-\-1  и  а: — I,  а  число  выпгранпыхъ  партій 
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вторымъ  игрокомъ,  между  х'-\ -I  а  х — I,  разумѣя  подъ  I  величину  порядка,  по  превышаю¬ 
щаго  Уст.  II  такъ,  предѣлы  числа  партій,  выпграппыхъ  1-мъ  игрокомъ,  предполагаются 
ж-Іпщ+І,  а  промежуточное  число  х  изображаетъ  правдоподобнѣйшее  ихъ  чпело  при 
ст  съпграппыхъ  партіяхъ.  Этимъ  числамъ  будутъ  соотвѣтствовать  слѣдующіе  выигрыши, 
вычисленные  для  1-го  игрока: 


Чис.ю  партій, 

выигранныхъ  1-ыліэ  игрокомъ: 


х+1 


Соотвѣтственные 

выигрыши: 


.(х+1)и-(х'—1)/3  =  хи-х'/3+1(а+/3) 
.ха-х’/З 


«— * . (»—*)«_  (х'+1)/3  =  ха-х'/З— І(а+/3). 

Замѣтимъ,  что  въ  этихъ  трехъ  выраженіяхъ,  въ  силу  Формулъ  (22)  [№  22],  можно 
Замѣнить  х  и  х  величинами  стр  и  ст(1 — р),  ибо  г  есть  правпльпал  дробь,  которую,  при 
ст  весьма  значительномъ,  позволительно  откппуть.  Слѣдовательно,  вѣроятность  Р,  что  дѣй¬ 
ствительный  выигрышъ  перваго  игрока  будетъ  заключаться  между  предѣлами 

ст[р“— (1 — р)/9]  ±  Ца+/3)  (37) 


выразится  чрезъ 


Р=Д/, 


когда,  въ  Формулѣ  (25)  [№  22) ,  замѣнимъ  х  а  х'  соотвѣтственно  величшіами  стр-п 
ш(1 — р).  Подъ  I,  въ  слѣдствіе  того  же  №  22,  разумѣемъ  величину 

1=  іѴт  —  1  ■ 

Ѵ*тр(1-р) 

Если  положимъ,  что  весьма  малое  количество  —  постоянно,  то  принявъ  —~к,  получимъ 
_ 

йр<і-я>; 

такъ  какъ  эта  велпчппа  возрастаетъ  вмѣстѣ  съ  ст,  и  пропорціонально  Уст,  то,  сообразно 
съ  замѣчаніемъ,  окапчпвающимъ  №  24,  можно  заключить,  что  вѣроятность  Р  предѣловъ 
(37)  будетъ  быстро  приближаться  къ  едппицѣ. 

Ес-ш  положимъ,  что  разиость  ра — (1 — р)/3  есть  величина  положительная,  то  дѣйстви¬ 
тельный  выигрышъ  перваго  игрока,  заключающійся  между  предѣлами  (37),  будетъ  неопре¬ 
дѣленно  возрастать  съ  увеличеніемъ  числа  съпграппыхъ  партій  т,  и  сдѣлается  наконецъ 
болѣе  всякой  данной  суммы.  Напротивъ  того,  принявъ  ра — (1 — р)/3  отрицательнымъ,  про¬ 
игрышъ  перваго  же  игрока,  съ  увеличеніемъ  ст,  будетъ  возрастать  неопредѣленно.  Нако- 
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попъ,  если  положимъ  ра — (1 — р)/9  =  0,  то  установится  нѣкоторое  равенство  между  со¬ 
стояніями  обоихъ  игроковъ;  и  въ  самомъ  дѣлѣ,  въ  этомъ  случаѣ ,  каждый  изъ  ппхъ,  съ 
одинаковою  вѣроятностію,  можетъ  проиграть  пли  выиграть  сумму,  не  превышающую 
1(а+/3).  Всѣ  эти  утвержденія  основаны  на  томъ  замѣчаніи,  что  вѣроятность  Р,  съ  уве¬ 
личеніемъ  т,  быстро  прпблпяіастся  къ  едппицѣ. 

Сообразимъ  теперь  заключенія,  къ  которымъ  привелъ  иасъ  строгій  математическій  ана¬ 
лизъ.  Мы  доказали,  что  если  математическія  ожиданія  двухъ  игроковъ  пе  равны  между 
собою,  то  можно  утверждать  съ  вѣроятностію,  весьма  близкою  къ  достовѣрностп,  что 
одинъ  изъ  двухъ  игроковъ  выиграетъ,  и  что  выигрышъ  будетъ  возрастать  неопредѣленно 
съ  числомъ  съпграппыхъ  партій;  статочностп  же  выигрыша  останутся  па  сторонѣ  того 
изъ  ипхъ,  чьё  математическое  ожиданіе  больше.  II  такъ,  въ  этомъ  случаѣ,  положеніе 
одного  игрока  выгоднѣе  чѣмъ  другаго,  почему  условіе  безобидности  игры  пе  выполнено. 
Напротивъ  того,  если  положимъ,  что  математическія  ожиданія  двухъ  игроковъ  равны  между 
собою,  то  каждый  изъ  ппхъ,  съ  одинаковою  степенью  вѣроятности,  можетъ  выиграть  пли 
пропграть  нѣкоторую  сумму,  предѣлъ  которой  найденъ  выше.  Здѣсь  примущсство  пи  па 
чьей  сторонѣ,  и  слѣдовательно  игру  должно  считать  математически  равпою  пли  безобид¬ 
ною.  Невозможно  постановить  другаго,  болѣе  удовлетворительнаго  равенства  тамъ,  гдѣ 
идетъ  рѣчь  объ  однѣхъ  вѣроятностяхъ.  Кто  рискуетъ,  тотъ  уже  нс  можетъ  требовать, 
чтобы  состояніе  его  было  совершенно  одппаково  съ  состояніемъ  человѣка,  пе  подвер¬ 
гающаго  себя  всѣмъ  послѣдствіямъ  случайностей.  Поэтому,  найденное  правило  должно 
считать  возможно-справедливымъ,  то  есть  въ  той  степени,  какую  только  допускаетъ  саман 
сущность  разсматриваемаго  предмета.  II  такъ,  должпо  быть 

ра  -  (1—р)/3  =  0  пли  ри~  (I  р)/3; 

это  равенство  есть  аналитическое  выраженіе  правила  безобидности,  и,  повторяемъ,  всякое 
другое  предположеніе  какъ  то  ра>( і — р)/3  плп  р«<(  1 — />)/? ,  приведетъ  насъ  къ  слѣд¬ 
ствіямъ,  которыя  будутъ  противорѣчіи-!,  пашпмъ  понятіямъ  о  справедливости  игры. 

Когда  въ  игрѣ  участвуетъ  бо.і-ве  двухъ  игроковъ,  то  для  общей  безобидности,  мате¬ 
матическое  ожиданіе  каждаго  должно  быть  одппаково.  II  такъ,  если  положимъ  что  вѣро¬ 
ятности  выигрыша  суммъ  а,  /3,  у...  для  1-го,  2-го,  3-го...  игрока  будутъ  соотвѣт¬ 
ственно  р,  г. . то  должпо  быть 

ри=Ч0  =  гу=.  ... 

Иногда,  въ  приложеніяхъ  къ  частнымъ  вопросамъ,  вмѣсто  вѣроятностей,  удобнѣе  вво¬ 
дит!.  благопріятствующія  выигрышамъ  статочностп  я,  Ь,  с. . .  Въ  такихъ  случаяхъ,  стоитъ 
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только  замѣнить  соотвѣтственно  р,  7,  г. . .  величинами  я,  6,  с. . .  Дѣйствительно, 

Р  =  а+Н-«+-.-’  9  —  Я+Ы-С+...’  Г  —  а+6+е+...’”‘ 

то  получимъ 

««  _  V  —  <7  _ 

а+6+с+  •  •  ■  «+Н-«+*  •  •  а+Ь+еН - 

откуда,  какъ  сен-часъ  замѣчено,- 

аи—ЪД  =  еу  =  ... 

32.  Сказанное  въ  предыдущемъ  №  приводитъ,  самымъ  естественнымъ  образомъ,  къ 
правилу  безобидною  дллезіса,  состоящаго  въ  справедливомъ  раздѣлѣ  между  игроками  пол- 
ион  ставки,  когда  они  расходятся  до  окончанія  игры.  Это  правило,  въ  историческомъ 
отношеніи,  примѣчательно  тѣмъ,  что  приложенія  его  къ  нѣкоторымъ  вопросамъ,  предло¬ 
женнымъ  Кавалеромъ  Мере  зпамсіштому  І1аска.т,  были  поводомъ  къ  учёпой  перепискѣ 
объ  этомъ  предметѣ  между  Паскалемъ  и  Форматомъ;  въ  этой  перепискѣ  усматриваются 
первыя  начала  Математической  Теоріи  Вѣроятностей.  Задача  о  безобидномъ  дѣлежѣ  со¬ 
стояла  въ  слѣдующемъ:  Два  игрока  А  и  В,  равноискустные ,  поставили  въ  игру  по¬ 
ровну,  именно  по  -і-М;  тотъ  изъ  нихъ,  кто  первый  выиграетъ  извѣстное  число,  на¬ 
примѣръ  п  очковъ,  беретъ  всю  ставку  М.  Но,  по  какой  либо  причинѣ,  они  должны 
прекратить  игру,  когда  она  еще  не  кончена:  первому  игроку  не  достаетъ  х  очковъ  до 
п,  а  второму,  х  очковъ.  Спрашивается,  каки.иъ  образомъ  они  до.іжны  раздѣлить 
ставку  между  собой.  Паскаль  рѣшилъ  этотъ  вопросъ  посредствомъ  своего  артметичес- 
каго  треугольника,  а  Ферматъ  предложилъ  рѣшеніе  этой  же  задачи,  основаипос  па  теоріи 
сосдшіепін.  Послѣднее  имѣло  то  преимущество  передъ  первымъ,  что  распространялось  на 
случай  сколькихъ  угодно  игроковъ.  Въ  №  38  слѣдующей  статьи  мы  займемся  полнымъ 
рѣшеніемъ  вопроса  о  безобидномъ  дѣлежѣ,  а  покамѣстъ,  діл  ясности,  предюжимъ  пѣкото- 
рмя  замѣчанія,  и  рѣшимъ  одинъ  частный  случаіі. 

Замѣтимъ  сперва,  что  если  бы  въ  общей  задачѣ  о  безобидномъ  раздѣлѣ,  опре¬ 
дѣлили  вѣроятность  р,  что  игрокъ  А  выиграетъ  прежде  своего  противника  недостающія 
ему  очки  до  числа  п,  то  слѣдовало  бы  только  раздѣлать  стапку  М  пропорціонально  вѣро¬ 
ятностямъ  р  и  1 — р  игроковъ  А  и  В.  А  взялъ  бы  часть  рМ,  а  В,  часть  (1 — р)М.  Это 
совершенно  согласуется  съ  предіожепиымъ  выше  понятіемъ  о  безобидности  игры.  Дѣй¬ 
ствительно,  если,  съ  общаго  согласія,  игра  прекращается  до  ея  окончанія,  то  справедли¬ 
вость  требуетъ,  чтобы  тотъ  пгрокъ,  па  сторопѣ  котораго  большее  число  статочностей 
для  выигрыша,  получилъ  бы  большую  пасть  ставка ;  его  доля  должна  быть  пропорціональна 
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„пелу  сгаточлостей,  б,агопрія,сг.ую,цпхъ  его  выигрышу,  и  какъ  суша  математических» 

„янианій  рМ-Н.-рЖ  Р»«»  —  —  ™  "Р”™  А  "  «  С°°™'Т- 

части  рМ»  (1-Р)®  Это  часта  изображаютъ  мѣру  матешлтпческаго  ожидал,, 
игроковъ  Л  а  В,  соотвѣтствующую  том,  мгновенію,  когда  прекращается  ядра.  Чтоб», 

_ -  ваше  получило  возможную  стая®  очеводпостп,  ™>  *»  ™  Ч*" 

пгп.  л  имѣетъ  на  своей  сторопѣ  а  статочпостсй,  благопріятствую- 
когда  прекращается  игра,  л  пмъеть  шѵ  в  _  ь  _ 

ишхъ  его  выигрышу,  а  В,  6  такавъ  же  стоточпостеіі.  Получатся  да  — Р,  да—1  Р- 
Вообразимъ  теперь,  что  агро»  А  передалъ  свою  игр,  а  .трокамъ  А\  Г  .  А»,  ирс- 
достававъ  имъ  равиия  права  па  пгру,  а  В,  Ь  игрокамъ  .  .■  ■■  “ 

условіи.  Такъ  какъ  каждый  отъ  игроковъ  А  ,  А  ....  А  ,  В!,  В  У 

имѣть  по  одной  Влага, ріятив, вшей  статочное™,  то  пѣтъ  прпчшал,  чтобы,  пра  раздѣлѣ 
ставки,  одивъ  ввь  пахъ  получалъ  болѣе  ала  мепѣе  „сжслп  другой,  а  тая,  каждый  дол- 
жеаъ  получить  по  да  Слѣдовательао,  „а  долю  пгроковъ  А',  А",...  А придется 
ч-лг  а  игрока  В',  В",...  В1*1  получать  вмѣстѣ  да  Отсюда  заключаемъ,  что  пгрокъ 
2* за  котораго  игра»  А\  А',...  А'-',  имѣетъ  право  налетавшуюся  епмъ  послѣднимъ 
часть  —  —  /л,І/,  а  игрокъ  В  па  остальную,  то  есть  ва  да=(»— рЖ- 

Пятого  яспо  усматриваемъ,  что  рѣшеніе  задача  о  безобидиомъ  раздѣ.ѣ  ставки  между 
двум,  игроками,  приводится  я  опредѣляй, о  гірояткостп  р,  относящейся  ь-ь  одному 
перову,  вѣроятность  ,ып  другаго  опредѣлвтвя  разпостію  І-р.  Въ  сучаѣ  трехъ  игро¬ 
ковъ,  вопросъ  будетъ  состоять  въ  опредѣленіи  двухъ  вѣроятиостей ,  третья  получится 
вычтя  азъ  единицы  сумм,  двухъ  первыхъ,  предполагая,  что  разсматриваемая  игра  ие  до- 
я, екаетъ  развшрыш».  Пра  четырехъ  игрокахъ  доля,,, о  будетъ  опредѣлить  .паче, „о  трехъ 
вѣроятностей,  и  такъ  далѣе. 

Объяснимъ  сказанное  примѣромъ,  полозкамъ,  что  дм  игрока  А  и  В  положил,,  въ  пгру 
„„  Д-Л/  н  условились,  -по  тотъ  изъ  нихъ,  кто  презкде  выиграетъ  3  партш,  пли,  что  все 
равно  заипшетъ  3  очка,  получитъ  всю  ставку  М.  Игроки  расходятся  съпгрзвъ  три  иар- 
тін,  а  „с  кончивъ  игры:  первый  имѣетъ  2  очка,  а  второй  1  очко.  Снрашпмется,  какъ 
должны  она  раздѣлать  ставку  М  между  собою  ? 

Пусть  будетъ  р  вѣроятность,  что  игрокъ  А  выиграетъ  ставку  ,1/.  Опредѣлимъ  .пело 
статочностей,  благопріятствующихъ  ему,  а  также  н  совокупность  всѣхъ  равповозможпыхъ 
случаевъ.  Если  бы  игроки  съпгралп  четвертую  партію,  то  А  могъ  бы  выиграть  се, 
слѣдовательно  получалъ  бы  всю  ставку,  если  В  выиграетъ  ату  четвертую  партии,  то  за- 
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пашетъ  одпо  очко,  п  будетъ  имѣть  2  очка;  вѣроятность  той  п  другой  случайпоста  одина¬ 
кова,  п  равна  Пятая  партія  будетъ  съпграпа  только  въ  томъ  случаѣ,  когда  А  не 
выиграетъ  четвертой,  то  есть,  когда  у  игрока  В  будетъ,  какъ  у  перваго,  2  очка.  И  такъ, 
вѣроятность  что  пятая  партія  будетъ  съпграпа,  равна  -і-,  п  каждый  игрокъ  имѣетъ  оди¬ 
наковую  вѣроятность,  пмеипо  выиграть  эту  партію,  а  слѣдовательно  п  самую  ставку. 
Изъ  этого  слѣдуетъ  заключить,  что  вѣроятность  р  состоитъ  изъ  двухъ  частей  (№  2) 
р  п  />",  относящихся  къ  четвертой  и  пятой  партіямъ.  Вѣроятность  р,  что  А  выиграетъ 
четвертую  партію,  равна  -5-;  вѣроятность,  что  А  выиграетъ  пятую  партію,  независимо  отъ 
четвертой,  также  равна  -5-;  по  самая  вѣроятность,  что  пятая  партія  будетъ  состояться 
есть  -і-;  слѣдовательно  вѣроятность  р"  разсматриваемаго  сложнаго  событія  равна  4— 

II  такъ  р  -  р'4-р"— -г+ѵ — откуда  1 — р  =  -~  Поэтому  А  получитъ  --М,  а 
В,  -*-Л/;  то  есть,  первый  игрокъ  долженъ  взять  втрое  болѣе  противъ  втораго. 

Для  рѣшепія  этой  весьма  простой  задачи,  Паскаль  разсуждалъ  слѣдующимъ  образомъ: 
Еслп  бы  игроки  съпгралп  еще  одну,  то  есть  четвертую  партію,  то  А  пли  выигралъ  бы 
всю  ставку,  пли  В  имѣлъ  бы,  какъ  а  А,  2  очка.  Но  если  они  рѣшаются  нс  рисковать 
этой  партіи,  то  пгрокъ  А  можетъ  сказать  своему  противнику  В:  половина  ставкп  принад¬ 
лежитъ  мнѣ  безспорно,  потому  что  если  бы  я  даже  проигралъ  четвертую  партію,  то  и  въ 
такомъ  случаѣ  мы  пмѣлп  бы  равное  право  па  ставку,  ибо  у  каждаго  было  бы  по  2  очка. 
Что  касается  до  другой  половины  ставкп,  то  неизвѣстно  еще,  кто  изъ  пасъ  получитъ 
се;  и  такъ  какъ  выигрышъ  пли  проигрышъ  въ  равной  стспепп  для  пасъ  возможенъ,  то 
раздѣлимъ  эту  половппу  по-поламъ.  Поэтому  на  мою  долю  придется  половина  ставкп,  да 
сше  половина  другой  половпны,  всего  три  четверти  полной  ставкп. 

Это  рѣшеніе  остроумпо,  по  пс  можетъ  быть  примѣнено  къ  болѣе  сложнымъ  случаямъ, 
для  которыхъ  необходимо  прибѣгнуть  къ  аналитическимъ  Формуламъ,  заключающимся  въ 
слѣдующей  статьѣ. 

33.  Есть  нѣкотораго  рода  игры,  для  которыхъ  нельзя  опредѣлить  папередъ  срока 
окончанія;  онѣ  могутъ  длиться  неопредѣленно,  почему  о  необходимо  имѣть  | правило  для 
безобиднаго  раздѣла  ставки  до  окончанія  игры.  Положимъ,  напримѣръ,  что  два  игрока 
играютъ  па  томъ  условіи,  что  тотъ  изъ  ндхъ,  кто  запишетъ  извѣстное  чпело  очковъ, 
напримѣръ  два,  три. . .  лишнихъ  противъ  другаго,  выиграетъ  ставку.  Въ  атомъ  случаѣ, 
срокъ  окончанія  пгры  вопсс  пе  заппепть  отъ  числа  съпграпныхъ  партій,  по  сдппствеппо 
отъ  избытка  выигранныхъ  однимъ  игрокомъ  у  другаго,  почему  игра  можетъ  продолжиться 
неопредѣленно.  Это  самое  побудитъ  игроковъ  прекратить  игру,  п  раздѣлить  между  собою 
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ставку.  Раздѣтъ,  для  обоюдной  безобидности,  кань  п  въ  нредъидуідей  задачѣ,  долженъ 
быта  произведенъ  пропорціонально  числу  благопріятствующихъ  трокамъ  статочиостсй,  или, 
тго  всё  равно,  пропорціонально  вѣроятностямъ  выигрыша.  Опредѣленіе  яле  зтпи,  ста- 
точпостсіі  нлп  вѣроятностей,  представляетъ  вообще  болѣе  затрудиспШ,  пеалелп  въ  во¬ 
просѣ,  которьляъ  занимались  въ  32  нумерѣ.  Въ  №  *0  будутъ  предложены  общія  Формулы 
для  рѣшепія  нодобиьлтъ  задать;  покамѣстъ  ограничимся  рѣшеніемъ  одного  частнаго  случая- 

Положимъ,  что  два  равпоискустпыс  игрока  Л  лл  II  положили  въ  игру  каждый  по  \М-, 
ставка  И  должна  достаться  тому  изъ  нихъ,  у  кого  нренлде  будетъ  дна  очка  лишнихъ, 
Съпгравъ  пѣсколько  партій  ив  рѣшовлмпхъ  игры,  оказывается,  что  у  игрока  А  одно  очко 
лишнее;  сорошпвается,  кавія  частп  ставки  II  должны  получить  пгрокп,  согласившіеся  въ 
тб  время  прекратить  игру. 

Если  условимся  изображать  выигранныя  очки  игроками  А  а  В  тѣми  же  буквами  А  и 
В,  то,  по  свойству  пгры,  всѣ  сосдипепія,  въ  которыхъ  одна  и  та  же  буква  будетъ  зани¬ 
мать  два  первыя  мѣста,  должпы  быть  откинуты,  потому  что  такое  соедппспіе  соотвѣт¬ 
ствуетъ  игрѣ  уже  конченной.  Также  должно  опишутъ  соедпяспія,  въ  которыхъ  одна  и 
та  же  буква,  послѣ  перваго  мѣста,  повторяется  трп  раза  пли  болѣе.  Поэтому  соедппепія 
ВАААВ ,  ВАААА  невозможны;  и  дѣйствительно,  опп  происходятъ  отъ  соединенія 
ВАЛА,  прп  которомъ  пгрокъ  А ,  имѣя  уже  два  очка  лишнихъ  противъ  В,  выигралъ 
ставку.  Равнымъ  образомъ,  послѣ  втораго  мѣста,  одпа  п  та  же  буква  пе  можетъ  повто¬ 
риться  болѣе  четырехъ  разъ,  и  такъ  далѣе. 

На  такомъ  основаніи,  разсматриваемая  игра  представитъ  слѣдующія  равповозможпыя 


событія: 

1-дд  партія:  2-ая  партія: 
А  АА 

піп  В  АВ 

ВА 
ВВ 


3-ья  партія:  Ь-ая  партія:  и  проч. 

АВА  АВАА 

АВВ  АВАВ 

ВАА  АВВА 

ВАВ  АВВВ 

ВААА 
ВААВ 


ВАВВ 

Прежде  всего  замѣтимъ,  что  игра  можетъ  быть  окончепа  только  по  съпграшп  четнаго 
числа  оартій,  потому  что  при  нечётномъ  числѣ,  одинъ  изъ  игроковъ  выиграетъ  чіітпое,  а 
другой  печатное  число  очковъ,  разность  которыхъ  нс  можетъ  равняться  двумъ  единицамъ. 
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II  такъ,  разсмотримъ  2-ую,  4-ую,  6-ую. . .  партіи.  Вѣроятность  каждой  случайности  2-ой 
партіи  есть  -і-;  3-ей,  -р.  4-ой,  -і;  5-ой,  6-ой,  и  такъ  далѣе,  а  числа  статочпо- 

стей,  благопріятствующихъ  выигрышу  одного  изъ  игроковъ,  будутъ 
2  для  2-ой  партіи,  именно:  АА,  В  В 
г,  а  4-ой  <■  «  АВА  А,  АВВВ,  ВААА,  ВАВВ 

8  6-ой  «  и  АВАВАА,  А  ВАВВ  В,  АВВААА,  АВВАВВ 

ВААВАА,  ВААВВВ,  ВАВААА,  ВАВАВВ 


Поэтому  получатся  слѣдующія  вѣроятности,  что  игра  окончится  имсшю 

на  2-ой  партіи:  па  4-ой  партіи:  на  6-ой  партіи:  п  проч. 


Вѣроятности,  что  игра  продолжится  нс  болѣе  какъ  до  2-ой,  4-ой,  6-ой...  партіи  вкхю- 

і  «  .  1  з  і  ,  1  ,1  _  7 

чптелыю,  будутъ  соотвѣтственно:  -у?  — г  —~Х">  "г- "д"  "о- — 

Обратимся  теперь  къ  нашему  вопросу.  Положимъ,  что  , игроки  А  а  В  соглашаются 
раздѣлить  ставку  сообразуясь  съ  случайностями  слѣдующей  партіи,  которой  они  пе  намѣ¬ 
рены  съпграть.  Игрокъ  А,  какъ  въ  предъпдущсмъ  пумсрѣ,  можетъ  сказать  игроку  В:  если 
съпграемъ  слѣдующую  партію,  то  равновѣроятно  что  я  выиграю  всю  ставку  Л/,  пли  что 
мы  будемъ  имѣть  одинаковое  число  очковъ.  Въ  послѣднемъ,  неблагопріятномъ  для  віепя 
случаѣ,  я  имѣю  право  взять  назадъ  мою  ставку  -^-Л/.  Что  касается  до  другой  половины, 
то  права  наши  на  нее  одинаковы,  почему  и  раздѣлимъ  се  пб-ровпу;  каждому  достанется 
часть  -І-Л/.  I!  такъ,  А  долженъ  получить  -^-Л/-| — ^-Л/=-^-Л/,  а  В  только 

Когда,  для  окопчапія  игры,  избытокъ  очковъ  одного  игрока  передъ  другимъ  превы¬ 
шаетъ  2,  то  задача  дѣлается  болѣе  сложною,  и  рѣшается,  какъ  уже  сказаио  выше,  по¬ 
средствомъ  Формулъ  №  40. 

34.  Въ  предъндущпхъ  пуморахъ  мы  разсматривали  только  два  возможныя  событія  при 
каждомъ  испытаніи.  Положимъ  теперь,  что  два  игрока  А  и  В  играютъ  въ  такую  игру, 
которая  допускаетъ  какое  угодно  число  событій,  распредѣленныхъ  на  два  ряда  А ,  А А ' 

В',  В",  В"' ....  Съ  появленіемъ  событій  А',  А",  А'" . . .  первый  игрокъ  выигрываетъ 
суммы  а,  а",  а'"...;  пусть  будутъ  р\  р",  р" ■  ■  .  соотвѣтственныя  вѣроятности  этихъ 
выигрышей.  Съ  появленіемъ  событій  В’,  В",  В"’ . . .  второй  игрокъ  выигрываетъ  суммы 
6',  Ь",  V" . . . ;  вѣроятности  этихъ  выигрышей  изобразимъ  чрезъ  ц,  ц",  у" - Матсма- 
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с  ожиданіе  игрока  А  будет 


ра+р"а"+р"а"'-\-..., 
цЬ'+ч"Ь''-+-ч'"Ь'"+ - 


Для  безобидности  игры  должно  быть 

р'а-\-р"а'-\-р'"а"-^г. .  .'=цЬ-\-ц  Ь  +9  Ь  Ц-... 
гдѣ  р  +/»"  +У"+  •  •  •  +ч'+ч"+ч"  ’+  •••=!• 

Положимъ,  напримѣръ,  что  игроки  А  и  В  играютъ  па  слѣдующемъ  условіи:  бросаютъ 
игральную  кость,  и'  если  опа  вскроется  на  нумерахъ  1,  2,  3,  4,  то  В  платить  игроку 
А  I  рубль,  2  р.,  3  р.,  4  р.;  если  же  кость  выпадетъ  на  очкахъ  5,  6,  то  А  платитъ 
4  рубля,  6  р.  игроку  В.  Спрашивается,  безобидна  ли  эта  игра? 

Такт,  какъ  вѣроятность  появленія  каждаго  изъ  6  нумеровъ  одинакова,  и  равна  дроби 
-1»  то  математическое  ожиданіе  игрока  А  будетъ 

-і-іл~г2+4-з+-г1=-г 

а  игрока  В, 

-1-  »+Д-б  =  -|-: 

II  такъ,  математическое  ожиданіе  для  обоихъ  игроковъ  одинаково;  слѣдовательно  игра 
безобидна.  Очевидно,  что  по  даннымъ  вѣроятностямъ  р,  р  ■  ■■<],  ц  . . .  уравненіе 
р'а+р'а"- \~. . .  =дбЧ-9"6"-|- .  Г. 

можетъ  служить  для  опредѣленія  одной  изъ  величинъ  а.,  а  ...  6',  Ь  —  когда  осталь¬ 
ныя  извѣстны. 


Положимъ  еще,  что  игрокъ  В  обязывается  платить  игроку  А  столько  рублей,  сколько 
вскроется  очковъ  при  бросаніи  кости.  Спрашивается,  сколько  А  долженъ  платить  В  за 
каждый  пріёмъ.  Математическое  ожиданіе  игрока  А  будетъ 

-±-(4-24.3+4+5+6)”'*  = 

слѣдовательно  А  обязанъ  платить  игроку  В  но  3,,--±-  за  каждый  пріёмъ.  Если  бы  усло¬ 
вились  напередъ  съпграть  т  партій,  то  игроку  В  надлежало  бы  получить  отъ  А  т  разъ 
Зр’-^-,  то  есть  -^-•7,,‘.  Легко  видѣть,  что,  при  такомъ  условіи  соотвѣтственные  выигрыши 
и  проигрыши  должны  болѣе  и  болѣе  уравновѣшиваться  между  собою  по  мѣрѣ  увеличенія 
числа  партій.  Дѣйствительно,  игрокъ  А  проиграетъ  па  пумерахъ 

і,  2,  з  і»  г'Д-’  «Ч»  -г1’" 

того,  выиграетъ  на  слѣдующихъ: 


і,  напротив!. 
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4,  5,  6  ш>  Д-р.,  1+  2^-1-: 

но  пакъ  въ  силу  Бс рпу.і.і і спой  теоремы,  при  значительномъ  числѣ  бросаній,  отношеніе 
числа  появленій  какого  по  есть  нумера  къ  числу  появленій  другаго,  весьма  близко  къ  едп- 
нпцѣ,  то  пзъ  этого  слѣдуетъ,  что  проигрышъ  па  какой  либо  нумеръ,  напримѣръ  на  п°  I, 
чувствительнымъ  образомъ  вознаградится  выигрышемъ  на  п°  6;  тб  же  самое  должно  ра¬ 
зумѣть  о  п°п°  2  п  5;  п°п°  3  п  4. 

Послѣ  этихъ  предварительныхъ  объясненій,  мы  можемъ  перейти  къ  приложеніямъ  из¬ 
ложенныхъ  здѣсь  правилъ  къ  задачамъ, .требующимъ  болѣе  трудпыхъ  аналитическихъ  пріёмовъ. 


ПРИЛОЖЕНІЕ  ПРЕДЪИДУЩИХЪ  ПРАВИЛЪ  КЪ  РѢШЕНІЮ  РАЗНЫХЪ  ВОПРОСОВЪ,  ОТНОСЯЩИХСЯ 
КЪ  ИГРѢ  ВЪ  КОСТИ,  КЪ  ЛОТЕРЕЯМЪ,  ЗАКЛАДАМЪ  И  КЪ  БЕЗОБИДНОМУ  РАЗДѢЛУ  СТАВКИ 
МЕЖДУ  ИГРОКАМИ  ДО  ОКОНЧАНІЯ  ИГРЫ. 

35.  Для  упражненія  въ  аналитическихъ  пріемахъ,  употребляемыхъ  въ  Теоріи  Вѣроят¬ 
ностей,  п  для  полсиспія  правилъ,  относящихся  къ  математическому  ожиданію,  предлагаемъ 
здѣсь  разные  вопросы  съ  подробпымп  ихъ  рѣшеніями. 

Дано  извѣстное  число  п  одинаковыхъ  костей;  каждая  изъ  нихъ  имѣетъ  т  гра¬ 
ней,  на  которыхъ  написаны  нумера  1,  2,  3...  до  ш.  Спрашивается,  въ  какомъ  от¬ 
ношеніи  должны  Сыть  ставки  двухъ  игроковъ  А  м  В,  играющихъ  на  слѣдующемъ 
условіи:  всѣ  кости  бросаютъ  разомъ :  если  сумма  вскрывшихся  нумеровъ  равна  опре¬ 
дѣленному  числу  8+1,  то  выигрываетъ  всю  ставку  игрокъ  А,  а  если  эта  сумма  не 
равна  8+1,  то  ставка  принадлежитъ  игроку  В. 

Означимъ  чрезъ  р  вѣроятность,  что  пгрокъ  А  выиграетъ  ставку,  то  есть,  что  сумма 
выпавшихъ  очковъ  при  совокупномъ  бросаніи  всѣхъ  я  костей,  будетъ  равпа  числу  8+1. 
Противная  вѣроятность ,  то  есть  вѣроятность  что  В  выиграетъ  ставку ,  выразится  раз¬ 
ностію  I  — р.  Слѣдовательно,  если  изобразимъ  чрезъ  ЛІ  полную  ставку,  а  чрезъ  ЛІ'  п 
ЛІ"  части,  внесенныя  игроками  А  п  В,  то  въ  силу  N°  31  получимъ 

м' _ _р_ 

лі"  —  \—р7 

п  какъ  сверхъ  того  имѣемъ 

лі'+лі"—  ЛІ, 

то  и  найдется 

М'—рМ,  М"~{\—р)М. 


(38) 
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II  такъ,  рѣшаемый  вопросъ  приводится  къ  опредѣленію  вѣроятности  р,  что  бросивъ 
всѣ  п  костей  разомъ,  сумма  вскрывшихся  очковъ  будетъ  равняться  назначенному  напередъ 
числу  8+1. 

Означимъ  чрезъ  у  число  случаевъ,  прп  которыхъ  ерша  выпавшихъ  очковъ  па  разсма¬ 
триваемыхъ  п  костяхъ  равна  8+1,  а  чрезъ  х  число  всѣхъ  возможныхъ  соединеній  нуме¬ 
ровъ  при  совокупномъ  бросаніи  костей;  получимъ  р  Знаменатель  этой  дроби  опре¬ 
дѣляется  непосредственно:  такъ  какъ  онъ  [изображаетъ  число  сочетаній  съ  повтореніями 
т  буквъ  нлп  нумеровъ,  совокупляемыхъ  по-н,  то  и  будетъ  равенъ  т”;  слѣдовательно 


(39) 


Для  опредѣленія  величины  у  надобно  найти  совокупность  всѣхъ  возможныхъ  соединеній 
п  чиселъ,  взятыхъ  въ  ряду 

1,  2,  3,  Ь,...іл 

съ  тѣмъ  условіемъ,  чтобы  сумма  ихъ  равнялась  числу  8+1.  Для  достиженія  этой  цѣли, 
разсмотримъ  степснпое  количество 

(®*+а? +ж*+. .  .+а іт)п. 

Возвышая  въ  степень  окажется,  что  каждый  члепъ  разложенія  будетъ  впда 
А.х\ аР.хТ. .  .хѵ—А.ха+^-+\ 

гдѣ  число  показателей  а,  0,  у...ѵ,  по  свойству  производимаго  дѣйствія,  будетъ  равно  л. 
Если  примемъ  теперь 

а+$+у+. .  ,+ѵ  —  *+!» 

то  коэффиціентъ  Л  очевидно  изобразитъ  число  совокупленій  л  чиселъ,  взятыхъ  въ  ряду 
1,  2,  3...  до  ш,  и  сумма  которыхъ  равна  8+1:  слѣдовательно ,  въ  настоящемъ  предпо- 
.юааяш,  Л  Судетъ  решаться  у.  И  та.п,,'у  ость  коэтфпцісатъ  («+<)""  стспеіш  яерв- 
ыѣшіоіі  х  въ  рэдшешд  (х<  +*»4-х!+ ..  .+*”)”•  Опредѣгапс  этого  воэофпшеята 
весьма  просто:  дѣйствительно,  принявъ  въ  соображеніе  что 
(х+ш1+а:*+. .  .+хт)"  =  а:',(1+®+а*  +. . .+  ®т_1)” 


И  разложивъ  потомъ  (1 — хт)"  и  (1 — х)  ",  получимъ 


(1— «г=1+в+^>4- 


П(П— IX»— а)  ,т  .  .. 
1.2.5  * 

„(п+ІХп-ра)  „а  ,  ... 
1.2.0  ~ 


+ 


»(»+>н»+а)...л 

Сх-іН-1)  ^ 

10* 
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Но,  очевидно,  коэффиціентъ  (л-И)0Й  степени  х  въ  выраженіи 

(*+**+**+ . .  .4-*Т  —  ®”(1 — а^")"(1 — ж)- " 
будетъ  одинаковъ  съ  коэффиціентомъ  '$-|-* — «)оИ  степени  въ  произведеніи  приведенныхъ 
сеіі-часъ  двухъ  разложеній  (1  —  хт)"  и  (I — аз)- ”.  И  такъ,  удержавъ  въ  упоминаемомъ 
произведеніи  только  тѣ  члены,  въ  которые  входитъ  степень  х‘+'~",  получимъ  безъ  ма¬ 
лѣйшаго  затрудненія 

^я+ІХЧ-Ы.-.^-т'  »(«-!)  П(«+>К,.42)..-(л— 8т) 

?  —  і.в.З...(*-«-И)  1.2.3...  (,_л+1-т)  ^  1.2  1.2.5. .  .(і— п-1-І— 2іл)  Р  ' 


то  прсдъидушая  Формула  приметъ  слѣдующій  симетрпческій  вв 
ленныхъ  приложеній: 

-_*(*-»)(*-2)-..(л-я+8)  л  Ѵ-1К»— 2).  •  .С^-я+2) 

—  2.3...  (п-І)  "  1.2.3. .  .(я— I) 

П(Я-1)  ,Ѵ'-1)(,"-2).  ■  (^-л+2) 


г=- 


+  - 


(*°) 


Ясно,  ЧТО  ЭТО! 
т"  найденное  о 


рядъ  прекращается  на  томъ  членѣ,  въ  которомъ  обозначенное  пропз- 
ічать  множитель  равный  нулю  пли  величинѣ  отрицательной.  Раздѣливъ 
чепіе  для  у,  получимъ  искомую  вѣроятность  р,  послѣ  чего,  въ  силу 


уравненія  (38),  опредѣлятся  и  соотвѣтственныя  ставки  игроковъ  А  а  В. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  имѣемъ  въ  виду  опредѣлить  отношеніе  ставокъ  игроковъ 
А  а  В  при  слѣдующихъ  обстоятельствахъ:  бросаютъ  четыре  обыкновенныя  шестигранныя 
кости,  и  игрокъ  А  выигрываетъ  при  вскрытіи  16  очковъ.  Въ  этомъ  случаѣ  имѣемъ  п=4, 
т— 6,  л-)-1  ~  16,  3—9,  з"  —  3,  и  слѣдовательно,  въ  силу  Формулы  (40^, 

Поставивъ  эту  величину  въ  Формулу  (39),  получимъ 


гвѣтственныя  ставки  игроковъ  А  а  В, 


а  на  основаніи  уравненія  (38)  опредѣлимъ  с 
торыя  будутъ 

Приложимъ  еще  Формулу  (40)  къ  совокупному  бросанію  трехъ  обыкповепныхъ  костей. 
Положимъ,  что  игрокъ  А  платитъ  условленную  сумму  игроку  В,  если  число  вскрывшихся 
очковъ  превышаетъ  10,  и,  напротивъ  того,  получаетъ  отъ  В  ту  же  самую  сумму,  когда 
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ело  выпавшихъ  очковъ  меньше  II.  Спрашивается,  удовлетворяетъ  .і 
э  математическаго  равенства? 


Пусть  будетъ  р  вѣроятность, 
“  6,  п  —  3,  то  получшгь 


і  очковъ  меньше  1 1 .  Такъ  и 


Р=  с 


гдѣ  у  изображаетъ  совокупность  случаевъ,  при  которыхъ  сумма  вскрывшихся  нумеровъ 
меньше  II.  II  такъ,  полагая  послѣдовательно  въ  уравненіи  (40)  5 4-1=3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 
и  10,  и  сложивъ  иайденпые  результаты,  получимъ 

у  =  14-34-64-10+15-1-214-254-27  =  108, 
откуда,  въ  силу  Формулы  (39), 

108  _  1  _  1 
Р=0Г=Т  ”  *-)>=—! 

слѣдовательно,  вѣроятности  выигрыша  для  обоихъ  игроковъ  одинаковы,  и  поэтому  разсма¬ 
триваемая  игра  безобпдиа. 

36.  Займемся  теперь  приложеніемъ  Исчисленія  Вѣроятностей  къ  лотереямъ.  Прежде 
всего  предложимъ  себѣ  слѣдующій  общій  вопросъ,  рѣшеніе  котораго  непосредственно  при¬ 
ведетъ  пасъ  къ  условію  безобидности  этоіі  игры: 

Лотерея  состоитъ  изъ  з  различныхъ  нумеровъ,  изъ  числа  которыхъ  п  выходятъ 
при  каждомъ  ея  розъшрышгь.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность,  что  изъ  т 
выбранныхъ  нумеровъ  выйдетъ,  при  первомъ  розъшръииѣ  лотереи,  1  нумеровъ  въ  ки¬ 
комъ  ни  есть,  не  опредѣ.іенномъ  напередъ  порядкѣ. 

Замѣтимъ,  что  $  буквъ  или  нумеровъ,  соединяемые  по-п,  доставляютъ 


*(*—!)(*— В).  •  -(*~Я4~І)  — 

различныхъ  соединеній,  предполагая,  что  нс  приппмас» 
ванія  нумеровъ.  Равнымъ  образомъ,  Формула 

г. 


С,„ 


>  соображеніе  порядка  посдѣдо- 


дппяемыхъ  по -I.  Если  теперь,  из 
выбранные  игрокомъ  т  нумеровъ, 
то  получимъ 


ь  соединеній  т  пазпачеппыхъ  папередъ  нумеровъ,  сос- 
чпела  з  нумеровъ,  составляющихъ  лотерею,  откинемъ 
и  остальные  в — т  совокупимъ  между  собою  по  п — I, 

_  (і-тХ*-т-1)  ..(л-т-и-Щ-^ 
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Но,  очевидно,  что  каждое  п.ть  этихъ  послѣднихъ  соединеній  совокупляясь  съ  каждымъ  изъ 
доставитъ  новыхъ  соединеній  всѣхъ  нумеровъ  з,  взятыхъ  по-л, 

и  въ  каждое  изъ  ппхъ  войдетъ  I  нумеровъ  изъ  числа  выбраппыхъ  т.  И  такъ,  совокупность 
случаевъ  вскрытія  I  нумеровъ  изъ  числа  выбранныхъ  т,  выражается  произведеніемъ 


Сверхъ  того ,  всѣхъ 
поэтому  отпошеиіе 


•  соединеніи  5  пумеровъ,  взятыхъ  по-п ,  будетъ  С , 


изобразить  искомую  вѣроятность.  Означивъ  ее  чрезъ  р,  и  подставивъ  на  мѣсто  Сп 
С,_т  и  С ,  „  равныя  имъ  величины,  получимъ  Формулу 

 ПІ(т-І)-- •(»—/+!)  .  .(«-я.-я+14-І) 


і(Л-1)...(*-Л+1Г 


(«) 


которая,  по  сокращеніи,  приметъ  в 


_  т(т- 1)  ■  ■  ■  (/п— /+1).л(п— 1),  ■ . (я-Ц-ІЫ*— ■№  -  т-І). .  .{г-т-п+1+і)  /  \ 

Р—  1.2.5... /.*(*- IX*-»... (*-п+1)  • 

Ест  бы  требовалось  опредѣлять  вѣроятность,  что  пзъ  т  выбраппыхъ  нумеровъ  выіідеть 
нс  менѣе  I  нумеровъ,  то  для  этого  стоило  бы  только  вычислить  значенія  р,  по  Формулѣ 
(42),  подставляя  въ  нее  послѣдовательно  на  мѣсто  I  числа  I,  (+1,  $+2,...  до  л  когда 
іл>л,  и  только  до  »|,  когда  /л< л.  Въ  случаѣ  Щ  —  п,  рядъ  I,  1+1,  (+ 2,.  ..  долженъ 
быть  продолженъ  включительно  до  т  пли  л,  что  всё  равно.  Сумма  получеппыхъ  такимъ 
образомъ  частныхъ  вѣроятностей,  изобразитъ  очсвпдпо  искомую  вѣроятность.  Подобнымъ 
образомъ,  сслп  бы  желали  опредѣлить  вѣроятность,  что  пзъ  числа  т  выбранныхъ  пуме¬ 
ровъ,  выдернется  не  болѣе  I  а  нс  менѣе  I'  пумеровъ,  то  па  мѣсто  I  слѣдовало  бы  под¬ 
ставить  послѣдовательно  въ  ту  же  Формулу  (42)  числа:  I,  I — 1,  1—2,...  до  I'.  Сумма 
полученныхъ  такомъ  образомъ  дробей,  изобразитъ  искомую  вѣроятность- 

Должно  замѣтить,  что  когда  при  подстановлсніи  на  мѣсто  I  чиселъ  I,  1+1,  1+2... 
въ  Формулу  (41),  дойдемъ  до  числа  п,  то  послѣдній  множитель  з — т — л+І+1  выраженія 
Г  _  (з-щ)(з-щ- 1)  ■  ■  ■ 

1.2.3... (я-/) 

обратится  въ  л — т+1,  то  есть,  въ  число  большее  нежели  первый  мпожитель  з—т\  зна¬ 
менатель,  въ  томъ  же  иредположепіи,  обращается  въ  пуль,  п  разсматриваемое  выраженіе 
ис  будетъ  имѣть  никакого  опредѣленнаго  значенія.  Легко  видѣть,  что  въ  этомъ  случаѣ, 
выраженіе  С,_„,  должнц  быть  замѣнено  единицею.  II  дѣйствительно,  такъ  какъ  въ 
настоящемъ  предположеніи  п~1,  то  для  опредѣленія  вѣроятности  слѣдуетъ  найти  число 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ 


соединеній  т  выбранныхъ  буквъ,  совокупляемыхъ  по-1,  и  это  число  раздѣлить  г 
купи  ость  всѣхъ  возможныхъ  соедппепій  пзъ  з  буквъ,  взытыхъ  также  по-І.  II  таі 
I  —  п,  будетъ 


Р  — 


С>,1 


-!+ *) . 


(**) 


Когда  принимаютъ  въ  расчётъ  самый  порядокъ  послѣдованія  нумеровъ,  или,  пиаче, 
когда  назначаютъ  напередъ  мѣсто  каждаго  нумера  при  розъигрышѣ  лотереи,  то  вѣроят¬ 
ность  выигрыша  значительно  уменьшается.  Дѣйствительно,  положимъ,  для  простоты,  что 
разсматривается  тотъ  случай,  когда  т~1;  Формула  (42)  приметъ  видъ 

_ Жд-іХ*.— 2)...(л-Ч-і)  ('44') 

Р—  і(5-1)(*-*)- ..(*-/+«)  V  > 

Это  значеніе  р  изображаетъ  вѣроятность ,  что  при  в  пумерахъ ,  составляющихъ  лоте¬ 
рею,  изъ  числа  которыхъ  выходитъ  каждый  разъ  по  п  пумеровъ,  I  назначенныхъ  напередъ 
пумеровъ  выйдутъ  въ  какомъ  ни  есть  порядкѣ  при  первомъ  ея  розъигрышѣ.  Но  если  бы 
желали  опредѣлить  вѣроятность,  что  эти  самые  I  нумеровъ  выйдутъ  на  опредѣленныхъ 
напередъ  мѣстахъ,  то  слѣдовало  бы  раздѣіпть  найденную  величину  р  на  совокупность 
всѣхъ  возможныхъ  переложеній  п  нумеровъ ,  взятыхъ  по  - 1,  то  есть  па  произведеніе 
л(в _ 1). .  .(д—  І+І),  ибо,  изъ  всѣхъ  переложеній,  одно  только  удовлетворяетъ  требова¬ 

нію  пастояшей  задачи.  II  такъ,  въ  этомъ  случаѣ  получимъ 

На  основаніи  изложеннаго  здѣсь  рѣшеиія  задачи  о  лотереяхъ,  нетрудно  будетъ  вы¬ 
вести  и  условіе  ихъ  безобидности.  Дѣйствительно,  положимъ  что  игрокъ  А  взялъ  билетъ 
па  одинъ  пли  пѣсколько  нумеровъ ;  пусть  будетъ  Л/  плата  за  этотъ  билетъ,  а  х  сумма, 
рпскуемая  содержателемъ  лотереи  въ  отношеніи  къ  игроку  А.  Сверхъ  того,  означимъ 
чрезъ  р  вѣроятность,  что  А  выиграетъ  озпачоппую  сумму  х.  Произведеніе  рх  изобразитъ 
математическое  ожиданіе  игрока  А  [№  31],  а  1.Л/  математическую  выгоду  содержателя 
лотереи,  чтб  очсвпдпо,  ибо  онъ  получил  ставку  Л/,  которая  и  принадлежитъ  ему  безвоз¬ 
вратно;  поэтому  можпо  сказать,  что  для  пего  вѣроятность  полученія  суммы  Л/  равиа 
единицѣ  пли  достовѣрпостп.  II  такъ,  для  математическаго  равенства  лотереи,  должно  быть 
рх  —  Ч  Я-Ш  «  =  — ~  (і6) 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  сумма,  рпскуемая  лотереею  въ  отношеніи  къ  лицу,  взявшему  би- 
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легъ,  равняется  платѣ  за  балетъ,  раздѣленной  па  вѣроятность  выигрыша.  Что  же  ка¬ 
сается  до  вѣроятности,  то  она  опредѣляется  по  предыдущимъ  Формуламъ. 

Прежде  нежели  приведемъ  нѣкоторыя  'шелеппыя  приложенія  объясненныхъ  выше  пра¬ 
вилъ,  изложимъ  еще  рѣшеиіе  одной  любопытной  задачи ,  которая  отпосится  къ  занимаю¬ 
щему  пасъ  предмету. 

Лотерея  состоитъ  изъ  $  нумеровъ ;  при  камсдомъ  ея  розъшрышгъ  выходитъ  по  и 
нумеровъ.  Спрашивается,  пакъ  велика  вѣроятность  р,  что  въ  ш  розъшрышей  лотереи 
асп>  эти  з  нумеровъ  выйдутъ. 

Эйлеръ *)  и  Лапласъ**)  рѣшили  этотъ  вопросъ  различными  путями.  Предлагаемъ 
здѣсь  способъ  Эіілсра,  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  отсылаемъ  читателей  къ  ПРИМѢЧАНІЮ  VI, 
въ  которомъ  они  найдутъ  какъ  Формулу  Лапласа,  такъ  и  доказательство  тожества  обоихъ 
рѣшеній.  Положимъ,  что  имѣемъ  х  буквъ  а,  Ъ,  с,  в, .  .  или  нумеровъ  1,  2,  3,  4...,  и 
соединяемъ  ихъ  по-л.  Если  изобразимъ  число  всѣхъ  такихъ  соединеній  [чрозъ  Р: ,  [то 
получимъ 

р  _ф-»)(^-а). 

Равнымъ  образомъ,  означимъ  чрезъ  Р,_, ,  Р,_,. . .  совокупность  подобныхъ  же  сое¬ 
диненій,  соотвѣтствующихъ  числамъ  х — 1,  х — 2....  буквъ  пли  нумеровъ.  Допустимъ  те¬ 
перь,  что  произведено  т  розънгрышей  лотереи,  и  что  получеппыя  т  соединеній  по-п 
буквъ  совокуплсиы  въ  одиу  сложность,  которая  очевидно  будетъ  заключать  въ  себѣ  тп 
буквъ  съ  повтореніемъ  и  безъ  повторенія.  Число  всѣхъ  возможныхъ  такого  рода  слож¬ 
ностей  изобразится  степенью  Р"\.  Дѣйствительно,  при  двухъ  розънгрышахъ  лотереи,  каж¬ 
дое  изъ  Р,  возможныхъ  соединеній  перваго  розъигрыша  совокупится  съ  каждымъ  изъ  Р,  сое¬ 
диненій  втораго  розъигрыша,  чтб  и  составитъ  Ргі  сложностей.  При  третьемъ  розъпгрышѣ, 
каждая  изъ  Рг,  сложностей  совокупится  съ  каждымъ  изъ  Р1  прежпихъ  соединеній ,  и 
составитъ  всего  Ръ ,  сложностей,  и  такъ  далѣе.  Но  ясно,  что  изъ  этого  числа  Р"‘, 
сложностей,  нѣкоторыя  будутъ  содержать  всѣ  х  буквъ,  а  другія  пе  псѣ,  и  вопросъ  со¬ 
стоитъ  въ  томъ,  чтобы  найти  число  тѣхъ  сложностей,  которыя  заключаютъ  въ  себѣ 
всѣ  буквы.  Пусть  будетъ  у  это  число;  искомая  вѣроятность  получится  раздѣливъ  у  на 
совокупность  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ,  то  есть  па  Р"\.  II  такъ 


*)  Ѵрічсиіа  апиіцііса  -.  Томъ  II  стр.  333. 
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Для  опредѣленія  числителя  у,  должио  изъ  величины  Рт,  исключить  всѣ  тѣ  сложности 
пли  сочетанія,  которыя  ие  содержатъ  въ  себѣ  буквы  а,  потомъ  буквы  Ь,  буквы  с  и  такт, 
далѣе.  Число  всѣхъ  возможныхъ  сочетаній,  въ  которыя  пе  входитъ  одна  буква,  напри¬ 
мѣръ  а,  при  ш-кратпомъ  розъпгрышѣ  лотереи,  заключающей  х— 1  нумеровъ,  будетъ 
а  какъ  число  исключаемыхъ  послѣдовательно  буквъ  а,  Ь,  с. . .  равио  х,  то  п  пандстся 
хРп,,_,  сочетаній,  которыя  слѣдуетъ  исключить  изъ  Рт,.  II  такъ,  послѣ  перваго  дѣй¬ 
ствія,  найдется  разность  ^  _зрт  _ 


Но,  отнявъ  іР т,_1  < 
слѣдовательно  и  тѣ. 


4»-«) 


і  мы  исключили  сперва  всѣ  сочетанія,  заключающія  букву  а, 
эторыя  первоначально  не  входили  буквы  Ь  а  а;  потомъ,  псклю- 
ъ  сочетанія  заключающія  въ  себѣ  букву  Ь,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  исключили  и  тѣ,  въ  кото- 
,  „е  входили  буквы  а  и  Ь.  Поэтому,  соединеніе  аЬ  было  устранено  два  раза,  а 
одинъ  рать,  какъ  слѣдовало.  Тб  же  самое  должно  разумѣть  о  двойныхъ  соединеніяхъ 
Ьс,  М,-  сЛ,..  ,  число  которыхъ,  включая  сюда  соединеніе  аЬ,  равно 

II  такъ,  число  сочетаній  ^^•Р"’,-»  исключено  два  раза,  тогда  какъ  слѣдовало 
пск-ночить  его  только  одинъ  разъ,  почему,  для  вѣрности  вывода,  должно  прибавить  этотъ 
членъ  къ  предыдущей  разности.  Въ  силу  этого  замѣчанія,  получимъ  выраженіе 

Р™,  -  5Р'",_і+ ПГХ-р'"а-»- 

Далѣе,  сочетанія,  въ  которыхъ  недостаетъ  трехъ  буквъ,  напримѣръ  а,  Ь,  с,  были  исклю¬ 
чены  три  раза,  а  именно:  въ  первый  разъ  при  исключеніи  «,  во  второй,  при  исключеніи 
6,  и  въ  третій  разъ  при  исключеніи  с.  Но,  съ  другой  стороны,  это  самое  число  сочета¬ 
ній  было  введено  втройнѣ  присовокупленіемъ  члена  ,  2  "Р  И5,с,ш0  съ  сочетаніями, 

не  заключающими  сперва  а  и  б,  потомъ  а  и  с,  потомъ  бис.  Такъ  какъ  сочетанія,  о 
которыхъ  идетъ  рѣчь,  были  и  прибавлены  и  исключены  три  раза,_то  ^рндется  отнять 
ихъ  только  одинъ  разъ;  по  ихъ  совокупность  изображается  чрезъ  ,.„.3  а|11- 

донательно  нолучшіъ^^^^  р„, 

Исключая  точио  такимъ  образомъ  сочетанія,  заключающія  четыре  буквы,  найдется 

.  5(5-1)  5(5-і)(5-8)  рт  5(5-1)(5— 8)(5— Э.рш 

р"'1_хРт,_.+  -Т»  РѴ* - іХз — ^  +  і.в.3.4 

Въ  этомъ  выраженіи  послѣдовательные  члены  составляются  по  весьма  простому  закону, 
который  прямо  Обнаруживается.  Что&ъ  удостовѣриться  въ  справедливости  аналогіи,  поло¬ 
жимъ,  что  въ  предыдущей  Формулѣ  дошли  до  члена  ,, 
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л(л-1)(л-2)...(л-*+2)  р,„ 

1.2  3... (Л-1)  і-Л+і» 

п  желаемъ  составить  членъ,  непосредственно  слѣдующій  за  пюгь,  то  есть  члепъ,  выра¬ 
жающій  совокупность  исключаемыхъ  плп  прибавляемыхъ  сочетаній,  въ  которыхъ  педо- 
•  замѣтимъ,  что  каждое  изъ  Рп‘,_к  сочетаній  исключено  к 
к(к- 1) 


стаетъ  к  буквъ.  Для  эі 
разъ  изъ  сочетаній  Р"‘,_ 
---  ■  ■, — -  разъ  изъ  сочет 
разъ  изъ  сочетаній  Р’п 


прибавлено  8*'  разъ  і 
Ій  Р"‘,_3 ,  и  такъ  далѣе;  наконецъ,  і 
, ,  плп  прибавлено  къ  нимъ  смотря  по  тому,  будетъ  ли  (к — I) 
Но  какъ  полное  число  сложностей,  въ  которыхъ  недостаетъ 


А  буквъ,  будетъ 


)  и  получимъ 


[-А-Ь^Г 


к(к-і)  Цк-Щк-Ѵ) 


для  числа  сочетаній,  безъ  к  буквъ,  и  которыя  заключаются  въ  выраженіи 

■  •+(- 1  •'тё^Ё=о^'р""‘+. 

въ  излишествѣ  плп  въ  недостаткѣ.  Съ  другой  же  стороны, 

(і-і)‘  =  і  /,  +  «Ь2_...+(_і)<-*+(_()*=о, 

почему  рядъ 

- 

равенъ  0  или  — 2,  смотря  по  тому,  будетъ  ли  к  число 
телыю,  выраженіе  (48)  обратится  въ  0  для  к  нечётнаго,  і 
для  к  чётнаго.  Въ  первомъ  случаѣ  надобно  вычесть  изъ  выраженія  (49)  • 
л(л-І)...Гл-*-Ц) 


м 

И 


а  во  второмъ,  придать  е 

Р"‘,—яРтх_1 . 

въ  которомъ  послѣдній  ч 
Слѣдовательно 


II  такъ,  искомая  і 
ъ  очевидно  будетъ  соотвѣтствовать  предположенію  к  —  з 


а  у  опредѣлится  разложеніе 


ч-Г-,+тг^',м - Н— «Г 


(50) 


Сверхъ  того  моаню  замѣтить,  что,  по  свойству  вопроса,  величина  т  непремѣнно  должпа 
быть  пе  менѣе  отношенія  — >  или,  что  всё  равно,  произведеніе  тп >  в  или  ~  з.  Дѣй- 
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ствптельпо,  еелпбы  имѣли  тп<.з,  то  каждое  изъ  сочетаній,  состоящее  только  изъ  тп 
буквъ,  не  могло  бы  заключать  въ  себѣ  всѣхъ  з  буквъ.  II  такъ,  вторая  часть  Формулы 
(50),  при  /л<— »  обращается  въ  пуль,  чтб  впрочемъ  можно  доказать  и  непосредственно 
[ПРИМѢЧАНІЕ  VI]. 

Если  бы,  при  каждомъ  розъпгрышѣ  лотереи,  выходило  только  по  одному  нумеру,  то 
имѣю  бы  п  —  1 ,  и  слѣдовательно  велнчппу  Ртг  надлежало  бы  замѣнить  степенью  зт. 
Тогда  Формула  (50)  приняла  бы  видъ 

Г  =  г— аг — -К— і", 
а  вѣроятность  р,  въ  этомъ  случаѣ,  изобразилась  бы  чрезъ 

р  -  (=0 


Легко  доказать ,  что  если  въ  этомъ 
менѣе  предъпдущаго,  то,  пачппая  съ  этоі 
вательпо  сходящимся.  Пусть  будутъ 


ряду  дойдемъ  до  ч 
о  члена,  рядъ  став 


члепа,  который 
і  убывающимъ,  и 


будетъ 


эти  два  смежные  члепа,  и,  по  предположенію,  отношеніе  втораго  изъ  ппхъ  къ  первому 
менѣе  единицы.  Слѣдовательно  имѣемъ 


4  =  отеіла  (Ь=г)"<й- 


При  разсматрпвапіп  отношенія  дальнѣйшаго  члепа  къ 
больше.  Положимъ,  напримѣръ,  что  к  обратилось  въ 
неравенства,  равпая  въ  этомъ  случаѣ 


будетъ  неиѣс 


<&Г> 


предшествующему,  число  к  будетъ 
к-\-к\  Очевидно,  что  первая  часть 


і-к-к'-\  і-к-і 
г-к-к  ^  і-к  ’ 

въ  чемъ  легко  удостовѣриться  чрезъ  уничтоженіе  зпамепателей  з — к— к'  и  з — к\  съ  дру¬ 
гой  сторопы,  вторая  часть  неравенства  увеличится  чрезъ  подстаповлепіе  к-\-к'  на  мѣсто 
к,  потому  что  мы  уве-інчиваемъ  числитель,  и,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  уменьшаемъ  знаменатель. 
Слѣдовательно  неравенство 
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д.іл  да.іыіѣіішпхъ  членовъ,  то  есть  для  возрастающихъ  значеній  к,  нетолько  не  нару¬ 
шится,  но  тѣмъ  съ  большею  прнчппою  будетъ  имѣть  мѣсто.  Отсюда  непосредственно 
заключаемъ  о  справсдлнвостп  свойства  относительно  сходпчостп  ряда  (51). 

Когда  числа  і  п  т  зпачнтслыіы,  то  вычисленіе  ве.шчппы  у,  а  слѣдовательно  и  иско¬ 
мой  вѣроятности  р  посредствомъ  Формулъ  (50)  п  (51),  дѣлается,  по  продолжительности 
своей,  почти  невозможнымъ.  Для  устраненія  такого  псудобства,  Эйлеръ  предложилъ  спо¬ 
собъ,  который  изложимъ  здѣсь  съ  надлежащими  подробностями. 

Положимъ  для  краткости 

»Р",_,=  Л,  •  Г",-,  =  Я,  =  С,  опрот 

Вѣроятность  р,  въ  силу  Формулъ  (50)  и  (47),  будетъ 

Р  —  1 - +  —  тдг+"*  (52) 

Опредѣлимъ  теперь  отношеніе  каждаго  члена  этого  ряда  къ  своему  предъпдущему  не¬ 
зависимо  отъ  знака.  Получимъ 

А  ^  />»*,_,  в  л— I  Р™,-!  с  л— 2  Рт1_, 

подставляя  же  намѣсто  Р"\,  Р"\—і ,  Р  ■  ■  •  равныя  имъ  величины,  найдется  по  сокращеніи 

Зн=(~)"  ЯЭ=(таГ-  Яг=(?5*Г . 

откуда  заключаемъ 

^г=< ~)'  . 

Взявъ  логариѳмы  этихъ  отношеній,  получимъ 


Ч- /=г=  Іо*»— і»І08.(^) 

Ч--Ц- =|ог(^)— ,',|ое-(^=й<) 

і°8.-§-  =  іо&.  в|1ое-(.17-а ) 


гп  логариѳмы  послѣдоват 
Дѣйствите-іыю,  будетъ 

1»8^Г  =  І08.І— оі1ое.(;^) 

Ьб.5Іг  =  1о8.^г+  І08-4- 


членовъ  ряда  (52),  а  слѣдовательно  в 
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Эти  формулы  от,  совокупности  съ  оредъпдущюш,  послу лліть ,  при  пособіи  догарпоми- 
ческихъ  таблицъ,  для  опредѣленія  посіѣдоватсльпыхъ  илсяояъ  ряда  (52),  тѣмъ  быстрѣе 
сходящагося,  чѣмъ  поело  т  будетъ  больше. 

На  осп  опаши  пы.едс.шыхъ  от.  атомъ  №  Формулъ,  предіижимъ  рѣшсиіс  нѣкоторыхъ 
чпслсшіыхъ  «опросовъ  о  лотереяхъ.  Разсмотримъ  къ  подробпости  лотерею,  которая  разъ- 
игрывалась  во  Франціи  и  во  многихъ  Германскихъ  областяхъ.  Она  состояла  отъ  90  ну¬ 
меровъ,  и  при  каялдомъ  ея  роиъисрышѣ,  выходило  по  5  нумеровъ.  По  условію  лотереи, 
меняю  было  ставить  проиаволыіую  сумму  на  одинъ  опредѣленный  напередъ  нумеръ,  или 
разомъ  на  Они  опредѣленные  нумера,  па  щри,  па  четыре,  и  наконецъ  на  пять,  что  и  со¬ 
ставляетъ  по  порядку  простую  о дштну.  тбу,  термо,  /шгаерк»  и  «шеи.  Когда  въ 
числѣ  вышедшихъ  пяти  нумеровъ  находился  тотъ  пумеръ,  или  совокупность  тѣхъ  нуме¬ 
ровъ,  па  которые  было  выданы  билеты,  то  предъявители  сихъ  билетовъ  получат  отъ 
Дирекціи  усиленныя  суммы,  соразмѣрныя  съ  ихъ  ставками.  Но,  при  этой  выдачѣ,  Фран¬ 
цузская  лотерея  руководствовалась  правилами,  противными  всякой  сираведшвостп.  Вычис¬ 
лимъ  предварительно  каковы  должны  быть  эти  выдачи  за  простую  оіточпу.  ач  «лиГу. 
шерпе,  потерне  и  «ші»,  чтобы  математическое  равенство  лотереи  не  было  нарушено. 
Сравнивая  настоящій  вопросъ  съ  общимъ,  который  рѣшенъ  въ  началѣ  этого  иумерв,  находимъ 

и  такъ,  Формула  (44)  прилетъ  видъ  ^  ^ 

Р  —  00.8».  ..(01-0 ’ 

Слѣдовательно,  по  Формулѣ  (46), 

_  00.80..  (01-/) 

х  —  в.4... 

гдѣ  Л/  изображаетъ  ставку  взявшаго  билетъ,  а  х  сумму,  которую  онъ  долженъ  получить 
отъ  Дирекціи  пъ  случаѣ  выигрыша.  Полагая  послѣдовательно  1  =  1,2,  3,  4  и  5,  найдется 

За  простую  одиночку  .  . х  =  18.  М 

За  амбу . . ®  =  МО-^-.Л/ 

За  тернъ . «  = 

За  кватернъ . ®  =  51 1038. Л/ 

За  . . х  =  43949268. Л/. 

Принявъ  въ  Формулѣ  (45)  і  =  90,  получимъ 


слѣдовательно 
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а:  =  90  89... (91—  \1).М. 

По.іагая  послѣдовательно  I  —  1,  2,  3  п  проч.,  найдется 

За  опредѣленную  одиночку . х  —  90.  М 

За  опредѣленную  амбу .  х  —  80 10. Л/ 

За  опредѣленный  терн ъ . *  —  704880.  М 

п  проч.  п  проч. 

За  выходъ  простой  одиночки  платп.ш  только  15  ставокъ,  хотя  по  расчёту  слѣдовало  вы¬ 
давать  18.  II  такъ  выгода  Дпрскціп  лотсреп  равнялась  въ  этомъ  случаѣ  -°~іа.Д/—  —.М. 

За'  выходъ  опредѣленной  одиночки,  то  есть,  за  выходъ  опредѣленнаго  нумера  на  оз¬ 
наченномъ  напередъ  мѣстѣ,  пзъ  чпела  пяти,  папрпмѣръ  па  первомъ,  выдавали  70  ставокъ 
вмѣсто  90.  Выгода  содержателен  лотереи  равнялась  а°~70.Д/— — -Л/. 

За  амбу  платплп  270  ставокъ;  между  тѣмъ  слѣдовало  выдать  400-|-  ставокъ.  II 
такъ,  выгода  содержателя  лотереи  была  въ  этомъ  случаѣ  Ш^І27--М— 

Опредѣленная  амба,  то  есть  совокупный  выходъ  двухъ  опредѣленныхъ  пумеровъ,  па 
мѣстахъ  напередъ  назначенныхъ,  получала  5100  ставокъ,  вмѣсто  8010.  Выгода  лотереи 


равиялась  — - Л/  =—.М. 

Тернъ  доставлялъ  только  5500  вмѣсто  1 1748  ставокъ.  Выгода  Дирекціи  равнялась 
ш«_.я=тл/ 

За  кватерн ъ  выдавали 

ВІІ030— 71І00Э  ..  _ 

нллась  ЦЦ038  — 

Наконецъ,  за 

вмѣсто  43949268  ставоігь,  платплп 

43949208- 1000000 


75000  ставокъ  вмѣсто  511038.  Выгода  лотереи  рав- 


'  83173 


іапередъ  пяти  пумеровъ, 
случаѣ  выгода  Дпрскціп 


простиралась  до  - 


іокупнын  выходъ  назначен! 

1000000.  Въ 
10737317  . . 

10987317 

причинѣ  слишкомъ  очевидной  невѣроятпостп  выхода  пятг 
только  одиночки,  амбы,  тер ■ 


«=-. 


опредѣленныхъ  пумеровъ,  кинъ  былъ  отмѣяепъ,  а 
ны  и  кватерны. 

Таковы  были  основанія  одной  пзъ  главпыхъ  лотерей;  пзъ  предыдущаго  мы  видимъ,  до 
какой  стспепп  нарушалось  въ  ней  условіе  математическаго  равенства  въ  пользу  Дирекціи 
и  къ  явной  невыгодѣ  лицъ,  покупающихъ  билеты.  Нѣтъ  сомпѣпія,  что  безъ  нарушенія 
этого  равенства  пи  одна  лотерея  пс  можетъ  существовать.  Издержки  по  учрежденію  кон¬ 
торъ  для  выдачи  билетовъ,  жалованье  Директорамъ,  Сборщикамъ  и  другимъ  служащимъ, 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


87 


суммы,  назначаемыя  обыкновенно  въ  пользу  бѣдныхъ,  однимъ  словомъ  всѣ  расходы  по  со¬ 
держанію  лотерей,  должпы  быть  покрыты  сборомъ  за  билеты,  и  слѣдовательно  выручка 
необходимо  должиа  превышать  итогъ  разъпгрываемыхъ  капиталовъ  или  цѣнность  вещей. 
Всё  это,  даже  умалчивая  объ  соображеніяхъ,  основаппыхъ  па  разсматриваніи  нравствен¬ 
наго  ожиданія,  составляющаго  предметъ  слѣдующей  Главы,  обнаруживаетъ  съ  очевид¬ 
ностію  невыгоду  подвергаться  случайностямъ  лотерей.  Французская  лотерея  по  справед¬ 
ливости  вооружившая  противъ  себя  всѣхъ  людей  здравомыслящихъ,  отмѣнена  нынѣшнимъ 
Французскимъ  Правительствомъ,  убѣдившимся  наконецъ  въ  безнравственности  подобнаго 
учрежденія. 

Приведемъ  еще  чпелеппыя  приложенія  Формулъ  (50)  и  (51).  Руководствуясь  показан¬ 
нымъ  выше  способомъ  Эйлера  для  вычисленія  этихъ  рядовъ  посредствомъ  логарпомовъ, 
найдутся  слѣдующіе  результаты:  Положимъ,  ищется  вѣроятность  р,  что  во  100  розъ- 
пгрышей  Французской  лотереи,  выйдутъ  всѣ  90  пумеровъ.  Въ  настоящемъ  случаѣ  будетъ 
*  — 90,  п  — 5,  т  —  100.  Вычисляя  первые  шесть  членовъ  Формулы  (50),  Апглійскій 
математикъ  Тремблей  ( ТгетЫеу,  Мётоігез  (1е  ГАсаіІсшіе  сіе  Вегііп,  1794  и  1795  г. 
стр.  76)  нашелъ  р  —  0,7410 _  Такъ  какъ  эта  дробь  равна  почти  —  >  то  можно  ска¬ 

зать,  что  выходъ  всѣхъ  90  пумеровъ,  въ  100  розъпгрышей,  довольно  вѣроятенъ.  При 
200  розъпгрышахъ  эта  самая  вѣроятность  обращается  въ  дробь  0,9990 . . . ,  весьма  мало 
разиствующую  отъ  единицы,  то  есть,  отъ  мѣры  достовѣриости.  Вычисляя  величину  р, 
соотвѣтствующую  числу  розъпгрышей  т  —  85  и  ш  =  86,  увидимъ,  что  она,  въ  этомъ 
предположеніи,  переходить  чрезъ  0,5  ~ •  Отсюда  слѣдуетъ,  что  тотъ,  кто  будетъ 
держать  закладъ,  поставивъ  равпую  сумму  противъ  равной,  что  всѣ  нумера  выйдутъ  въ 
85  розъпгрышей,  имѣетъ  пеболыпую  певыгоду  въ  отношеніи  къ  противнику ,  и,  напротивъ 
того,  пѣкоторую  выгоду,  если  назначить  86  розъпгрышей. 

Латхасъ  ищетъ  прямо  Формулу  для  опредѣленія  числа  розъигрышей,  при  которыхъ 
вѣроятность  выхода  всѣхъ  иуморовъ  лотереи  равна  опредѣленной  дроби.  Мы  выпускаемъ 
его  рѣшеиіе,  которое  требовало  бы  довольно  подробнаго  изложенія,  а  приводимъ  только 
чпелеиный  результатъ,  относящійся  къ  случаю,  о  которомъ  ссй-часъ  упомянули.  Пред¬ 
ложивъ  себѣ  найти  число  т  розъпгрышей  Французской  лотереи,  при  которомъ  вѣроят¬ 
ность  выхода  всѣхъ  90  пумеровъ  равиялась  бы  —  ?  Лапласъ  нашелъ  т  ~  85,53*). 

*)  ТІісогіс  апаіцііі/ис  йсг  РгоЪаЫШёі,  стр.  194. 
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Д.іл  приложенія  Формулы  (51),  положимъ,  что  лотерея  состоитъ  пзъ  100  нумеровъ, 
н  что  при  каждомъ  ея  розъигрышѣ,  выходитъ  по  одному  нумеру.  Спрашивается,  какъ 
велика  вѣроятность,  что  всѣ  пумера  выйдутъ  въ  1000  розъпгрышей  лотереи. 

Здѣсь  имѣемъ  і—  100,  т  — 1000,  и  Формула  (51)  приметъ  видъ 

,  =  . 

Вычисляя  по  логарпомамъ  второй  членъ  этой  Формулы,  п  опуская  слѣдующіе  за  нимъ 
члены  по  прпчппѣ  пхъ  малости,  пайдемъ 

®>®0ѴЗ. . .,  и  слѣдовательно  р  —  0,9957 - 

Изъ  этого  усматриваемъ,  что  выходъ  всѣхъ  ста  пумеровъ  при  тысячѣ  розъпгрышей 
лотереи,  можно  считать  весьма  вѣроятною  случайностію. 

37.  Рѣшимъ  теперь  задачу  объ  игрѣ,  нзвѣстпой  подъ  названіемъ  чётъ  или  печётъ. 
Давпо  ешс,  когда  пе  было  никакой  математической  теоріи  Вѣроятностей,  нскустные  игроки 
замѣтили  выгоду  держать  закладъ  за  появленіе  нечётнаго  числа.  Настоящая  же  мѣра 
этоіі  выгоды  могла  быть  опредѣлена  только  посредствомъ  вычисленія.  Въ  Запискахъ  Па¬ 
рижской  Академіи*)  находимъ  рѣшеніе  упоминаемой  задачи,  предложенное  Мэриномъ 
( Маііап );  по  оно  ошибочно,  какъ  мы  то  покажемъ  ниже.  Вопросъ,  о  которомъ  гово¬ 
римъ,  рѣшается  весьма  просто;  онъ  можетъ  быть  предложенъ  въ  слѣдующемъ  видѣ: 

Изъ  опредѣленнаго  числа  т  монетъ,  вынимаютъ .  нѣсколько  на-удачу.  Игрокъ  А  дер¬ 
житъ  закладъ,  что  число  вынутыхъ  монетъ  почётное,  а  В,  напротивъ  тою,  что  это 
число  чётное.  Спрашивается,  въ  какомъ  отношеніи  должны  быть  ставки  игроковъ  А  и  В 
для  безобидности  зак.шда? 

Пусть  будетъ  р  вѣроятность  полвлепія  нечётнаго  чпела  мопетъ  1  — р  изобразитъ 
вѣроятность  ихъ  появленія  въ  чётпомъ  числѣ.  Въ  силу  №  31  искомое  отношеніе  соотвѣт¬ 
ственныхъ  ставокъ  игроковъ  А  и  В  изобразится  дробью  Слѣдовательно,  вопросъ 

проводится  къ  опредѣленію  вѣроятности  р,  что  выпутое  число  монетъ  будетъ  нечётное. 

Для  удобности  называемъ  монеты  буквами  а,  Р,  у,  8... /и;  пхъ  число  будетъ  т.  Оче¬ 
видно,  что  мопсты  соедцплются  между  собою  въ  нечётпомъ  числѣ  по  пдиіщчкѣ,  по  три, 
по  пяти  и  проч.,  а  въ  чётномъ,  по  двѣ,  по  четыре,  по  шести  и  проч.  Слѣдоватсльпо, 
нечётныя  соединеніи  будутъ 

а,  /9,  у,  3....  ару,  а/Зд,  иуд,  Руд, . . . , 

а, чётныя  а/3,  ау,  ад,...  /Зу,  /Зд,  . .  уд, -  а/Зуд . 

*)  ПІЧоіге  ііс  САсаЛітіе  Пауаіс  Ли  Псіепса,  и  1728  годъ. 
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Изобразимъ  число  печётпыхъ  соедппепій,  соотвѣтствующее  т  монетамъ  пли  ш  буквамъ 
в»  Р,  У»  8,. .  .ц  чрезъ  ут,  а  чрезъ  хт  число  чётныхъ  соединеній.  Дроби 


соотвѣтсвенно  изобразятъ  вѣроятности  выхода  нечётнаго  и  чётпаго  числа  мопетъ.  Если 
теперь,  къ  разсматриваемымъ  т  монетамъ  присовокупимъ  еще  одну,  которую  означимъ 
буквою  ѵ,  то  величины  ут  и  гт  обратятся  въ  ут+1  ■  хт+ѵ  Но,  съ  другой  сторопы, 
если  къ  прежнимъ  т  монетамъ  прибавимъ  еще  одну,  или,  чтб  всё  равно,  введемъ  лишнюю 
букву  ѵ  въ  соединенія  чётныя 

а/3 ,  ау,  ад,...  а/Зуд,..., 

то  всѣ  члены  этого  ряда  доставятъ  нечётныя  соединенія;  сверхъ  того,  получится  еще 
одинъ  повый  случай,  пмеппо,  когда  монета  ѵ  выдерпется  одна.  И  такъ,  при  числѣ  т-\-\ 
монетъ,  кромѣ  нечётныхъ  соединеній 

а,  А  У*  8,...  ару,  а/38,  ау8,  Руд,... 
имѣемъ  еще  хт-|-1  новыхъ,  пмеппо: 

ѵ,  аРѵ,  аур,  адр,  Рур,  Рдр,  удр, . . .  аРудр, . . . 

Слѣдовательно 

Г»-м  =  Г„,+*„+ 1. 

Что  касается  до  новыхъ  чётныхъ  соедппепій,  происходящихъ  отъ  присовокупленія  новой 
иопеты,  то  пхъ  очевидно  будетъ  ут,  ибо  они  получатся  чрезъ  введеніе  буквы  ѵ  въ  преж¬ 
нія  печётпыя  соединенія,  чрезъ  чтб  найдется 

ар,  рр,  ур,  8р...  аРур,  ар8р,  ау8р,  Рудр,. . . 

И  такъ  ^ 

слѣдовательно,  па  основаніи  выведеннаго  выше  уравненія, 

Гт+і  =  *„,+.+  «• 

Если  уменьшимъ  едтшцею  указателей  подъ  у  и  г,  то  получимъ  уравненіе 


Ут  —  *т-И 

въ  силу  котораго  равенство 

Г„+.  =  Г™+*„+ 1 
приметъ  слѣдующій,  весьма  простой  видъ: 


Гт+1  —  2 ут. 

Вотъ  разностное  уравпеніе  перваго  порядка,  отъ  интегрированія  котораго 
шепіе  занимающаго  пасъ  допроса.  Весьма  легко  вывести  непосредствен: 
этого  уравненія.  Дѣйствительно,  измѣняя  въ  немъ  послѣдовательно  т  въ  /л 
т — 3,. .  .1,  получимъ 
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Тш  =  2 г,п-і 

Г„_,  =  2г„_ 

Уш—і  =  2Г„_ 

Г,  =  2г, 

Га  =  2г,. 

Перечной; шгь  между  собою  всѣ  эта  равспства,  и  сокративъ  на  г„,  ,  •Э'т-а -Г/»_* •  •  •  .у,, 
получимъ  у„,  =  2Ш— 1  .уд. 

Но  очевпдпо,  что  когда  имѣемъ  одпу  монету,  то  есть,  когда  т  —  1,  то  будетъ  только 
одно  соединеніе  печатное,  а  именно  одиночка;  слѣдоватсльпо  у,  =  1 ,  а  поэтому 

Подставивъ  эти  величины  въ  выраженія  для  вѣроятностей  закладчиковъ  А  п  В,  найдется 


Н  такъ,  соотвѣтственныя  ставі.-п  игроковъ  А  и  В,  для  бсзобпдпостп  заклада,  должны 
относиться  между  собой  какъ  2"'— 1  къ  2"'— 1 — 1;  отсюда  заключаемъ,  что  при  равныхъ 
закладахъ,  выгода  будетъ  на  сторонѣ  того  игрока,  ктб  утверждаетъ  полвлеиіл  нечётною 
чпела  мопетъ,  п  что  эта  выгода  будетъ  тѣмъ  значительнѣе,  чѣмъ  мепѣс  монетъ  въ  игрѣ. 

Ошибка  Мэрана,  о  которой  мм  упомянули  въ  началѣ  этого  №,  состояла  въ  томъ,  что 
опъ  принималъ  равновозможпымп  всѣ  соединенія  чётныя  и  нечётныя.  И  такъ,  въ  случаѣ 
5  мопетъ,  онъ  разсуждалъ  слѣдующимъ  образомъ:  изъ  5  монетъ  мо;кетъ  выдернуться 
одна,  или  три,  или  пять  монетъ,  чтб  и  составить  три  случая  для  почётныхъ  соединеній. 
Чётпыхъ  же  будетъ  только  два,  именно:  могутъ  выдернуться  двѣ  пли  четыре  монеты. 
Слѣдоватсльпо,  по  Мэрану,  въ  этомъ  случаѣ,  вѣроятность  появленія  нечетною  числа  монетъ 
равна  между  тѣмъ  какъ;  па  самомъ  дѣлѣ  эта  вѣроятность  равна  —  -І5—  Изъ 
приведеннаго  нами  рѣшенія  усматриваемъ,  что  въ  настояніемъ  примѣрѣ,  вмѣсто  трехъ 
случаевъ  нечётныхъ  соедпнсі.ііі,  которые  по  равновозможны,  должно  разсматривать  16  рав- 
повозможпыгь,  именно:  5  случаевъ  появленія  монетъ  по-одиначкѣ,  10  случаевъ  появленія 
ихъ  по-три,  и  1,  когда  выдернутся  всѣ  пять  мопетъ.  Разсуждая  такимъ  же  образомъ 
увидимъ,  что  два  перавповозможпые  случая  появленія  чётпаго  числа  мопетъ  должпо  замѣ¬ 
нить  15-ю  равновозможпымп.  Когда  число  всѣхъ  монетъ  чётное,  то,  по  Мэрану,  выходъ 
чётпаго  пли  нечётнаго  числа  монетъ  равновѣроятенъ,  что  безъ  сомиѣпія  ошибочно. 

Если  бы  число  монетъ  было  неизвѣстно,  а  знало  бы  только  что  оно  не  превосходить 
п,  и  можетъ  равняться  съ  одинаковою  вѣроятностію  всѣмъ  возможнымъ  числамъ,  не  пре¬ 
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восходящимъ  п,  то  для  опрсдѣіепія  вѣроятности  р  появленія  нечётнаго  числа  монетъ,  слѣ¬ 
довало  бы  взять  сумму  всѣхъ  возможныхъ  значеній  степени  2  1  отъ  т  —  1  до  т  —  п, 
и  раздѣлить  эту  сумму  на  совокупность  всѣхъ  статочпостей.  И  такъ,  число  почётныхъ 
соединеній  въ  этомъ  случаѣ  будетъ 

2°+2Ч-2*+ . . .  +2"-1  =  2” — 1 , 

(г>-1)-К2‘-1И-(2,-0+...+(2м-1)=2Ч-гЧ2М--+2^'-і.=2"-л-І; 
совокупность  же  всѣхъ  возможныхъ  статочпостей  выразится  суммою 
(2П — і)+(2" — п — 1)  =  2П+1 — п — 2. 

Слѣдовательно,  вѣроятность  появленія  нечётнаго  числа  монетъ  онредѣіптся  Формулою 

Р  =  а  ,8™аг‘’’  1  -Р  =  Л~-,Г-2  • 

Положимъ  еще,  что  изъ  опредѣленною  числа  2т  монетъ,  т  серебреныхъ  и  т  золо¬ 
тыхъ,  вынимаютъ  нѣсколько  на-удачу.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность  р, 
что  вынувъ  чётное  число  люнетъ,  будетъ  столько  серебреныхъ  сколько  и  золотыхъ 
Такъ  какъ  каждая  изъ  т  серсбрепыхъ  монетъ  можетъ  выдернуться  съ  каждою  изъ  т 
золотыхъ,  то  число  случаевъ  появленія  двухъ  монетъ,  одной  серебреной  и  одной  золотой, 
изобразится  произведеніемъ  т.т  =  тг.  Число  соединеній  двухъ  монетъ,  какъ  серебре¬ 
ныхъ  такъ  и  золотыхъ,  очевидно  равно  слѣдовательно,  число  случаевъ  совокуп- 

т(т—  1)  т(т — 1) 

наго  ноявлепія  двухъ  серебреныхъ  и  двухъ  золотыхъ  мопетъ  равпо  — —Г  ^  -  )  • 
Точно  такимъ  образомъ  найдется,  что  число  случаевъ  выхода  трехъ  серсбрепыхъ  и  трехъ 
золотыхъ  монетъ  изобразится  чрезъ  ("і('"| .2.3* ~")  »  “  такъ  далѣ0‘  ^ѣдовпТ(Мьио’  03“ 
пачпвъ  чрезъ  у  число  статочностей ,  благопріятствующихъ  ожидаемому  событію,  получимъ 

Сверхъ  того,  если  изобразимъ  чрезъ  г  число  всѣхъ  возможныхъ  соединеній  2т  мопетъ, 
совокупляемыхъ  въ  чётпомъ  числѣ,  то  искомая  вѣроятность  будетъ  р  ~  — •  Для  опредѣ¬ 
ленія  у  въ  коночномъ  видѣ,  стоитъ  только  замѣтить,  что  рядъ  в *>) 

есть  не  иное  что,  какъ  сумма  квадратовъ  членовъ  разложенія  (1+ 1)'л  безъ  единицы.  Легко 
видѣть,  что  эта  сумма  равпа  члену  разложенія  (1 +•*)"'(  1+-^-)  ,  независящему  отъ  х. 
Такъ  какъ  • 
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(І+шНі+4-)  = 

)  которомъ  идетъ  рѣчь,  будетъ  очсе 


раздѣленный  і 


••(«"О 


«+-г)>т 

—  хт  » 

івпдпо  срсдпій  ч. 

—  «.а-з--.(ат) 

—  (1.8.3.  ..т)* 

и Ч  . 

тЛ*  *• 


_  1-8  3...(8 т) 

*  ~  (*  а.8  ..т)*  ' 

Число  соединеній  2т  буквъ,  соединяемыхъ  но-2,  по-4,  по-6,...  п 

I  2т(8лі — 1) 


величину  г,  будетъ 

8лі(вш— I)  ,  8т(8т—  І)(8т— 8)(8т— 3)  , 

1.8  ч  ГаХі - > 


Но  с 


.  (1.8.3.  ■ 


Когда  чпсло  2т  монетъ  зпачптелыю,  то  вычпсленіе  вѣроятности  р,  по  этой  Формулѣ,  дѣ¬ 
лается  весьма  сложнымъ.  Но,  въ  такомъ  случаѣ,  вслпчнпу  р  можно  опредѣлить  очень 
просто  по  приближенію.  Дѣйствительно,  въ  силу  Стпр.іпнговой  Формулы  получимъ  [№  21 
Форм.  (18)] 

1.2  З...(2т)  =(^),ту^ 

1.2  3. .  .т  —  Ѵ2пт. 


Слѣдовательно 


-  1 


которыхъ 


или,  отііппувъ  отрицательную  единицу  по  прпчппѣ  зпачпте.іьпостп  всдпчі 
опа  вычитается  какъ  въ  числителѣ  такъ  и  въ  энамепатслѣ,  получимъ  окончательно 

38.  Исчисленіе  конечныхъ  разностей,  и  преимущественно  интегрированіе  уравненій  въ 
частпыхъ  разностяхъ,  служитъ  весьма  важнымъ  пособіемъ  прп  рѣшеніи  сложнѣйшихъ  во¬ 
просовъ  изъ  Апалпза  Вѣроятностей.  Въ  предыдущемъ  №  мы  уже  показали,  на  весьма 
простомъ  вопросѣ,  употребленіе  этого  способа;  теперь  приступимъ  къ  болѣе  сложиымъ 
приложеніямъ,  и  начнемъ  съ  задачи  о  безобидномъ  дѣлежѣ,  предметъ  которой  изложенъ 
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съ  возможною  подробностію  въ  №  32,  и  гдѣ  задача  пояснела  численнымъ  примѣромъ. 
Здѣсь  предлагается  она  въ  общемъ  ея  видѣ: 

Два  игрока  А  и  В,  равчоискустпые ,  поставили  въ  игру  пд-ровну;  тотъ  изъ  нихъ, 
кто  первый  выиграетъ  извѣстное  число,  напримѣръ  и  очковъ,  беретъ  всю  ставку.  Но, 
по  какой  либо  причинѣ,  они  должны  прекратитъ  игру,  когда  она  еще  не  кончена:  пер¬ 
вому  игроку  не  достаетъ  х  очковъ  до  и,  а  второму  х  очковъ.  Спрашивается,  какъ 
раздѣлитъ  ставку  между  игроками? 

Прежде  пеже.іп  приступимъ  къ  рѣшенію  этой  задачи,  изложимъ  правило,  па  основаніи 
котораго  подобнаго  рода  вопросы  .приводятся  къ  уравненію.  Условимся  принимать  ожи¬ 
даемую  игрокомъ  сумму  за  единицу,  и,  въ  этомъ  предположеніи,  назовемъ,  по  примѣру 
Якова  Бернулли,  судьбою  игрока  (югі  (Іи  ]оиеиг)  его  математическое  ожиданіе,  очевидно 
равное  самой  вѣроятности  что  онъ  выиграетъ.  Положимъ  теперь,  что  игра  состоитъ  изъ 
нѣсколькихъ  пріёмовъ,  прп  извѣстпомъ  совокупленіи  которыхъ  она  оканчивается  въ  пользу 
игрока  А.  Остановимся  иа  одномъ  изъ  этихъ  пріёмовъ,  когда  игра  еще  ие  кончена,  и 
разсмотримъ  въ  то  время  судьбу  игрока  А.  Пріёмъ,  на  которомъ  остановились,  можетъ 
привести,  по  условіямъ  игры,  къ  разнымъ  предположеніямъ  или  возможнымъ  случаямъ;  для 
каждаго  изъ  сихъ  послѣднихъ  опредѣляемъ  судьбу  пли  вѣроятность,  что  игрокъ  А  выи¬ 
граетъ,  и  помножаемъ  ее  иа  вѣроятность  соотвѣтственнаго  предположенія.  Сумма  подоб¬ 
ныхъ  произведеній  относительно  всѣхъ  возможныхъ  предположеній,  будетъ  равняться,  при 
разсматриваемомъ  состояніи  игры,  искомой  судьбѣ  игрока  А. 

Легко  удостовѣриться  въ  справедливости  этого  правила  основываясь  [на  опредѣленіи 
вѣроятностей  сложныхъ  событій  при  нсравновозможныхъ  статочностяхъ.  Дѣйствительно 
положимъ ,  что  прекратили  игру  иа  извѣстномъ  пріёмѣ,  и  пусть  будетъ  въ  это  время 
Р  вѣроятность  что  игрокъ  А  выиграетъ,  пли,  иначе,  его  судьба.  Допустимъ,  что  въ 
разсматриваемое  мгновеніе,  расположеніе  игры  таково,  что  оно  приводитъ  къ  одному  изъ 
предположеній  Ь,  ЛІ,  И,...,  вѣроятности  которыхъ  пусть  будутъ  по  порядку  ^,  г,  я,... 
Сверхъ  того,  означимъ  чрезъ  0,  Л,  8,...  вѣроятности  выигрыша  для  игрока  А  прп 
появленіи  случаевъ  Ь,  М,  ІѴ, . . . ,  независимо  отъ  самыхъ  возможностей  сихъ  послѣднихъ. 
Произведенія  гД,  я8, . . . ,  на  основаніи  №  Ь,  изобразятъ  частныя  вѣроятности  выи¬ 
грыша  для  игрока  А,  соотвѣтствующія  тѣмъ  же  предположеніямъ  М,  ДО, ... ,  по  до 
появленія  этихъ  случайностей,  такъ  что  </0  будетъ  означать  вѣроятность,  что  игрокъ  А 
выиграетъ  именно  чрезъ  появленіе  случая  Ь.  Сверхъ  того,  такъ  какъ  сумма  сложныхъ 
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вѣроятностей  гй,  $8,...,  въ  сп.іу  №  2,  равняется  полной  вѣроятности,  или  судьбѣ 
игрока  А,  то  п  получимъ 

Р  =  Я0+гП+з8+... 
сообразно  съ  тѣмъ,  чтд  имѣли  въ  виду  показать. 

Обратимся  теперь  къ  рѣшенію  занимающей  пасъ  задачи.  Мы  уже  видѣли  въ  №  32, 
что  ставка  должпа  быть  раздѣлена  между  игроками  Ап  В  пропорціонально  соотвѣтствен¬ 
нымъ  вѣроятностямъ  выигрыша  въ  тб  время,  когда  превращается  игра.  Слѣдовательно, 
рѣшсиіс  вопроса  приводится  къ  опредѣленію  вѣроятности,  что  который  добудь  игрокъ, 
напримѣръ  А ,  выиграетъ;  очевидно,  что  судьба  слѣдпмаго  игрока  зависитъ  отъ  числа  не¬ 
достающихъ  очковъ  х  и  х .  до  л.  Изобразимъ  чрезъ  ух  х>  вѣроятность  выигрыша^для 
игрока  А  пли  его  судьбу.  Если  вообразимъ,  что  съпграиа  слѣдующая  партія,  то  въ  отно¬ 
шеніи  къ  пей  можно  будетъ  сдѣлать  слѣдующія  два  равновозможныя  предположенія:  или 
игрокъ  А  выиграетъ  эту  партію,  и  тогда  судьба  его  обратится  въ  ух  |  Х1;  пли  онъ 
проиграетъ  ее,  и  судьба  его  получить  значеніе  ух  ж»_, .  Такъ  какъ ,  по  предположенію, 
игроки  равпоискустиыс,  то  каждое  цзъ  этихъ  двухъ  событій  равно  вѣроятно;  съ  другой 
стороны,  возможныхъ  случаевъ  только  два,  почему  вѣроятность  каждаго  изъ  событій  равна 
~2~  На  такомъ  основаніи,  соображаясь  съ  изложепиымъ  предъ  спмъ  правиломъ,  получимъ 
Гѵ.  =  (53) 

Вотъ  частное  разностное  уравненіе  1-го  порядка,  опредѣляющее  вѣроятность  ух  х,.  Сверхъ 
того  очевидно  по  смыслу  задачи,  что  игрокъ  А  выигрываетъ  когда  аз  —  0,  а  проигры¬ 
ваетъ  когда  х  ~  0 ;  слѣдовательно,  выраженіе  у0  , ,  для  всѣхъ  положптельпыхъ  значеній 
цѣ.іаго  числа  л ,  будетъ  равняться  единицѣ ;  напротивъ  того,  выраженіе  у,  0 ,  для  цѣіыхъ 
же  положительныхъ  значеній  л,  будетъ  постояшю  равняться  нулю.  При  такихъ  условіяхъ 
приступимъ  къ  интегрированію  уравненія  (53).  Сообразно  съ  способомъ,  изложеннымъ  въ 
ПРИМѢЧАНІИ  ѴЦ  (§  4-),  полагаемъ  ух  х-  —  аих/Зх',  или,  проще,  ух  х,  ^  (Xх /3х' ;  полу- 
■штся  я  ухх-_і  =  ал/Г'-1. 

Слѣдовательно 

-і-  а*/Г~\ 

откуда 


Ежели  подставимъ  эту  величину  »(,  выраженіе  для  ух  х.,  то  получимъ 
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Раз-іагая  потомъ  (р - ^-)  въ  безконечный  рядъ,  найдется 


«  х(х+І)(х+8) 


Г  +  -І- 
со  видѣть,  « 


.  >ѵ = й Г+* ■  /5— ‘ -Т + + 

и  какъ  вообще  Д1*- 1  —  а0 •  —  У0)х— » 

В  буАеТЬ  ,  ,  ,  .  .  *Н4) 

Г,,*'=8=-(ч-'+хго,*'-«"ГН — Тл'у 

Вторя  часть  этой  Формулы  изображаетъ  рядъ  безконечный; 
приведеннаго  выше  условія  у,  0  —  0,  имѣющаго  мѣсто  для  всѣхъ  положительныхъ  зпачсній 
цѣлаго  числа  л,  этотъ  рядъ  оканчивается  па  членѣ,  въ  который  входитъ  у0  , ,  потому  что 
дальнѣйшіе,  какъ  заключающіе  у0  0,  у0і_,,  Т0,—і  п  ПР°Ч-  всѣ  обращаются  въ  пуль.  Дѣй¬ 
ствительно,  положивъ  аз'  =  0,  получимъ  уравненіе 

имѣющее  мѣсто  при  всѣхъ  цѣіыхъ  положительныхъ  значеніяхъ  х, 
вляюніес  безконечное  число  уравненій  первой  степени  для  опредѣлс 
Го, о  >  Го,-, .  Го,-»»  Го,-»---- 

По  виду  этихъ  уравненій,  заключающихъ  во  всѣхъ  своихъ  члепахъ  неизвѣстныя  величины, 
легко  видѣть,  что  всѣ  сіи  послѣднія  равны  пулю;  и  какъ  сверхъ  того  у0 ,,  для  л  цѣ¬ 
лаго  положительнаго,  обращается  въ  едшшцу,  то  судьба  игрока  А,  или  искомая  вѣроятность 
у  .,  окончательно  опредѣштся  Формулою: 

_  I  ,  I  .  а*г-Ц)  I  .  х(»+І)(х+8)  1  I  1. 

Гд.х'  —  2Х  (  2  Т  18  "а*  -Г  4.2.3  •  О»  "Г  1.2.3... (У-І)  2*'-1  ) 

Очевидно,  что  судьба  игрока  В  получится  измѣнивъ  въ  этой  Формулѣ  а:  въ  х ,  о  па-обо- 
рототъ,  или,  проще,  вычтя  ух<х, ,  пзъ  единицы,  такъ  что  ух>>х  —  I — УХіХ». 

Если  бы  игроки  А  а  В  были  исраииоискустны ,  то  изобразивъ  чрезъ  (\  и  г—  I — у 
пхъ  искусство  въ  игрѣ,-  пли  соотвѣтственныя  пхъ  вѣроятности  выиграть  одио  очко  когда 
первому  не  достаетъ  аз,  а  второму  х  очковъ  до  л,  получили  бы,  вмѣсто  равенства  (53), 
слѣдующее  уравнепіе: 


і  слѣдовательно  доста- 


:  7Г.г- 


с+Г Гх,: 


интегралъ  котораго  і 


г.х  =  ^),+«.г+^+...+5И^ 


шс.  Этотъ  пптегралъ  будетъ 

(5і) 


Л 
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Рѣшалъ  еще  вопросъ  о  безобидномъ  дѣлежѣ  для  трехъ  игроковъ.  Положимъ  что 
игрока  А,  В,  С,  искусства  которыхъ  изобразимъ  чрезъ  7,  г  и  д—  і — д — г,  поставили 
въ  игру  по-ровну;  тотъ  изъ  ппхъ,  кто  первый  выиграетъ  извѣстное  число,  напримѣръ  п 
партій  пли  очковъ,  беретъ  всю  ставку.  Съ  общаго  согласія  |они  прекратили  игру  въ  то 
время,  когда  перпому  не  доставало  х  партій,  второму  х',  третьему  х"  партій  до  условлев- 
паго  числа  п.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность,  что  игрокъ  А  первый  выиграетъ 
недостающія  ему  х  очковъ. 

Пусть  будетъ  ухуу  искомая  вѣроятность.  Если  бы  игроки  съпграли  слѣдующую 
партію,  то  могло  бы  случиться,  пли  что  А  выигралъ  бы  ей,  п  тогда  его  судьба  обрати¬ 
лась  бы  въ  УѴ— •  Если  же  выиграетъ  игрокъ  В  пли  С,  то  судьба  игрока  А  будетъ : 
въ  первомъ  случаѣ  Ух^'—іу  >  а  в0  второмъ  У*  *>-.»_,•  Вѣроятности  этихъ  трехъ  пред¬ 
положеній  соотвѣтственно  равны  д,  г,  і.  Слѣдовательно,  на  основаніи  правила,  изложен¬ 
наго  въ  пачалѣ  этого  №,  получимъ  равенство 

Г,,,-,,"  =  ЯГх-іУУ+ПГхУ-іУ+ѴхУУ-і'  (55) 

Для  интегрированія  этого  уравненія  положимъ 

у,„>"  = 

найдется 

з у,у-и/.=^-Г,  г.уу-^Гг”-', 

почему  и  будетъ 

а* /Г у*"  —  + Дах/3І'ух"-‘ , 

П'и  а/Зу  =  ч0у-\-гау-\-іа/3, 


УхУх"  =  ЧтРх+*'ух+х"(0у—гу—з/3)-ж. 

Но  разложеніи  получимъ 

+,'.+І)(.+і)-а,_>^_(гу+ІІД.+  I ' 

или,  замѣнивъ  каждое  произведеніе  вида  /3*у‘  —  а°/3Ау‘  выраженіемъ  уо  і>/, 

=  Ч’  {Го.»., у-НфУ., 

Но,  по  условіямъ  вопроса,  вѣроятность  ухуу  обращается  въ  нуль  когда  х  —  0  или 
х"  =  0,  почему  Ухлу  —  О,  У*,ж  ,о  =  0.  Въ  сиду  этихъ  двухъ  условій  получимъ  уравненія 
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0=уО)Оі,'.+ю(ГГо,— .^"+Ѵ«,ол«''-і)+^Г25  (гѴо,-*У'+2г^'о,-і,х"-і+і*Г 0,0.x"— »)+ •  •  •  • 

0=увіХ.іОЧ-а:(гГо,х'-»,о+Ѵо,х',— і)+^Йг  (г*Уо^-і,о-Ь2гѴо^г'— .,-і+лѴо,х',— 1)+.  •  . . 
которымъ,  какъ  уже  замѣчено  выше,  нельзя  удовлетворить  пиачс,  каь-ь  положивъ  порознь 
уОіОіХ-=0,  ГГ0,_і,х"+Ѵо,оУ'-і=°>  гѴо1-а,*"+2г^го,-.,*,,-і+5,Уо,о^г"-а=0  п  ПР°Ч- 
уОіХ>іО=0,  о-0х'_,,о+  «У0,х',-і = 0 >  гѴвУ-*,о+2гѴо^'-і,-і4-*Ѵо^г',-»=°  п  ПР°Ч- 
Нзпѣпля,  въ  уравненіи  У0іо,х"  —  0 ,  &'  въ  х" — 1 ,  х  — 2  и  проч.  получимъ  послѣдова¬ 
тельно  Го  о  х"_!  —  0,  УО|Оу_а  =  0,. . .,  въ  слѣдствіе  чего  будетъ  и  у0і_,іД."  =  0 ;  замѣ¬ 
няя  въ  этомъ  послѣднемъ  равенствѣ  х"  разпостію  х" — і,  найдемъ  У0,_і ,*"_і  =  0,  и 
слѣдовательпо  у0  _»,*"  =  0,  и  такт,  далѣе.  Подобнымъ  образомъ  найдется  изъ  второй 
строки 

Уо  х— і  о  =  0 ,  у0  х.  —  0 ,  у0  х'_,і0  :  0  и  проч. 

Изъ  этого  усматриваемъ,  что  количества  вида  у0>А>/  {всегда  обращаются  въ  пуль,  когда 
к  пли  I  равенъ  пулю  пли  отрпцатслыюй  велпчппѣ;  поэтому  предъпдушій  рядъ  будетъ 
состоять  изъ  копечпаго  числа  членовъ,  и  если  замѣтимъ,  что  по  усювію  вопроса,  выра¬ 
женіе  у0  х‘  х" ,  Аля  цѣлыхъ  положительныхъ  значеній  х  и  х  ,  равно  единицѣ,  то  увидимъ, 
что  велпчппа  ух,х',х"  приметъ  слѣдующій  видъ: 

=  <Г  { 1-Н<'Ч-»)+ііЙѴ+Зта+*’)+  •  •  ■ )  > 

пли,  что  вей  равпо, 

(г+»У+. .. }.  (56) 

съ  тѣмъ  условіемъ,  чтобы  въ  этомъ  Ьыражспіи  откинули  члены,  въ  которыхъ  степени 
количества  /•  превышаютъ  х' — 1,  а  количества  5,  разность  х  —1. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  тремъ  равнопскустпымъ  игрокамъ  А,  В,  С,  не  достаетъ 
соотвѣтственно  і,  8,  3  очка  для  окончанія  игры;  такъ  какъ  въ  настоящемъ  случаѣ 
имѣемъ  х=\,  х'  —  2,  х"  =  3 ,  д=  /•  =  1—  >  то  искомая  вѣроятность  для  игрока 

А  опредѣлится  Формулою 

У,іМ  =  4- (  і+(г+«)+(г+«)*+(г+»)*+  •  •  •  ) » 

въ  которой  должно  удержать  только  первыя  степени  количества  г,  и  не  выше  квадратовъ 
величины  $.  Такимъ  образомъ  получимъ 

=  4-1 1+М*)+<*™+Л)+»'*  )• 
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По  г  —  .ч—  :  сіѣдоватеоыт 

г,,„ =4-[,+(_4+ 4-)+(2,  т4  +-*г)+3  •т’4']  -■§  • 

Формулу  (56)  весьма  легко  распространить  па  какое  пп  есть  число  пгрокоггь.  Слѣдуя 
изложенному  выше  способу  найдемъ,  что  еслп  1-ому  пгроку  ие  достаетъ  х  очковъ,  2-ому 
а:',  3-с.чу  х",  4-ому  х'"...,  то,  означавъ  пхъ  искусства  въ  игрѣ  соотвѣтственно  чрезъ 
г,  з,  I _ ,  получпмъ 

•  =  У{  «-Ис+Н-И-.  •  -Н-т^й'+'+Ч-.  ••)*+■•  ■ } 

съ  тѣмъ  условіемъ,  чтобы  во  втором  части  этого  уравненія  откинуть  степени  количествъ 
г,  з,  I  . .,  соотвѣтственно  превосходящія  х — 1,  х  — 1,  х  — 1,. .  •  • 

39.  Положимъ  еще,  что  требуется  опредѣлить  судьбу  трока  А ,  который  держитъ 
закладъ,  что  извѣстное  событіе  повторится  не  менѣе  даннаго  числа  разъ  при  опредѣ¬ 
ленномъ  числѣ  испытаній. 

Изобразимъ  чрезъ  х  число  пспытапій,  которыя,  по  условію  игры,  можетъ  произвести 
пгрокъ  А  прп  совершеніи  заклада;  сверхъ  того,  положимъ,  что  для  выигрыша,  ему  не  до¬ 
стаетъ  еще  числа  х  повтореній  благопріятствующаго  событія,  простая  вѣроятность  ко¬ 
тораго,  при  каждомъ  пспытапій,  пусть  будетъ  Означимъ  чрезъ  ухх.  вѣроятность,  что 
А  выиграетъ  закладъ.  Ясно,  что  еслп  при  слѣдующемъ  испытаніи  случится  событіе,  бла¬ 
гопріятствующее  пгроку  //,  то  ух<я>  обратится  въ  ЭѴ-і,*'— і »  а  еС1П  событ'е  не  СЛУ" 
чится,  то  вѣроятность  для  игрока  А  будетъ  Ух— і,*-  •  Вѣроятность  перваго  предположенія 
есть  </,  а  втораго  1— </.  Слѣдовательно 

>■,,,■  =  • 

Для  интегрированія  этого  уравненія  полагаемъ  ухх.  —  «*( ,  и  разностное  уравненіе 
а* 0х'  =  Чах~ЧЗ*-'+(  1— д)«*-‘/?*'. 
шо  откуда  # 

Слѣдовательно 

Но 

почему 

Ух,*-  —  9* {Гх-х>,о+х'(і—Ч)Ул-*'-і,о+  ( 1  —чУу х— у— 1,0+  ■  •  •  }  • 
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Замѣтимъ  теперь,  что  каждая  пзъ  велпчшгъ  У*— о,  У» — *,в »*  *  *  І!ОГ'*а  П0РВЬШ 
указатель  есть  чпс-іо  положптс-іьное  илп  пуль,  равна  едпнпцѣ,  ибо  оиа  выражаетъ  вѣроят¬ 
ность  выпграть  закладъ,  уже  выигранный.  Сверхъ  того,  легко  видѣть,  что  предъпдушііі 
рядъ  должно  остановить  па  члепѣ,  заключающемъ  величину  ах~г'~І-х~х'у-=а°-=:у0/) ,  по¬ 
тому  что  дальнѣйшіе  члены,  имѣющіе  видъ  у_,)0 ,  всѣ  равны  пулю.  Дѣйствительно,  поло¬ 
живъ  х=0  въ  предыдущемъ  выраженіи  для  уху  ,  и  замѣтивъ,  что  по  условію  вопроса 
величина  у  х> ,  Ала  х'>0,  обращается  въ  пуль,  получпмъ 

О^У—х-.о+я  •У-^г'— і,о -С1 — ЧУ\~ х'-а.о •  ~ 9),-Ь  •  • 

Уравненію  такого  впда,  какъ  мы  уже  замѣтили  въ  предыдущемъ  №,  нельзя  удовлетворить 

_ ѵ  ,  — 0  ѵ  '  —  0,  у  =  О  и  проч.  Слѣдова- 

пначе,  какъ  положивъ  порознь  У—х\0  —  У—х— і,о —  >  л— х  — а, о  і 

телыю,  рядъ,  выражающій  искомую  вѣроятность  уху ,  будетъ 

Если  бы,  папрпзіѣръ,  желали  найти  вѣроятность,  что  одио  пзъ  двухъ  равновозможпыхъ 
событій  повторится  по  менѣе  трехъ  разъ  въ  шесть  пспытапій,  то  имѣли  бы  а:  =6, 
х'  =  з,  д  —  — ;  слѣдоватс.іьпо,  по  Формулѣ  (57)  получпш  бы  тотчасъ 

Ув.»  =  3  "*  *"0'«г-^Т^з-2г]  =  за" 

Эта  самая  велпчппа  вѣроятности  нашлась  бы  п  посредствомъ  Формулы  (8)  [ГЛАВА  I], 
въ  которой  слѣдовало  бы  положить  а  =  1,  6=1,  т  =  6,  т  п  =  3,  то  есть  п  3. 
Дѣйствительно,  Формула  (8)  доставитъ 


40.  Въ  №  33  предыдущей  статьи  мы  говорит  объ  раздѣлѣ  ставки  между  игроками, 
когда  сроісъ  окончанія  игры,  по  самому  ел  свойству,  остается  неопредѣленнымъ.  Рѣшеніе 
этой  задачи,  въ  общемъ  ея  впдѣ,  представляло  пе  малыя  затрудненія  прп  первыхъ  попыт¬ 
кахъ.  Предметомъ  этпмъ  занимались  Мон.» ортъ,  Бернулли  п  Моаоръ;  по  Лапласъ  а  Ла¬ 
гранжъ  первые  предложили  полное  рѣшеніе  задачи,  о  которой  говоримъ.  Въ  упоминаемомъ  № 
мы  предложит  вопросъ  въ  слѣдующемъ  впдѣ:  два  игрока  положили  въ  пгру  пб-роппу ,  п, 
полная  ставка  должна  достаться  тому  пзъ  нпхъ,  кто  выиграетъ  у  протпвппка  опредѣленное 
напередъ  число  липшихъ  партій.  До  окончанія  игры  игроки  соглашаются  разонтпсь;  спра¬ 
шивается,  какую  часть  ставки  долженъ  получить  каждый  игрокъ,  предполагая  извѣстнымъ 
избытокъ  чпела  выпграппыхъ  однимъ  игрокомъ  партій  передъ  другимъ.  Тамъ  же  мы 
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видѣли,  что  рѣшеніе  этого  вопроса  проводится  непосредственно  къ  опредѣленію  вѣроят¬ 
ности,  что  слѣдпмый  игрокъ  выиграетъ  всю  ставку.  Слѣдовательно,  задача  состоитъ  въ 
опредѣленіи  этой  вѣроятности. 

Вопросъ,  при  неопредѣленномъ  срокѣ  окончанія  игры,  предлагаютъ  обыкновенно  въ 
слѣдующемъ  видѣ,  который,  въ  сушпостп,  не  отличается  отъ  выше  предложеннаго,  но 
нѣсколько  общее  тѣмъ,  что  число  партій  ограішчпвается. 

Два  игрока  А  а  В,  соотвѣтственныя  искусства  которыхъ  изобразимъ  чрезъ  р  и 
1 — р,  имѣютъ:  первый,  а  жетоновъ,  а  второй,  Ь  жетоновъ,  и  играютъ  въ  какую  либо 
игру  па  слѣдующемъ  ус.\овіи:  когда  А  проигрываетъ  партію,  то  даетъ  одинъ  жетонъ 
игроку  В,  который,  ев  свою  очередь,  въ  случаѣ  проигрыша,  партіи,  дастъ  жетонъ 
своему  противнику  А.  Игра  оканчивается  тогда  томно,  когда  одинъ  изъ  игроковъ 
проиграетъ  всѣ  свои  жетоны.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность,  что  игрокъ 
А  выиграетъ  всѣ  жетоны  у  игрока  В,  предполагая  что  чис.іо  съигранныхъ  партій  не 
можетъ  превзойти  ус.іовлснпаіо  напередъ  числа  п. 

Положимъ,  что  пгра  разсматривается  въ  то  время,  когда  игроку  А  пс  достаетъ  х  же¬ 
тоновъ  для  выигрыша,  между  тѣмъ  какъ  остается  съпграть  I  партій  до  условленнаго  наи¬ 
большаго  числа  п  партій.  Пусть  будетъ  ух  (  судьба  игрока  А  въ  разсматриваемое  время. 
Чтобы  составить  уравпепіе,  опредѣляющее  у  , ,  положимъ  что  съпграпа  еще  одна  партія; 
если  ее  выиграетъ  игрокъ  А,  то  его  судьба  обратится  въ  уЛ_,  м ,  а  если  В,  то  судьба 
игрока  А  будетъ  ух+І .  Вѣроятность  перваго  предположенія  равна  р,  а  втораго, 
9=1  —р.  Слѣдовательно 

Г,,,  =  1>Гл-м-,+?Г,+ѵ-і.  (58) 

Отъ  интегрированія  этого  уравненія  въ  частныхъ  разностяхъ,  [2-го  порядка  относительно 
х,  зависитъ  рѣшеніе  занимающаго  насъ  вопроса.  Сверхъ  того,  къ  уравненію  (58)  должно 
присовокупить  еще  условія 

у0>1  =  1  для  1  =  О,  I,  2,  3  и  проч. ) 

ух>0  =0  для  х  =  1 ,  2,  3,  4  и  проч. ) 

которыя  суть  непосредственныя  слѣдствія  самыхъ  требованій  задачи. 

Для  интегрированія  уравненія  (58)  положимъ 

Ух, г  = 

получимъ 

о*/?  =  рсГ-1р-1+ч<Г+1р-1, 


(53) 


?  =  р+««*. 


Р  =  -т-  +  Я“  =  Р«_,+9“- 
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Слѣдовательно 

(3*  ~  р,ц~,-Нр,~‘9ц~~<+М~  д  р'~2 9*и~~/+4Ч-.  •  •  • 

и  наконецъ  ух<1  =  «*/?'=р'«х-'+  1р'~‘  9“х-<+1 4-  р,_ Ѵ«х-,+ *+ - 

Замѣняя  выраженія  вида  а'  =  а7*°  величиною  у,>0,  найдется 

Ух, г  —  Р‘Ух-1,0 + 1Р‘~1(1Ух-і+і, о+  о+ -  (60) 

Въ  слѣдствіе  втораго  изъ  условій  (59)  въ  этомъ  ряду  должно  будетъ  откинуть  всѣ 
члены,  начиная  съ  того,  въ  которомъ  указатель  х—1+2к  выраженія  уѴ-н-іА.о  будетъ  по¬ 
ложительный.  Слѣдовательно  число  членовъ  въ  рту  (60)  будетъ  ограничено.  Для  опре¬ 
дѣленія  же  величинъ  ух__І0,  ух^_І+гі0 , _ съ  отрицательными  указателями,  стоитъ  только 

въ  уравненіи  (60)  положить  х  =  0;  въ  силу  перваго  изъ  условій  (59)  получимъ  у0)/  =  1 
д,я  какихъ  пи  есть  цѣлыхъ  положительныхъ  значеніи  числа  1,  включая  сюда  и  значеніе 
1  =  0.  II  такъ 

I  =  р'У-,,0+  <р'_,9У-/+.,о+  ^  />'-19Ѵ-,+.,о+ 

Полагая  послѣдовательно  1=1,  2,  3,  «к  . и  иаб.іюдая  что  у0і0  =  1,  получимъ 

*  =  РУ— 1,0 
1  =  рѴ-*,о+2Р9 

1  =  Р*У-М+3Р*9Г-  і.о  —  Р*Г-*,0+3Р9 
1  =  р'Г-,,о+Ѵ93г-ч1о+6Р19*  =  Р'У-г.о+ЬРЧ—Яр'я* 

откуда  РУ—  і,о  ==  * 

РѴ-*,  о  =  1“2 РЧ 
Р*У-  *.о  =  *— 3 РЧ 
р‘У-,,о  =  *Р9+2рУ 

р‘У-,,о  =  1— 5рд+5рѴ 


і  вообще,  [ПРИМѢЧАНІЕ  VIII], 

^=«-.н+?г-л^-*жам 


(еі) 


Формулы  (60)  и  (61)  заключаютъ  полпос  рѣшеніе  занимающей  пасъ  задачи.  Чтобы 
пояснить  ихъ  употребленіе,  сдѣлаемъ  чпелепное  приложеніе.  Положимъ,  что  въ  началѣ 
игры  у  игрока  А,  2  жетона,  а  у  В,  3  жетона;  наибольшее  число  партіи  п=7.  Иско¬ 
мая  судьба  игрока  А,  въ  началѣ  игры,  очевидно  выразится  чрезъ  у,і7.  II  такъ,  иаблюдая 
что  х  =  3,  1=7,  получимъ,  въ  силу  Формулы  (60), 
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г„  =  р’г-.,,+Ѵчу-,,  о+Я'Р’іѴ.,.- 

•  Формулы  (61)  имѣемъ 

Го.о  ='і 

_  І-Ърч 


Г-2,0 


_!  *-Ѵу+»А*  . 


с.іѣдоватс.іьао 

у4>7  =  р*(і— 4рд4-2РѴ)+Ѵ?(*— 2Р9)+2,РѴ  =  Р*+Зр‘д+9рѴ- 
Измѣнивъ  р  въ  9,  и  па-оборотъ,  найдемъ  посредствомъ  тѣхъ  же  Формулъ  (60)  п  (61) 
судьбу  у7 ,  игрока  В ;  опа  будетъ 

у1і7  =  дЧі— 5г/рЦ-5<гУ)4-793/>(1— 37/>)+21дУ  =  ч%+2ч'Ір-\-5Чу. 

Сумма  у3  7+У2  7  паидеппыхъ  двухъ  частныхъ  вѣроятностей  изобразитъ  вѣроятность,  что 
разсматриваемая  игра  будетъ  выпграпа  въ  7  партій.  Замѣнивъ  і]  разностію  I  —  р,  иай- 
дстся  по  сокращеніи 

уа ,4-у1|7  ~  1 — 1  Зр*-)-31р4 — 14р5 — ІЗр'Ц-Эр’ 

=  1— І3р*(і— р)4— 2  Ір4(1  —  р)*+Р5( » — />)*  • 

Послѣдній  члепъ  р5(1 — р)г  изображаетъ  вѣроятность,  что  разсматриваемая  пгра  будетъ 
выиграна  обоими  игроками,  чтб  можетъ  случиться  только  одниэгь  образомъ,  пмеппо,  ког.іа 
игрокъ  В  выиграетъ  первыя  двѣ  партіи,  а  игрокъ  А  слѣдующія  пять.  Слѣдовательно, 
количество  р!(1 — р)1  войдетъ  вдвойнѣ  въ  выраженіе  у3  7-(-уа|7 .  Если  же  ус-іовимся  счи¬ 
тать  игру  оконченною,  когда  одіщъ  изъ  игроковъ  выиграетъ,  то  членъ  р5(1 — р)*  должно 
будетъ  откинуть,  и  вѣроятность,  что  А  или  В,  безразлично,  выиграетъ  пгру,  опредѣлится 
Формулою  1  —  13р*(1 — р)* — 21р*(1 — р)3. 

Способы,  которыхъ  мы  придерживались  въ  послѣднихъ  нумерахъ  этой  Главы  для  ин¬ 
тегрированія  уравненій  въ  конечныхъ  разностяхъ,  были  предложены  Лагранжемъ  въ  об- 
шприомъ  Разсужденіи,  пздаииомъ  имъ  подъ  заглавіемъ:  Ііссііегсіісз  $иг  Іез  зиііез  гесиг- 
гепіез *)  и  проч.  Отсылаемъ  пашпхъ  читателей  къ  этому  Трактату;  въ  немъ  найдутъ  опп 
подробное  изложеніе  какъ  самой  теоріи  разностныхъ  уравненій,  такъ  и  приложеніе  ея  къ 
рѣшенію  многихъ  любопытныхъ  вопросовъ  изъ  Анализа  Вѣроятностей.  Впрочемъ,  нѣко¬ 
торыя  подробности  вообще  объ  интегрированіи  уравненіи  въ  конечныхъ  разностяхъ,  помѣ¬ 
щены  въ  коицѣ  этой  книги  въ  ПРИМѢЧАНІИ  VII  на  которое  мы  уже  ссылались  въ 


ой  статьѣ. 
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ГЛАВ  А  ГѴ. 

О  НРАВСТВЕННОМЪ  ОЖИДАНІИ. 

«.  Въ  предмете»  Главѣ  »ы  изложили  съ  мзножиою  подробностію  условія  матсма- 
тивесваго  равенства  пли  безобидности  всякаго  рода  Игорь.  Правило,  предложенное  для 
достиженіи  атого  равенства,  до.іжпо  светать  въ  ив.гаоіі  мѣрѣ  «мы»  в  удовлетворитель¬ 
нымъ  пи  крайней  мѣрѣ  въ  отвлеченномъ,  математическомъ  смыслѣ.  Но,  въ  орплѣііеиіяѵь 
с  войтъ  ь-ь  вопросамъ  иль  общежитія,  которые  представляютъ  обстоятельства,  зависящія 
огь  нравственныхъ  отпошсі.Ш  ліщъ,  причастныхъ  въ  вопросу,  спи  порѣдво  приводитъ  иъ 
недоумѣніямъ  и,  даже,  къ  иажущииси  противорѣчіямъ.  Подобныя  пссообразиости ,  чаще 
всего  ие  легко  могутъ  быть  объяснены  посредствомъ  соображеній,  основанныхъ  на  раз- 
снатрпвапіп  одного  только  математическаго  ожиданіи.  Филосооы-матсмативи,  имѣя  иъ  «иду 
по  возможности  подчинить  математическому  анализу  и  тѣ  вопросы,  въ  которыхъ  надлежитъ 
принимать  въ  расчетъ  относительное  имущество  лицъ  и  нравственныя  ихъ  отношенія,  при¬ 
думали  ввести  въ  Исчисленіе  Вѣроятностей,  сверхъ  математическаго  ожиданія,  еще  другую 
мѣру  выгоды,  п  назвали  се  вь подою  нравственною  пли  нравственнымъ  ожиданіемъ.  Чтобы 
объяснить  вразумительнѣе  навит,  образомъ  рождается  зто  повое  понятіе,  разберемъ  нѣ¬ 
которые  весьма  простые  случае.  Играютъ  въ  большую  пгру,  математически  ранную,  на- 
промѣръ  въ  вистъ.  Нѣтъ  никакого  сомпѣпія,  что  благоразумный  человѣкъ,  имѣющій 
небольшое  состояніе,  откажется  отъ  этой  игры,  несмотря  на  т 6,  что  охотно  играетъ  въ 
умѣрсииуіо.  Между  тѣмъ  его  математическое  ожиданіе  точно  такое  же,  какъ  и  для  дру¬ 
гихъ  игроковъ,  предполагая  что  всѣ  равно  пскустны.  Положимъ  еще:  богатый  человѣкъ 
предлагаетъ  бѣдному  держать  значительный  закладъ,  равный  для  обѣихъ  сторонъ,  что 
вынутая  па-удачу  карта  пэт,  полной  колоды  будетъ  красная.  Разсудительный  человѣкъ, 
разумѣется,  откажется  отъ  такого  заклада,  хотя  условіе  безобидно,  п  слѣдовательно  мате- 
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матпческос  ояшдапіс  обоихъ  закладчиковъ  одинаково.  Бюффонъ,  въ  своемъ  Еиаі  А'А- 
гНктсНцие  тогаіе,  съ  краспорѣчпвою  простотою  попаза.іъ  разительное  от.іпчіс  между  од¬ 
ною  п  тою  же  выгодой,  ожидаемой  прп  различныхъ  обстоятельствахъ.  Мы  проводомъ  соб¬ 
ственныя  его  слова ,  которыя  рѣзкими  чертами  отдѣлаютъ  математическое  ожиданіе  отъ 
нравственнаго. 

«Скупецъ  похожъ  на  математика;  тотъ  о  другой  цѣнятъ  деньги  но  внутреннем}’  охъ 
достоинству;  разсудительный  же  человѣкъ  не  разбираетъ,  какова  охъ  условленная  цѣн¬ 
ность,  а  водитъ  только  выгоды,  которыя  можсть  извлечь  изъ  пихъ.  Опъ  разсуждаетъ 
основательнѣе  скупца,  п  чувствуетъ  лучше  математика.  Эфпмокъ,  отложенный  бѣднымъ 
для  внесенія  законной  повпппостп,  и  эфпмокъ,  дополняющій  мѣшки  откушинка,  въ  глазахъ 
скупца  о  математика,  имѣютъ  одинаковую  цѣнность:  первый  проспоотъ  себѣ  каждый  изъ 
нпхъ  съ  равнымъ  наслажденіемъ,  второй,  будетъ  считать  охъ  двумя  равпымо  сдоноцамо; 
между  тѣмъ,  человѣкъ  разсудительный  оцѣнитъ  въ  золотую  монету  эфпмокъ  бѣднаго,  а  въ 
денежку,  эфпмокъ  откупщика.» 

Не  подлежитъ  никакому  сомнѣнію,  что  нравственное,  внутреннее  довольство,  доставляе¬ 
мое  намъ  какою  дпбо  математическою  выгодою,  не  пропорціонально  мѣрѣ  этой  выгоды,  а 
зависитъ  какъ  отъ  сей  послѣдней,  такъ  и  отъ  множества  почти  неуловимыхъ  обстоя¬ 
тельствъ  и  отъ  нашихъ  личныхъ  отиошеиііі.  Дѣйствительно ,  нельзя  не  согласиться,  что 
незначительная  для  богача  сумма,  можетъ  быть  сокровищемъ  для  нищаго;  поэтому-то  и 
необходимо  отличать  безусловную  илп  абсолютную  величину  какого  либо  имущества  отъ 
его  относительной  величины.  Первая  не  зависитъ  отъ  обстоятельствъ  лица,  обладающаго 
этимъ  имуществомъ  пли  ожидающимъ  его,  а  вторая,  напротивъ,  подчинена  симъ  обстоя¬ 
тельствамъ  во  всѣхъ  отношеніяхъ.  Но  изъ  всѣхъ  данныхъ,  которыя  слѣдуетъ  принимать 
въ  расчётъ  прп  опредѣленіи  нравственнаго  ожиданія,  г.іавиая,  вообще,  есть  математическая 
выгода,  пли,  просто,  физическое  имущество. 

42.  Разнообразіе  обстоятельствъ,  которыя  слѣдовало  бы  принимать  въ  расчётъ  для 
точнаго  опредѣленія  нравственнаго  ожиданія,  дѣлаетъ  это  опредѣленіе  совершенно  невоз¬ 
можнымъ,  по  крайней  мѣрѣ  въ  строгомъ  смыслѣ.  Поэтому  довольствуются  ипотезами,  со¬ 
гласующимися  въ  главныхъ  чертахъ  своихъ  съ  оиытомъ  и  указаніями  здраваго  разсудка. 
Знаменитый  Бюффонъ,  въ  своемъ  Еиаі  А'АгіІІішсііі/ис  тогаіе,  разсматриваетъ  этотъ  пред¬ 
метъ  съ  слѣдующей  точки:  онъ  предполагаетъ,  что  два  человѣка,  имѣющіе  равныя  состо¬ 
янія,  напримѣръ,  каждый  но  100  тысячъ  рублей,  играютъ  въ  кости  на  половину  своего 
имущества,  то  есть  па  50  тысячъ  рублен.  Очевидно,  что  выигрывающій  увеличитъ  свое 
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состояніе  одною  третью,  ибо  опъ  будетъ  имѣть  150  т.  рублен  вмѣсто  100  т.;  состояніе 
же  проигравшаго  уменьшится  половпною,  потому  что  у  него  отъ  100  т.  рублей  останется 
только  50  т.  рублей.  II  такъ,  по  окончаніи  игры,  имущество  одного  изъ  игроковъ  уве¬ 
личится  одною  третью,  а  другаго,  напротивъ  того,  уменьшится  половиною :  слѣдова- 
тсльио  въ  этомъ  смыслѣ,  проигрышъ  будетъ. превышать  выигрышъ  одною  шестой,  ибо 


_* _ Изъ  этого  Бюффонъ  заключилъ,  что  игра,  по  сущности  своей,  пред- 

2  3—0 

ставляетъ  невыгоду  для  игроковъ,  и  слѣдовательно,  что  она  основана  на  ложномъ  пачалѣ. 

Еще  разптсльпѣе  прпмѣръ  двухъ  игроковъ,  имѣющихъ  одинаковыя  состоянія,  и  кото¬ 
рые  играютъ  на  всё  свое  имущество.  Выигравшій  удвоитъ  свое  состояніе,  а  проиграв¬ 
шій,  потеряетъ  всё.  Какая  же  тутъ  соразмѣрность  между  проигрышемъ  п  выигрышемъ? 
Правда,  выигрышъ  доставитъ  одному  игроку  средства  жить  въ  бблыпенъ  довольствѣ  не¬ 
жели  прежде,  по  за  тб  проигрышъ  сдѣлаетъ  другаго  пищимъ. 

Бюффонъ  допускаетъ,  что  мѣра  важности  какой  либо  суммы,  присовокупляемой  къ  дан¬ 
ному  капиталу,  или,  какъ  мы  условимся  называть,  мѣра  нравственной  выгоды,  опредѣ¬ 
ляется  отношеніемъ  этой  суммы  къ  самому  капиталу.  Пусть  будетъ  //  капиталъ  пли  Фи¬ 
зическое  имущество,  а  ожидаемое  приращеніе  этого  капитала.  Нравственная  выгода, 


относящаяся  къ  суммѣ  а,  выразится:  при  потерѣ  ея  дробью  а  въ  случаѣ  пріобрѣ¬ 
тенія,  дробью  Разиость  сихъ  двухъ  значепііі  будетъ 

~А  —  л+а  =  Л^+«) ' 

Въ  первомъ  изъ  приведенныхъ  сеіі-часъ  промѣровъ  имѣло  А  —  100  тыс.,  а  —  50  тыс.; 
слѣдовательно  разность,  о  которой  говорится,  равна  — »  каігь  п  было  иаіідепо  выше. 

43.  Даніилъ  Бернулли  предложилъ  другую  ппотезу,  которая  однакожъ  имѣетъ  близ¬ 
кое  сходство  съ  Бюффоповой.  Бернулли  предполагаетъ,  что  ожидаемое  приращеніе  Физи¬ 
ческаго  имущества  разложено  на  дифференціальные  элементы,  п  допускаетъ  потомъ,  что 
безконечно  малое  нрирашеніе  нравствсшюй  выгоды,  соотвѣтствующее  какому  нп  есть 
элементу  Физическаго  имущества ,  прямо  пропорціонально  абсолютной  величинѣ  этого  эле¬ 
мента,  и  обратно  —  первоначальному  имуществу,  увеличенному  суммою  всѣхъ  элементовъ 
предшествовавшихъ  тому ,  который  принимается  въ  соображеніе.  На  такомъ  основаніи, 
изобразивъ  чрезъ  Ах  безконечно  малое  прпрашеніе  Физическаго  имущества  х,  а  чрезъ  Ау 
соотвѣтственное  прпрашеніе  нравственной  выгоды,  будемъ  имѣть 
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разумѣя  подъ  к  постоянный  положительный  коэффиціентъ.  Интегрируя  это  уравненіе, 
получимъ 

у  =  А  1о^.сс-+-1о(?.Л)  (62) 

гдѣ  к  изображаетъ  постолппое  количество ,  которое  опредѣіптся  по  пзвъетпой  величинѣ 
у,  соотвѣтствующей  данному  же  значенію  х. 

Должпо  замѣтить,  что  па  основаніи  такого  опредѣленія,  которое  безъ  сомнѣнія  под¬ 
вержено  большому  произволу,  величппы  х  и  у  пе  допускаютъ  значеній  равныхъ  пулю  пли 
отрицательныхъ;  это  противорѣчпло  бы  здравому  понятію  о  вещахъ.  Дѣйствительно,  если 
примемъ  даже,  что  существуетъ  человѣкъ,  въ  строгомъ  смыслѣ  лпшеппый  всякаго  иму¬ 
щества,  то  и  ему,  самое  его  существованіе  доставляетъ  уже  нѣкоторое  нравственное  до¬ 
вольство,  равное  по  крайней  мѣрѣ  цѣнности  средствъ,  необходимыхъ  для  поддержанія 
жпзпи.  Этотъ  самый  человѣкъ,  говорить  Лапласъ,  конечно  не  согласился  бы  взять  еди- 
повремеппо  незначительную  сумму,  напримѣръ  сто  рублей,  съ  условіемъ,  чтобы  истративъ 
её,  рѣшительно  отказаться  отъ  всякихъ  средствъ  къ  пропитанію. 

Формула  (62)  выражаетъ  мѣру  правствеппой  выгоды,  предложенную  Даніиломъ  Бер¬ 
нулли;  она  до  сихъ  поръ  допускается  почти  всѣми  математиками.  Несмотря  на  нео¬ 
предѣленность  постоянныхъ  величинъ  к  и  /і,  эта  Формула,  въ  приложеніяхъ  своихъ  къ 
различнымъ  вопросамъ  изъ  Аиалпза  Вѣроятностей,  приводитъ  къ  результатамъ  полезнымъ, 
согласующимся  съ  указаніями  здраваго  разсудка.  Чтобы  показать  это  па  примѣрѣ,  при¬ 
ложимъ  Формулу  Бернулли  ігь  застрахованіпмъ.  Но,  прежде,  покажемъ  какимъ  образомъ 
опредѣляется  нравственная  выгода  лица,  ожидающаго  нѣсколькихъ  событій,  съ  появленіемъ 
которыхъ  сопряжсим  для  него  барыши  и  убытки. 

Пусть  будетъ  а  Физическое  имущество  лица,  а  а,  /9,  у. . .  ожидаемыя  имъ  прира¬ 
щенія  капитала  а.  Тѣ  изъ  величинъ  а,  /3 ,  у...,  которыя  соотвѣтствуютъ  потерямъ, 
условимся  принимать  съ  отрицательными  знаками.  Изобразимъ  также  чрезъ  р,  д,  г... 
соотвѣтственныя  вѣроятности  прпращеиій  а,  /3,  у...,  и  положимъ  р+д+г-К . .  =  I. 
По  условіямъ  вопроса,  ожидаемыя  или  нравственныя  имущества  лица  могутъ  быть  соот¬ 
вѣтственно 

к  1о§;.(а+а)+  1од./і ,  к  1о[».(а-4-/3)-|-  Іо&.А ,  к  Іор.(а-4-у)-|-  Іод.Л, . . . 

Помноживъ  эти  величины  по  порядку  па  р,  д,  г. . .,  получимъ  частныя  правственпыя  ожи¬ 
данія,  сумма  которыхъ  будетъ  ’равиа  полному  нравственному  ожпдапію.  Означивъ  сіе 
послѣднее  чрезъ  V,  найдется 

Г  =  А[р1од\(а-)-а)+д1о§-.(  а-)-  /9)4-  Но^.(а+у)4- . .  .]+(Р+?+г+*  •  -)1оБ-Л» 
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пли  Г  =  к  ІО&.  { («+аУ(а-Н8)’(а+у)г . . .  } 

Изобразимъ  чрезъ  X,  Физическое  имущество,  соотвѣтствующее  нравственному  V;  будетъ 
V  =  к  Іо&.Х+-1о|».Л, 

и  слѣдовательно 

X  =  {а-*г«У{а+т*+г)г  •  •  •  (63) 

Вычтя  изъ  второй  части  этого  уравненія  первоначальное  имущество  а ,  получимъ  тб  при¬ 
ращеніе  Физическаго  имущества,  непосредственное  обладаніе  которымъ  доставило  бы  лицу 
одинаковое  нравственное  довольство ,  какъ  п  надежда  получить  выгоды  а ,  /9,  у . . .  Изъ 
сказаннаго  въ  предъпдущей  Главѣ  слѣдуетъ,  что  математическая  выгода,  въ  разсматри¬ 
ваемомъ  случаѣ,  выразится  суммою 

рв+чР+'ѵЛ- - 

Изъ  Формулы  (63)  можно  извлечь  примѣчательныя  слѣдствія,  относящіяся  къ  певыгодѣ 
пгоръ,  лотерей,  закладовъ  и  другихъ  оборотовъ,  зависящихъ  отъ  случайностей ,  и  предпо¬ 
лагаемыхъ  математически  рапными.  Также,  можно  доказать,  что  менѣе  невыгодно  под¬ 
вергать  имущество  свое  по  частямъ  такимъ  опасностямъ,  которыя  пе  зависятъ  однѣ  отъ 
другихъ,  чѣмъ  въ  цѣлости  одпой  опасности.  Изъ  той  же  Формулы  легко  заключить  объ 
обоюдной  выгодѣ  застрахованы ,  при  извѣстной,  опредѣленной  вычисленіемъ  преміи.  Мы 
предложимъ  здѣсь  доказательство  только  послѣдней  истины,  предоставляя  себѣ  заняться 
другими  въ  слѣдующемъ  нумерѣ,  и  па  основаніи  болѣе  общей  Формулы,  которую  выведемъ  ниже. 

Для  ббльшей  ясности  положимъ,  что  лицо  А  застраховываетъ  отъ  какой  либо  опас¬ 
ности  какъ  то  отъ  огня,  града,  кораблекрушенія  и  т.  и.  часть  а  полнаго  своего  иму¬ 
щества,  которое  изобразимъ  чрезъ  1-)-в,  Пусть  будетъ  р  вѣроятность,  что  и  уцѣлѣстъ 
отъ  опасности,  и  слѣдовательно  1—  р  вѣроятность  утраты  а.  Для  математическаго  ра¬ 
венства  застрахованы,  А  долженъ  заплатить  Обществу  премію,  равную  (1—  />)«.  Теперь 
мы  покажемъ  что  заплативъ  даже  болѣе  (1 — р)и,  А  можетъ  еще  имѣть  выгоду  нравствен¬ 
ную,  между  тѣмъ  какъ  Страховое  Общество  получитъ  тѣмъ  болѣе  вѣрную  прибыль,  чѣмъ 
кругъ  его  дѣйствій  будетъ  обшпрпѣе.  Для  этого  замѣтимъ,  что  сумма 

р[к  1ое.(1-Ь«)+Іое.А]-Ь(1— *»)[/с  Іо^.1 4-Іо^.Л]  =  рк  іо&.(1-Н)+1о*/і 

изобразитъ  нравственное  ожиданіе  лица  А  до  застрахованы  части  а,  а  выраженіе 
к  1о|*.(  I  -\-ра)-\-іар.к 

опредѣлитъ  его  нравственную  выгоду  въ  случаѣ  застрахованы.  Но  ясно,  что 

к  іоб.(і+И-Нов;.А  >  рк  іое-О-И-Мое-А, 


ибо,  по  сокращеніи,  получимъ  неравен 


Н* 
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Іо&.(*  +Р«)>р1ое;.(И-«), 

которое  дѣлается  очевиднымъ' изобразивъ  его  въ  видѣ 

Г“*Ё-  г"^_. 

І0  1-4 -ра  ^  ^0  І+а  ’ 

и  въ  самомъ  дѣлѣ,  каждый  изъ  элементовъ  дроби  будетъ  болѣе  соотвѣтственныхъ 

элементовъ  другой  дроби  »  по  причинѣ  1+а  >  \-\-ра;  слѣдовательно  и  значеніе  са¬ 
маго  интеграла  /  >  какъ  состоящаго  изъ  элементовъ  бблынпхъ  нежели  въ  пптегралѣ 

/‘ І~‘  ,  превзойдетъ  величииу  сего  послѣдняго.  Отсюда  заключаемъ,  что  отдаваніс  на 
страхъ  по  преміи,  опредѣляемой  правиломъ  математическаго  равенства  игры ,  выгодно  для 
застрахователя,  потому  что  оно  увеличиваетъ  его  нравственное  ожиданіе.  Посмотримъ 
еще,  сколько  застрахователь ,  сверхъ  бозобпдиой  преміи  (1—р)и,  можетъ  заплатить  Стра¬ 
ховому  Обществу  при  условіи,  чтобъ  застрахована  не  уменьшило  п  не  увеличило  нрав¬ 
ственной  его  выгоды.  Изобразимъ  чрезъ  г  этотъ  избытокъ.  Въ  такомъ  случаѣ,  первое 
изъ  двухъ  выраженій 

кр  І0{у.(  1  -4-а)4-1од./і ,  к  Іод.(1— =4  ри)- Ио&./і 
изобразитъ  нравстосннос  ожиданіе  лица  А  до  застраховаиія  части  и  полнаго  имущества 
1 4“  >  я  второе-,  напротивъ  того  ,  когда  застрахуетъ  и ,  заплативъ  премію ,  равную 
(I — р)и-\-г.  Чтобы  нравственная  выгода  лица  А  не  измѣнилась  чрезъ  отдаваніе  на 
страхъ,  предъпдущія  два  выраженія  должны  быть  равны  между  собою.  Отсюда 
ріод.^а)  =  Іо^.(1  -  і+ри),  или  г  =  І4-р«— (14-иу. 

Вотъ  предѣлъ  прибавочной  преміи  къ  той,  которая  опредѣляется  безобидностію  математи¬ 
ческою.  Если  прибавочная  премія,  платимая  Страховому  Обществу,  то  есть  величина  г, 
будетъ  менѣе  иайдсииаго  количества  і+ра—(1-\-и)р,  то,  при  многочисленныхъ  оборо¬ 
тахъ,  Общество  будетъ  имѣть  вѣрпыс  барыши,  п,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  застрахователи  вы¬ 
играютъ  со  стороны  нравственной  выгоды.  Эта  истина,  о  которой  будетъ  подробнѣе  из¬ 
ложено  въ  Главѣ  IX,  обнаруживаетъ  несомнѣнную  пользу  Страховыхъ  Учрежденій.  ) 

44.  Въ  предъпдущемъ  №  мы  упомянули  объ  одпой  Формулѣ,  выражающей  мѣру  нрав¬ 
ственнаго  ожиданія,  и  болѣе  удовлетворительной  со  стороны  своей  всеобщности,  когда 
не  принимаемъ  въ  сообрая;спіс  тѣхъ  многоразличныхъ  обстоятельствъ,  которыя  могутъ 
встрѣтиться  при  сравненіи  нравственнаго  положенія  лицъ,  ояшдающпхъ  какой  либо  вы¬ 
годы.  Условимся  принимать  за  мѣру  нравственной  выгоды  произвольную  Функцію  <р  Физи¬ 
ческаго  имущества  х ,  ограничивая  произвольность  этой  Функціи  ір(х)  тремя  только 
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условіями:  1°  чтобы  эта  Функція  р(х)  была  непрерывна  между  предѣлами,  заключающими 
разсматриваемыя  значенія  Физическаго  имущества  х\  2Э  чтобы,  между  тѣми  же  предѣлами, 
съ  возрастаніемъ  Физическаго  имущества  х,  нравственная  выгода  ср(х)  также  получала  при¬ 
ращеніе,  и  Зэ  чтобы  это  нрирашепіе  уменьшалось  по  мѣрѣ  увеличенія  Физическаго  иму¬ 
щества.  Весьма  естественно  допустить  непрерывность  Функціи  <р(х)  когда  примемъ  въ 
соображеніе,  что  въ  мірѣ  нравственномъ,  какъ  и  въ  Физическомъ,  всё  подчинено  закоиу 
постепенности.  Что  же  касается  до  остальныхъ  двухъ  условій,  то  они  совершенно  согла¬ 
суются  съ  нашими  понятіями  объ  разсматриваемомъ  предметѣ,  п  подтверждаются  ежеднев¬ 
нымъ  опытомъ.  Весьма  простой  примѣръ  объяснитъ  это  съ  возможною  очевидностію. 
Положимъ  что  человѣкъ,  имущество  котораго  можетъ  быть  оцѣнено  въ  10  тысячь  рублен, 
пріобрѣтаетъ  сверхъ  того  одну  тысячу;  пѣгъ  сомнѣнія,  что  нравственная  его  выгода  уве¬ 
личится  чрезъ  это  пріобрѣтеніе.  Но  если,  въ  послѣдствіи ,  состояніе  этого  самаго  чело¬ 
вѣка  сдѣлается  значительнѣе,  и  будетъ,  напримѣръ,  простираться  до  100  тысячь  рублен, 
то  вторичное  пріобрѣтеніе  одной  тысячи  хотя  и  увеличитъ  его  нравственное  довольство,  по 
уже  не  въ  той  степени  какъ  от.  первый  разъ,  когда  всё  имущество  его  состояло  только 
изъ  10  тысячь  рублей. 

На  такомъ  основаніи  легко  видѣть,  что  первая  производная  Ѵ\х)  нравственнаго  ожп- 
данія  <р{х)  будетъ  величина  положительная,  а  вторя,  <р"{х),  величина  отрицательная.  Дѣй¬ 
ствительно,  означивъ  чрезъ  /і  приращеніе  Физическаго  имущества  х,  получимъ,  въ  силу 
втораго  изъ  приведенныхъ  выше  условій, 


/>6>0 


у(®4-А)  >  у(х). 

Но,  по  извѣстной,  теоремѣ, 

<р(х+к)  —  <р(х)  4  кір 
гдѣ  Я  >  0  и  <  1 ;  слѣдовательно 

ір(х\-\-кір'{х-\-Мі)  >  <р{х)  или  <р'(х~\-ХК)  >  0. 

Такъ  какъ  прпрашсиіе  /і  можетъ  быть  умепынеио  но  произволенію,  то  найдется  <р  (®)>0. 
Съ  другой  стороны,  написавъ  вмѣсто  ір(х-\-1і)  разложеніе 

<р(х)+  Іир\х)  4-  гр"{х+Ък), 

гдѣ  0>О  и  <1,  окажется,  что  увеличеніе  нравственной  выгоды,  соотвѣтствующее  прира- 
шеиію  к  Физическаго  имущества,  будетъ  ^ 

Ікр'(х)  +  -^2  9>"(®-НЛ)- 

Но  мы  сказали ,  что  это  увеличеніе  дѣлается  менѣе  и  мспѣе  по  мѣрѣ  возрастанія  иму¬ 
щества  х;  слѣдовательно,  предъпдущая  сумма  должпа  уменьшаться  съ  увеличеніемъ  при- 
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рашсніл  Л,  а  для  этого  необходимо  чтобы  второй  членъ  былъ  отрицатель¬ 

ный,  ибо  первый,  именно  Іі<р'( х),  какъ  доказано  выше,  есть  велпчипа  положительная.  По¬ 
этому  -^у"(®-Н)/і)< 0,  пли  9з"(®-Н/і)<0.  Но  уже  замѣчено,  что  к  есть  количество, 
которое  можно  уменьшать  по  ироизволеиію ;  слѣдовательно  д>"(®)<  0. 

II  такъ,  единственныя  условія,  которымъ  подчинена  разсматриваемая  нами  непрерывная 
функція  ф(х),  изображающая  мѣру  нравственной  выгоды,  соотвѣтствующей  Физическому 
имуществу  х,  заключается  въ  томъ,  чтобы  гр'(х)  >  0 ,  а  <р"{х)  <  0.  Эти  два  условія  суть 
строгія  математическія  слѣдствія  указанія  здраваго  разсудка. 

Легко  видѣть,  что  Функція  ЙІ05ЛЦ-І05.Й,  принятая  Даніиломъ  Берпу.ілп,  удовлетво¬ 
ряетъ  предписаннымъ  выше  требованіямъ.  Дѣйствительно,  первая  ея  пропзводиая  — 
к 

есть  величина  положительная,  а  вторая, - величина  отрицательная;  сверхъ  того, 

Функція  к  1о§;.®-|-  І05.Л  непрерывна  для  всѣхъ  положительныхъ  значеній  Физическаго 
имущества  х. 

Покажемъ  теперь  какимъ  образомъ ,  несмотря  па  неопредѣленность  Функціи  95,  можпо, 
основываясь  на  ея  свойствахъ,  вывести  разныя  прпмѣчательпыя  истины.  Такъ,  напрнмѣръ, 
легко  доказать,  что  всякія  игры  и  заклады,  даже  при  математическомъ  ихъ  равенствѣ,  не¬ 
выгодны  для  игроковъ  въ  томъ  отношеніи,  что  уменьшаютъ  нравственную  ихъ  выгоду. 

Дѣйствительно,  положимъ  что  игрокъ  или  закладчикъ,  имущество  котораго  изобразимъ 
чрезъ  а-Ь®,  рискуетъ  сумму  х  противъ  ожидаемаго  имъ  выигрыша  у.  Пусть  будетъ  р 
вѣроятность  выигрыша,  и  слѣдовательно  1 — Р—Я  вѣроятность  проигрыша.  Нравственная 
выгода  игрока,  передъ  началомъ  игры  пли  заклада,  будетъ  у  (а -{-ж);  если  же  онъ  станетъ 
играть  пли  держать  закладъ,  то  эта  выгода  выразится  очевидно  суммою 
рЯ>(а+х+у)  +д <р(а). 

Написавъ  <р(а)  въ  видѣ  ср[а-\-х — ®),  и  разложивъ  двѣ  Функціи  <р[а-\- яЦ-у),  гр(а-\-х — х), 
получимъ 

Рф+я+г)+яФ)  = 

р[у(«+*)+ЛР'(а+*Н-  <р"(а-\-х+Ху)]-\-Ч[і/і(а+х)—х(рХа+х)  +  ^"(в+в-Я'ш)] 

= (р+яМа+хН  (РГ— 7(Р)д>'(«+®)-1-  ^  <р"{а+х+1у) + ^  д>"(«4  х  -Яш), 
разумѣя  подъ  Я  и  Я  правильныя  положительныя  дроби.  Но  р-\~я  —  1  ,  и  сверхъ  того 
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III 


>  ру=.ях.  Въ  слѣдствіе 


предполагается  что  игра  математически  равпа,  т 
двухъ  условій  предъпдущее  выраженіе  приметъ  видъ 

<р(а+х)  4  ^  д>"(а+®-Ну)  4- <р"(а + х—Х'х). 

Такъ  какъ  пос-іѣдніе  два  члена  этой  Формулы,  по  причинѣ  заключающихся  въ  ппхъ  вто¬ 
рыхъ  производныхъ  Функцій  <р" ,  суть  велпчппы  отрицательныя ,  то  сумма  трехъ  членовъ 
будетъ  менѣе  перваго  ср(а-\-х),  изображающаго  нравствсппую  выгоду  игрока  передъ  нача¬ 
ломъ  игры.  Но  изъ  того  что  нравственное  ожиданіе  человѣка,  обладающаго  какимъ  пи 
есть  имуществомъ,  уменьшается  когда  онъ  вступаетъ  въ  игру  пли  держитъ  закладъ, 
должно  сстсствепйо  заключить,  что  игра  пли  заклады  вообще  невыгодны. 

Подобнымъ  образомъ  можпо  доказать  невыгоду  лотерей  при  совершенной  ихъ  безобид¬ 
ности.  Пусть  будетъ  а-)-®  имущество  какого  либо  лица;  (р(а-\-х)  изобразитъ  его  нрав¬ 
ственную  выгоду.  Положимъ,  что  этотъ  человѣкъ  беретъ  билетъ  на  лотерею,  и  платитъ 
за  него  сумму  ®.  Озпачпмъ  чрезъ  у  ту  сумму,  которую  онъ  надѣется  выиграть,  а  чрезъ 
р  вѣроятность  этого  выигрыша.  Очевидно  что  у  будетъ  болѣе  х,  а  условіе  матстатпческаго 
равенства  пли  безобидности  лотереи  [формула  (46)  №  36],  выразится  уравненіемъ  х  ~ ру. 

Пока  нс  взятъ  билетъ,  нравствсішап  выгода  человѣка,  о  которомъ  говоримъ,  есть 
(р{а-\-х);  когда  же  онъ  возметъ  билетъ,  заплативъ  за  пего  сумму  х,  то  нравственное  ожи¬ 
даніе  выразится  или  чрезъ  /р[а),  пли  чрезъ  у(а+у),  смотря  по  тому,  окажется  ли  билетъ 
ілп  выиграетъ  ожидаемую’  сумму  у.  Вѣроятность  перваго  предположенія 
з  втораго  р.  Слѣдовательно,  нравственная  выгода  лпца,  взявшаго  уже 


невыигрышнымъ, 
есть  1—  р=Ч, 
билетъ,  будетъ 


Яф(а)+р<р{а+у)  =  яд’(а)-\-р<р(а)+р[<р{а+у)—<р{а)], 
а  какъ  р-\~я—  1,  то  это  выраженіе  приметъ  видъ 

у(а)-\-р[<р{а-\-у)—<р{а)]. 

Теперь  надобно  доказать,  что 

9{а)+Р['Р{а+У)—9І(аі\  <  У(а+Х)’ 

для  этого  вычтемъ  сперва  <р[а)  изъ  обѣихъ  частей  неравенства,  и  замѣнивъ  х  провзве 

ІІІОН  В’  1,04  ”  рМ“+Г)-іК«)К*(“+Ргі-<К4 

Но  легко  видѣть,  что 

р[ф(а-\-у)—(р(а)\—  р /Ѵ(а+г)^г  п  9(а+РУ)—<р(а)  =  Р.(  'Р\а+Р-)Л'  > 

въ  слѣдствіе  чего  предъидушее  неравенство  приведется  къ  виду 
\-х)Лг  <  ^ірХа->грг)Лг. 
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Вт.  справедливости  этого  условія  весьма  легко  удостовѣриться:  п  дѣйствительно,  такъ 
какъ  предѣлы  интеграловъ  одинаковы,  то  стоитъ  только  доказать,  что 
9>'(а+Р2)  >  9®'(а+2)* 

а  это  очевидію  слѣдуетъ  изъ  свойства  Функціи  <р ,  производная  которой,  какъ  мы  видѣли 
выше,  уменьшается  съ  увеличеніемъ  персмѣшіаго  количества.  Слѣдовательно,  по  прпчпиѣ 
р<1,  будетъ  <р\а-\-7.)<<р'(а-\-рг). 

И  такъ,  взявшііі  билетъ  па  лотерею,  тѣмъ  самымъ  уменьшаетъ  свое  нравственное  ожи¬ 
даніе,  изъ  чего  должно  заключить  о  невыгодѣ  этого  рода  оборотовъ. 

Для  послѣдняго  нрпложепія  докажемъ  аналитически  еще  одну  истину  изъ  общежитія, 
справедливость  которой  подтверждается  общимъ  мпѣніемъ.  Эта  истина  состоитъ  въ  томъ, 
что  когда  предстоитъ  надобность  подвергать  свое  имущество  какимъ  либо  опасностямъ, 
то  выгодиѣс  раздроблять  его  на  части,  чѣмъ  въ  цѣлости  подвергать  одной  случайности. 
II  такъ  когда  купецъ  не  застраховываетъ  своихъ  товаровъ,  то  долженъ  стараться  отпра¬ 
влять  пхъ  но.  на  одномъ ,  а  на  нѣсколькихъ  корабляхъ.  Равнымъ  образомъ,  человѣкъ, 
жс.іающіи  отдать  въ  ростъ  свои  капиталъ,  долженъ,  для  большей  безопасности,  отдавать 
его  въ  разныя  руки,  а  не  въ  одиѣ,  если  только  ии  одинъ  изъ  заёмщиковъ  не  заслужи¬ 
ваетъ,  по  надёжности  своей,  особеннаго  довѣріи  передъ  другими. 

Для  большей  лсиости,  положимъ,  что  разсматривается  тотъ  случай,  когда  купецъ  от¬ 
правляетъ  моремъ  какую  нпбудь  часть  своего  имущества.  Спрашивается,  что  будетъ  вы¬ 
годнѣе,  отправить  эту  часть  па  одномъ  кораблѣ,  или  на  пѣсколькихъ,  папрпмѣръ  на  двухъ, 
для  упрощенія  доказательства. 

Положимъ  сперва,  что  купецъ,  обладающій  имуществомъ  а-\-2х,  отправляетъ  па  одномъ 
кораблѣ  часть  2х  своего  имущества.  Пусть  будетъ  д  вѣроятность,  что  корабль  погиб¬ 
нетъ;  1 — д  —р  изобразитъ  вѣроятность,  что  корабль  достигнетъ  мѣста  назначенія.  Слѣ- 
довательио,  нравственная  выгода  купца  будетъ  въ  этомъ  случаѣ 
РіК«+2*)+№(«)- 

Но  ежели  купецъ  отправитъ  часть  2а:  своего  имущества  на  двухъ  корабляхъ  иб-ровиу, 
то  его  нравственная  выгода  будетъ 

рг(р(а+2x)-\-2р^р(а+x)-\-^гр[а). 

Дѣйствительно,  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  можно  сдѣлать  слѣдующія  четыре  предполо¬ 
женія:  I"  Оба  корабля,  которые  назовемъ  буквами  А  и  В,  достигнуть  мѣста  пазпачепія. 
2°  Корабль  А  достигнетъ,  а  В  погибнетъ.  3°  Корабль  В  достигнетъ,  а  А  погибнетъ. 
&°  Оба  корабля  погибнуть.  Вѣроятность  перваго  предположенія  есть  р1,  и  слѣдовательно 
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соотвѣтствующая  нравственная  выгода  равна  р*у(«4-2а:);  вѣроятность  втораго  изобра¬ 
зится  чрезъ  рд,  а  нравственная  выгода  чрезъ  руір (я+®);  то  же  самое  найдется  и  въ 
третьемъ  предположеніи.  Наконецъ,  вѣроятность  четвертаго  предположенія  есть  д1,  а 
нравственная  выгода,  соотвѣтствующая  этому  случаю,  д ѴОО-  Сумма  найденныхъ  четы¬ 
рехъ  выраженій,  какъ  сказано  выше,  будетъ 

ргр{а+2х)+2рц(р{а+х)+ц\,{а). 

Легко  доказать,  что  эта  сумма  болѣе  суммы  р<р{а-\-2х)-\-ц(р{а),  которая  соотвѣтствуетъ 
предположенію,  что  имущество  2а:  отправляютъ  иа  одномъ  кораблѣ.  Дѣйствительно,  такъ 
какъ  р+длі,  то  п  найдемъ  послѣдовательно: 

рр(а+2х)+др(а)  —  (р+ц)[рр(а+2х)-\-<і<р{а]] 

=  р'1<р{а-\-2х)+рчгр[а-\-2х)+рч/р(а)-{-чг'р(а). 

Уничтожимъ  члены  ргір(а-\-2х)  и  д Ѵ(я)»  общіе  выраженіямъ  нравственной  выгоды  въ 
обоихъ  случаяхъ;  для  доказательства  истины,  о  которой  говоримъ,  останется  только  по¬ 
казать,  что 

2рдд(я+*)  >  р^(р(а+2x)-\-р^р(а),  пли  <р(а+х)—<р(а)  >  р(а+2х)~  д>{а+х). 
Справедливость  этого  неравенства  очевидиа,  и  слѣдуетъ  изъ  извѣстнаго  свойства  Функціи 
<р,  по  которому  оиа  увеличивается  менѣе  п  мепѣе  по  мѣрѣ  возрастанія  перемѣнной  величины. 

Разсматриваніе  одного  математическаго  ожиданія  приводитъ  къ  заключенію  о  безраз¬ 
личіи  подвергать  о.іпнаковымъ  опасностямъ  какое  либо  имущество  по  частямъ  пли  въ  цѣ¬ 
лости.  Въ  этомъ  легко  удостовѣриться  слѣдующимъ  образомъ:  озпачпмъ  чрезъ  А-\-а 
Физическое  имущество  купца,  отправляющаго  часть  а  моремъ.  Положимъ  сперва,  что 
онъ  отправляетъ  а  па  одномъ  кораблѣ;  пусть  будетъ  р  вѣроятность  благополучнаго  при¬ 
бытія  этого  корабля,  и  слѣдовательно  1  —р  вѣроятность  его  погибели.  При  такомъ  пред¬ 
положеніи  А-\-ра  изобразитъ  математическое  ожиданіе  купца.  Если  же  онъ  отправитъ 
имущество  а  иа  т  корабляхъ,  пб-ровну,  то  послѣдовательные  члоиы  разложенія 

[р+(і— />)]'"  =  р"Ч-  трт-1(і  — рН-  р'"~г(1—р)г+  •  •  •  +»>р(  1— рГ-,-К  і— /*)'" 

изобразятъ  вѣроятности  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ,  которые  могутъ  представиться.  II 
такъ,  первый  члеиъ  р'"  изобразить  вѣроятность  прибытія  всѣхъ  т  кораблей;  второй 
тр"‘~ ‘(1 — р)  вѣроятность  прибытія  т — 1  корабля  и  погибели  одного  корабля ,  и  проч. 
до  послѣдняго  члеиа  (1 — р)т,  изображающаго  вѣроятность  погибели  всѣхъ  т  кораблей. 
Въ  первомъ  случаѣ  имущество  а  останется  во  всей  цѣлости;  мрц  погибели  одного  кора¬ 
бля,  оно  будетъ  ■  >  при  погибели  двухъ  кораблей,  ^  :  и  проч.  Помножая 
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эта  суммы  на  соотвѣтственныя  вѣроятности,  ■  продавъ  къ  результату  нсрпскусиос  оиу- 
шсство  А,  получимъ  математическое  ожиданіе  купца,  подвергай  щаго  опасностямъ  капиталъ 
а  по  частямъ.  Это  ожодапіе  будетъ 

А-^р"'а+  т{т71^—  Рт~Ѵ-Р)'а+- •  ■+^Р('-РУП-‘а 

=. А+ра[р"'-і-Нт-Ѵрт-*Ѵ—Р)+1т  іл  — )рв*—*(і  р)*Ч  И*— Р) 

Но  величина,  заключающаяся  подъ  квадратными  скобками ,  есть  ие  ппое  что ,  какъ  разло¬ 
женіе  степени  [р+(|— р)]т-1=1;  слѣдоватсльпо  получимъ  для  математическаго  ожиданія 
ту  же  сумму  А-\-ра,  какъ  и  выше. 

45.  Мы  окопчпмъ  Главу  подробнымъ  изложеніемъ  одной  задачи,  возбудившей  сомнѣнія 
„а  счетъ  „«ойцпостп  пропет,  относящагося  «ъ  «апиаттвско»!  раяо.істя,  «горъ.  Эта 
задача  перпопажиьпо  была  предложена  Шиморту')  Николаем»  Нерпу лла,  а  Дании о 
Бернг-иа,  по  оя  попаду,  предложилъ  свести  въ  Лимит.  ВѣроятпостеіІ  иояу»  »»ру  вы¬ 
годы,  выражаемую  «ряуло.о  (62).  Опъ  яо.Лстолъ  свои  лослѣдоваиія  по  атоиу  продиоту 
я,  Заппсвахъ  Потербургсвой  Аиадапо  Науігъ"),  и  вотъ  вѣроятная  вричава,  по  авторов 
упояопаеиая  задача  получила  яаянсяоваяіо  Пеашрбурюебй.  Вопросъ  состоитъ  въ  оі- 
дующемъ: 

Два  игрока  А  ы  В  играют »  ев  извѣстную  игру  орелъ  или  рѣшетка  на  слѣдующихъ 
условіяхъ:  1“  игра  нродолонаетеи  до  та, аж  пор»,  попа  ие  «спрое/пея  орел»,  п  2’  тронъ 
В  платитъ  2  червонца  трону  А,  если  орелъ  непростой  при  первомъ  бросаніи  монеты, 
Я  червонца,  если  при  второмъ,  8  червонцев»,  если  при  третьемъ,  и  тинъ  далѣе  до 
лл-го  бросаніи,  удваивая  ыати.иую  сумму  при  ниждомъ  броетш.  Спрашивается, 
сколько  тронъ  А,  при  «е/иуѵиепл»  лл»  тру.  обита,  , оплатить  трону  I)  Эля  олгололіллоп 
безобидности. 

Для  опредѣленія  математической  выгоды  игрока  А  замѣчаемъ,  что  вѣроятности,  соот¬ 
вѣтствующія  его  выигрышамъ 

2  8 . 2"  червонцамъ, 

изобразятся  ио  порядку  дробями 


слѣдовательно,  въ  силу  №№  2,  3  и  35,  математическая  выгода  игрока  А  будетъ 

2*4-+А-|-  "Ь8"Г  + . +  =  "• 
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Изъ  этого  оказывается,  что  А,  вступая  въ  игру,  должепъ  заплатить  п  червопцевъ  игроку 
В  для  безобидности  игры.  Но  какъ  ие  существуетъ  никакого  условія ,  ограничивающаго 
величины  числа  я,  пнонпо,  числа  бросаній  монеты,  то  и  слѣдуетъ  положить  п  безконеч¬ 
нымъ;  это  самое  приводить  къ  заключенію,  что  для  математическаго  равенства  нгры, 
ставка  игрока  А ,  равная  п  червонцамъ ,  должна  быть  безконечно  большая.  Такое  слѣд¬ 
ствіе  вычисленія,  основанпаго  на  пачалѣ  математическаго  равенства  игры,  поводимому 
прямо  протпворѣчпть  указаніямъ  здраваго  разсудка.  И  дѣйствительно,  найдется  лн  чело¬ 
вѣкъ  разсудительный,  который  согласился  бы  заступить  мѣсто  игрока  А ,  и  рисковалъ  въ 
эту  игру,  не  говоримъ  уже  сумму  безконечную,  что  невозможно,  но  даже  сумму  пѣсколько 
значительную?  Не  предпочтетъ  лп  всякій  поставить  себя  на  мѣсто  игрока  В,  доволь¬ 
ствуясь,  при  вступленіи  въ  игру,  полученіемъ  ставки  даже  посредственной  величины. 
Откуда  же  происходитъ  такое  явное  противорѣчіе  между  результатомъ  вычисленія  и  здра¬ 
вымъ  попятіемъ  объ  одномъ  п  томъ  же  вопросѣ?  Математики  прошлаго  столѣтія  старались 
объяснить  этотъ  парадоксъ.  На  сей  конецъ,  Даніилъ  Бернулли,  какъ  уже  сказано  выше, 
замѣнилъ  въ  вопросахъ  подобнаго  рода  математическую  выгоду,  выгодою  нравственною; 
при  такомъ  пзмѣпспіп  дѣйствительно  парадоксъ  исчезаетъ.  Кондорсетъ,  въ  Методической 
Энциклопедіи*),  предлагаетъ  по  этому  же  предмету  нѣкоторыя  мыслн,  и,  пе  принимая 
повой  мѣры  для  ожидаемой  выгоды,  объясняетъ,  кажется  довольно  удовлетворительнымъ 
образомъ  то  противорѣчіе,  о  которомъ  говоромъ.  Приведемъ  въ  короткихъ  словахъ  сущ¬ 
ность  главныхъ  его  замѣчаній.  Во  первыхъ,  если  положимъ,  что  число  бросапій  монеты 
ие  ограничивается  нпкакгоіъ  условіемъ,  илп  п—оо,  то  въ  слѣдствіе  извѣстной  теоремы 
Якова  Бернулли  (Глава  II),  должно  будетъ  заключать,  что  возможное  равенство  между 
состояніями  обоихъ  игроковъ  А  и  В,  то  есть,  уравновѣшеніе  безконечной  ставка  нгрока 
А  съ  послѣдовательными  его  выигрышами,  можетъ  имѣть  мѣсто  только  при  безконечномъ 
повторенія  партій.  Но  какъ,  на  самомъ  дѣлѣ,  невозможно  допустить  пи  безконечнаго 
числа  бросапій  монеты,  вп  безконечнаго  повторенія  съпграииыхъ  партій,  чтб  приводитъ 
очевпдио  къ  безконечности  втораго  порядка,  то  и  слѣдуетъ  заключить,  что  такого  рода 
игра  совершенно  выходить  изъ  круга  дѣйствительныхъ,  а  поэтому  и  всякое  сужденіе  объ 
ней  должно  быть  неосновательно.  Вслѣдъ  за  этпмъ,  Кондорсетъ  разсматриваетъ  подробио 
тотъ  случай,  когда  ограничиваютъ  чпело  бросапій  монеты.  Замѣчено,  что  и  въ  этомъ 
предположеніи,  по  общему  воззрѣнію  па  предметъ,  игрокъ  А  никакъ  пе  согласился  Лы- 
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поставить  ставку,  опредѣлимую  оравшемъ  .іатсматоіссваго  рвопства  пгры,  въ  особсп- 
оостп  же  когда  уелпишое  папболыпее  -тело  броші»  мовоты  нѣсколько  зпачитслыю. 
Нѣтъ  сомнѣнія,  ото  про  ОДНОЙ  партія,  по  причппѣ  слабой  вѣроятности  для  отрока  л/  вн- 
пгрть  сумму,  соразмѣрную  съ  его  ставкой,  ему  невыгодно  будетъ  согласотьсн  на  условія 
пгры.  Но,  по  мѣрѣ  повторенія  чпела  партій,  возстановятся  нѣкоторое  равенство  пеану 
полояленілмп  обоимъ  пгрокот,  А  н  В,  состоящее  »  томъ,  1"  ото  соотвѣтственныя  вѣ¬ 
роятное™  выигрыша  д.я  А  н  В  будутъ  огреваться  въ  равенству,  п  2=  ™>  .Краткость, 
пакъ  для  А  такт,  и  для  В,  проиграть  сумму ,  соразмѣрную  съ  ставкою  столько  разъ  пов¬ 
торенною ,  сколько  съпграио  партіи,  будетъ  болѣе  п  болѣе  приближаться  къ  достовѣр- 
постп.  Копдорсстъ  присовокупляетъ  къ  своимъ  замѣчаніямъ  численный  промѣръ,  под¬ 
тверждающій  весьма  удовлетворительнымъ  образомъ  приведенное  выше  объяспспіе,  п  окон¬ 
чательно  приводить  два  весьма  простые  случая,  которые,  поводимому,  также  противорѣ- 
чатъ  понятію  о  математическомъ  равенствѣ  пгоръ.  Вотъ  этп  два  случая: 

Повседневный  опытъ  показываетъ  панъ,  что  человѣкъ  разсудительный  А  не  согласится 
жертвовать  суммою  Л/  имѣя  вѣроятность  р  выиграть  сумму  С>  —  >  и  что  тотъ  же  че¬ 
ловѣка  готовъ  рисковать  сумму  Л/',  имѣя  вѣроятность  р'  выиграть  сумму  С'<-р-- 

Первый  случай  относится  къ  тому  предположенію,  когда  сумма  Л/  довольно  значительна 
въ  отношеніи  къ  имуществу  лица  А,  а  вѣроятность  р  выигрыша  весьма  слабая.  Второй 
случай,  напротивъ  того,  имѣетъ  мѣсто,  когда  сумма  ЛГ  весьма  незначительна  въ  сравненіи 
съ  имуществомъ  того  же  лпца,  а  р  также  весьма  малая  вѣроятность. 

Въ  первомъ  случаѣ,  хотя  при  значительномъ  числѣ  испытаній  условіе  пгры  и  выгодно 
для  А,  но  оиъ  нс  согласится  пграть  1°  потому  что  нс  можетъ  повторить  игру  достаточ¬ 
ное  число  разъ ,  и  2°  потому  что  при  одномъ  или  маломъ  числѣ  испытаній  или  партій, 
вѣроятность  проигрыша  ставки  Л/  весьма  значительна,  а  этотъ  проигрышъ,  по  предполо¬ 
женію,  будетъ  ощутителенъ  при  его  состояніи. 

Во  второмъ  случаѣ,  А  соглашается  играть  потому  что  ставка  Л/'  есть  сумма  мало¬ 
важная  по  его  состоянію,  и  онъ  готовъ  жертвовать  сю,  даже  терял  со  стороны  матема¬ 
тической  выгоды  съ  тѣмъ,  чтобы  въ  замѣнъ  пріобрѣсти  надежду  выиграть  сумму  значи¬ 
тельную  С.  Къ  этому  случаю  относятся  лотереи,  когда  плата  за  билетъ  незначительная. 

Обратимся  теперь  къ  аналитическому  рѣшенію  Петербургской  задачи.  Мы  сказали 
выше,  что  замѣнивъ  математическую  выгоду  нравственною,  парадоксъ  уже  нс  имѣетъ  мѣ¬ 
ста.  Покажемъ  это  иа  самомъ  дѣлѣ,  и  вычислимъ  ставку  игрока  А,  придерживаясь 
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пріёмомъ  Лптшса.  Пусть  будетъ  а  полное  пмущест.о  А  прп  „стуолепіп  «ъ  игру,  а  ж 
его  ставка,  предполагая  что  наибольшее  число  бросаній  монеты  равно  л.  Въ  силу  Фор¬ 
мулы  (62),  выражающей  ппотезу  Даніила  Бернулли,  нравственныя  выгоды  игрока  А ,  соот¬ 
вѣтствующія  вскрытію  орла  при  первомъ,  второмъ,  третьемъ. .  .л-омъ  бросаніи,  будутъ 
к  ОДа— «+9)+Ь*А ,  к  1о§;.(а— ®+2*)4-1о§Д 

к\о%.{а— аЦ-2*)+І0§;./і,.  •  .к\о%.(а—х+2п)+\о%.к. 

Сверхъ  того,  если  въ  первыя  л  бросаній  орелъ  не  вскроется,  то  нравственное  ожиданіе 
игрока  А  изобразится  чрезъ 

к  1о§;.(а — «)+Іо&.  А. 

Вѣроятности,  соотвѣтствующія  этимъ  нравственнымъ  ожиданіямъ,  будутъ  по  порядку 
і  1  1  1  1  . 

"а"’  2*’  2а’ .  4"  ап 

Слѣдовательно,  въ  силу  условій  игры,  сумма 

к  [Л  1о8.(я— а+2)+  ^г1»г-(м— *+  2*)+"  ’+  ^  ье-(«— т+2"і+  *)] 

+(т+Ж-'— •+ТГ+ТГ)10*''  = 

к  1о6.  ( (п-«+2)Т (а-ю+2-)Т («_ Т+-2Ѵ  . .  .(п-ат+2”)  )  +Іо6.А, 

изобразитъ  нравственную  выгоду  игрока  А.  Но,  съ  другой  стороны,  его  же  нравственная 
выгода,  передъ  вступленіемъ  въ  игру,  была  АІо&.а-Но&.Л;  поэтому ,  уравнивая  пос¬ 
лѣднее  выраженіе  предъидущему,  съ  цѣлію  не  измѣнить  нравственнаго  состоянія  игрока 
А,  и  перейдя  отъ  логарпомовъ  къ  числамъ,  получимъ 

„ = (п-ш+г^п-ш+гЧНп— х+і‘у . .  ,(м+агрѴ-«)*і '  (6‘) 

Если  положимъ  а  —  х=.а  и  Д-  — а,  то  послѣднее  выраженіе,  по  раздѣленіи  его  па 
я-  х,  приметъ  видъ  ( 

І+о*  =  (І+2о)Т(|+2\«)Т(1+2І.в)Т...(1+2».«)гі.  (65) 

Легко  видѣть,  что  множители,  входящіе  во  вторую  часть  этого  уравненія,  постепенно 
уменьшаются,  и  предѣлъ  ихъ  равенъ  единицѣ.  Дѣйствительно,  пусть  будутъ  два  смежные 

(1+2*  о)?  п  (і+2'+‘.о)?в  і 
возвышая  каждый  изъ  нихъ  въ  степепь  2'+1,  получимъ 

Н-2,Ч-‘.«-1-2*'.в*  и  1Ц-2і+,.«; 

такъ  какъ  первое  изъ  этихъ  количествъ  больше  втораго,  то  заключаемъ  что  п 
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(і+г'..)?  >  (і+2'+‘.«)інп . 

Раинымъ  образомъ,  давъ  множителю 

(І+а'.о)^  впдъ  27(<Ч--р)Ч 
легко  усмотрѣть,  что  прп  і  =  оо,  оиъ  обратится  въ  едипицу. 

Если  въ  уравненіи  (65)  примемъ  /і  =  оо,  то  тѣмъ  самымъ  выразимъ,  что  партіи  пе 
полагаемъ  ппкакого  предѣла:  такое  предположеніе  есть  самое  выгодпое  для  игрока  А. 
Далѣе,  положивъ  въ  уравненіи  (64)  а-х=. О,  и  отбросивъ  послѣдній  множитель  (а—®)1"  , 
лпншііі  въ  разсматриваемомъ  случаѣ,  получимъ 

а  =  2«.8*\$Т.яТі...  =  2*  +  « 


гдѣ  рядъ  множителей  будетъ  бсзкопечпый.  Но  какъ 

4 +^+т+-^+~=т[,+<4-)+3(4-)’+*(-т)‘+-“]=-К,-4-)_‘=і!' 

то  п  найдется  а  =  4.  Это  значитъ,  что  если  бы  вей  имущество  игрока  А  состояло  изъ 
V  червонцевъ,  то  онъ,  поставивъ  ихъ  въ  игру,  пе  измѣнилъ  бы  своего  нравственнаго 
состоянія. 

Для  вычисленія  ставки  а:  прп  всякомъ  другомъ  значеніи  разности  а — ®,  можно  упо¬ 
треблять  Формулу  (65)  поступая  слѣдующимъ  образомъ:  должно  взять  сумму  табличныхъ 
логариомовъ  довольно  значительнаго  числа  « — 1  первыхъ  множителей  второй  ея  части; 
число  «  опредѣлится  условіемъ,  чтобы,  для  достиженія  достаточной  степени  точности, 
произведеніе  2'.  а  равнялось  по  крайней  мѣрѣ  десяти.  Сумма  логариомовъ  остальныхъ  мно¬ 
жителей,  чпело  которыхъ  будетъ  безконечное,  выразится  приблизительно  Формулою 

ЬОЕ-Я  |  0.«4ам«8іа...д  (бб) 


которую  мы  сей-часъ  докажемъ.  Сложивъ  эти  двѣ  суммы,  получимъ  табличный  логариомъ 
числа  1 Отсюда  уже,  по  извѣстному  значенію  а  ,  найдется  и  величина 

ставки  ®,  которую  игрокъ  //,  обладающій  Физическимъ  имуществомъ  а,  долженъ  дать 
игроку  В,  для  сохраненіи  нравственнаго  состоянія,  одинаковаго  съ  первоначальнымъ. 

Чтобы  вывести  выраженіе  (66),  возьмемъ  сумму  табличныхъ  логариѳмовъ  всѣхъ  мно¬ 
жителей  второй  части  уравненія  (65),  пачппая  сь  (1+21  о)  Эта  сумма  будетъ 

+*(*'.«+•)+  ^и8.(2,+,-“+1)+,даи«6.(2'+'.«+1Н-..  •  •  (6?) 
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Но  извѣстно,  что 

Ьо^Х-И )  =  Ьо&.Г+  л[-| - 2^5 

размуѣя  подъ  М  модуль  Бригговой  системы,  то  есть  чпс.і 
ложемъ  логариѳмы,  входящіе  въ  выраженіе  (67)  по  этой 


,то  чет, - 1-(^)  , - К+Г«)  •••>  »  "Р”™"1 


+-]. 

10  0,4342944819 _ Если  раз- 

послѣдней  Формулѣ,  и  замѣтимъ, 
ихъ  малости  могутъ  быть  от- 


(68) 


кинуты,  то  получимъ  просто 

-^-[Ьо8-.(2\  +  рт[і*од.(2^‘ .  а)  в] 

+84з[Ьог-(2,+’-а)+л/'2датя]+ . I 

=  (-^г-Ь  4-^4— •)І'°г-2+(^г+ ада  +  ••)ЬоБ-“І 

+  - )  ^ 

^  4- ^  +  1  •  •  =  ^(‘+ 4"  +  Т  4  ’  *  0  +  [,+2  (~г) +3С"г)  +  •  ‘ 

=4+*-0 -4Г=ІВ- 


Подставляя  эти  значенія  въ  Формулу  (68),  найдется  выраженіе  (66)  которое  и  надле¬ 
жало  доказать. 

Для  приложенія  пайдеппыхъ  памп  Формулъ,  положп»гь  напрпмѣръ  а  —  100;  получимъ 


о  =  _1_ ,  о  чтобы  произведеніе  21. «  было  пе  менѣе  10,  достаточно  положить  і —  10, 
откуда  2' .а  —  10,24.  Взявъ  сумму  табличныхъ  логариѳмовъ  девяти  первыхъ  множите¬ 
лей  второй  части  уравненія  (65),  получится  число  0,03037694.  Къ  этому  числу  надобно 
сше  придать  выраженіе  (66),  вычисленное  для  а  =  и  і  =  10,  чтб  доставитъ  иовое 
число  0,00264402.  Сумма 

0,03037694+0,00264402  =  0,03302096 

этихъ  двухъ  результатовъ  изобразитъ  приближенный  логариомъ  числа  1  -{-ах  ~  1  -1-  щ  л 
перейдя  отъ  логариомовъ  къ  числамъ,  пайдемъ  непосредственно  1+^55  =1,0789,  или 
а  =  107,89,  откуда  ®  =  7,89.  И  такъ,  если,  при  вступленіи  въ  игру,  имущество 
игрока  А  равняется  107,89  червопцамъ,  то  онъ,  слѣдуя  правилу  Даніила  Бернулли,  п 
поступая  съ  благоразуміемъ ,  можетъ  поставить  въ  игру  7,89  черв.,  вмѣсто  безконечной 
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суммы,  которую  получаемъ  руководствуясь  правиломъ  математической  выгоды*).  Найдя  х 
для  а  —  ЮО,  легко  уже  пайтп  велпчппу  ставки  и  для  а  —  200.  Дѣйствительно,  въ 
этомъ  случаѣ,  въ  силу  Формулы  (64),  получимъ 

я  =  (200+2)  ~»"(200+2*)~(200+2*)~*”  . . .  =2(100+1)“  (100+2)“ (100+2*)“ .... 

(100-Н2)Т(Ю0+4)Т  ...  =  (107,89) Т  ; 

слѣдовательно  _ 

а  =  2^101X107,89  =  208,78. 

II  такъ,  если  бы  полное  имущество  игрока  А  состояло  первоначально  изъ  208,78  червон¬ 
цевъ,  то  благоразуміе  требовало  бы,  чтобъ  онъ  въ  эту  игру  не  рисковалъ  болѣе  8,78 
червонцевъ. 

Поассопъ **)  осиовывастъ  рѣшеніе  Петербургской  задачи  па  математической  выгодѣ, 
ограничивая  величину  той  суммы,  которую  игрокъ  В  въ  состояніи  уплатить  своему  про¬ 
тивнику  А.  Этотъ  способъ  воззрѣнія  былъ  уже  предложенъ  и  прежде,  чтб  можно  видѣть 
въ  Епсусіорёііе  тёіІіоЛіціе,  въ  статьѣ  РгоЬаЫШё  (стр.  655),  о  которой  мы  упомянули  выше. 

Имущество  игрока  В,  какъ  бы  не  предполагалось  значительнымъ,  будетъ  однако  же 
ограниченное;  допустимъ,  напримѣръ,  что  оно  равно  6  червонцамъ.  II  такъ,  игрокъ  А 
не  можеть  получить  отъ  В  болѣе  6  червонцевъ.  Слѣдовательно ,  положивъ  что  высшая 
степень  числа  2,  заключающаяся  въ  Ь,  есть  /3,  получимъ 
6  =  2,{(1  +  /*), 

разумѣя  подъ  /і  величину  положительную,  мешаную  1.  Если  партія  продолжится  вклю¬ 
чительно  до  т-ю  бросанія  монеты,  то  ясно,  что  при  /2  >  /« ,  или  даже  ,<?=»»,  игрокъ 
В,  въ  случаѣ  проигрыша,  будетъ  въ  состояніи  удовлетворить  игрока  А.  Но  ежели  орелъ 

*)  Локроа ,  въ  споемъ  Тгаііё  ёіётепіаіге  Ни  Саіеиі  На  РгоЬаЫѴиёл  находитъ,  что  игрокъ,  обладающій 
первоначально  имуществомъ  104,58  черв,  можетъ  рисковать  4,38  черв.  вмѣсто  найденныхъ  выше  7ДО  при 
имуществъ,  равномъ  107,80.  Кажущаяся  ровность  въ  двухъ  рѣшеніяхъ  происходитъ  отъ  того,  что  у  Ла¬ 
вров  игрокъ  Л  получаетъ  I  черв,  о  не  2,  когда  вскроется  орел в  при  первомъ  бросаиіи,  2  черв,  а  нс  4, 
когда  вскроется  орел в  при  второмъ  бросаніи  монеты ,  и  такъ  долѣе.  Введя  это  условіе ,  и  положивъ 
я— л=100.  Формула  (84)  доставитъ 

а  =  (МК+1)І(100+2)‘(І0(+2г)І. . . . 

( 100+2)І(10(+25)І  (1004-2*)+. . .  =  107,00, 

то  получимъ  я*  =  101X107,80,  откуда  а  =  ѴІоГхЩ©  =  104,30,  согласно  съ  результатомъ  Лавров. 
**)  Кееііегсііа  лиг  Іа  ргоЬаЬШр  Нел  ]пдетеп1л,  стр,  73. 
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по  покроется  въ  первыя  /9  бросаній  монеты,  а  вскроется  послѣ,  то  игрокъ  В  пе  будетъ 
имѣть  возможности  вполнѣ  удовлетворить  своего  противника  А,  а  можетъ  только  выдать 
ему  сумму  Ь.  Слѣдовательно,  математическая  выгода  игрока  А  будетъ  равна  числу  ,6  для 
первыхъ  /3  бросаній,  а  въ  отношеніи  къ  остальнымъ  т  —  /3,  она  выразится  постояннымъ 
числомъ  Ь  или  2*(1+Л),  помноженнымъ  на  сумму  соотвѣтственныхъ  симъ  т — бросаніямъ 
вѣроятностей,  начииая  отъ  до  •  Поэтому ,  изобразивъ  чрезъ  і  полную  мате¬ 

матическую  выгоду  игрока  А,  то  есть  сумму,  которую  онъ  долженъ  дать  игроку  В  для 
обоюдной  безобидности,  получимъ 

*  —  /9-Иі+лХ1~2й!=?)* 

Замѣтимъ,  что  иайдепное  значеніе  математической  выгоды  игрока  А  уже  пе  возра¬ 
стаетъ  съ  числомъ  бросаній  т;  оно,  съ  увеличеніемъ  этого  числа  дѣлается  почти  неза¬ 
висимымъ  отъ  него,  гакъ  что  для  значенія  т  нѣсколько  значительнаго,  сумма  е  весьма 
мало  разнствуетъ  отъ  посредственной  ве.шчііиы  /9+ 1+/і, -заключающейся  между  предѣ¬ 
лами  /3- И  н  /?+2. 

Если  бы  положили  напримѣръ,  что  рискусмое  игрокомъ  В  имущество  равно  100000 
червонцамъ,  то  получили  бы  (3  ~  16,  ибо  2|6=  65536,  а  211  =  131072.  II  такъ,  въ 
настояніемъ  предположеніи,  игрокъ  А  могъ  бы  дать  за  право  вступленія  въ  игру  16  чер¬ 
вонцевъ  съ  выгодою  для  себя,  а  17,  съ  невыгодою.  Разсматривая  вопросъ  съ  этой 
точки,  мы  видимъ ,  что  математическое  ожиданіе  игрока  А  зависитъ  отъ  имущества  лица 
В,  между  тѣмъ  какъ  употребляя  нравственное  ожиданіе,  величина  ставки  дѣлается  зави¬ 
симою  отъ  имущества  лица  А. 

46.  Соображая  сказанное  нами  о  выгодахъ  математической  и  нравствсппой,  раждается 
вопросъ,  которая  изъ  ппхъ  должна  быть  употребляема  при  рѣшеніи  различныхъ  задачъ 
изъ  Анализа  Вѣроятностей.  Нѣтъ  никакого  сомнѣнія,  и  мы  объ  этомъ  говорили  подробно 
вт.  Главѣ  III,  что  если  разсматривать  игроковъ  независимо  отъ  нравственнаго  ихъ  поло¬ 
женія,  то  есть,  пе  полагать  никакого  различія  между  пимп,  то  правило  математическаго 
равенства  игры  одно  только  удовлетворитъ  условію  строгой  справедливости.  Напротивъ 
того,  основывая  рѣшеніе  вопросовъ  на  прапи.іѣ  нравственнаго  равенства  игры,  мы  склопяемъ 
выгоду  па  сторону  игрока,  менѣе  достаточнаго,  п  слѣдовательно  поступаемъ  несправедливо 
въ  отношеніи  къ  противникамъ  его,  правда  болѣе  обезпеченнымъ  со  стороиы  пхъ  состоя- 
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пія.  Можно  ли  въ  этомъ  случаѣ  назвать  игру  безобидною,  п  сдѣланное  предположеніе 
не  будетъ  ли  противно  существеннымъ  условіямъ  игры?  Такъ  думали  Николай  Керпуллп, 
племянникъ  Ивана  Бернулли,  послѣ  пего  Копдорсегь*),  и,  въ  паше  время,  знаменитый 
Фурье.  Невидимому  и  Поассопъ  раздѣляетъ  это  мнѣніе.  Самъ  Даніилъ  Бернулли,  пред¬ 
ложившій  мѣру  нравственной  выгоды,  говоритъ,  что  строгая  справедливость  требуетъ, 
чтобы  два  игрока  были  поставлены  въ  такое  положеніе,  при  которомъ  пи  тотъ  пи  другой 
пе  имѣлъ  бы  выгоды  предъ  своимъ  противникомъ,  а  этого  достигаемъ  пе  ппаче,  какъ 
распредѣляя  ставки  по  правилу  математическаго  равенства  игры. 

Сообразивъ  приведенныя  здѣсь  замѣчанія,  можно  кажется  заключить  съ  Николаемъ 
Бернулли,  что  къ  мѣрѣ  нравственной  выгоды  должно  прибѣгать  только  какъ  къ  благора¬ 
зумнымъ  наставленіямъ  человѣку,  который  занимается  оборотами,  зависящими  отъ  случай¬ 
ностей  ,  а  отнюдь  пе  принимать  этой  мѣры  за  непреложное  правило  безобиднаго  раздѣла 
между  игроками. 


Т.  V.  стр.  178  ■  с-іѣлун 
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ГЛАВА  У. 


О  ВЛІЯНІИ  НА  РЕЗУЛЬТАТЫ  ИСЧИСЛЕНІЯ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ  НЕРАВ¬ 
НОВОЗМОЖНЫХЪ  СТАТОЧНОСТЕЙ,  ПРИНИМАЕМЫХЪ  ЗА  РАВ¬ 
НОВОЗМОЖНЫЯ,  И  ИЗСЛѢДОВАНІЕ  ОСОБАГО  РОДА  СОЕ¬ 
ДИНЕНІЙ,  ПРИВОДЯЩИХЪ  КЪ  РАЗСМАТРИВАНІЮ 
БЕЗКОНЕЧНАГО  ЧИСЛА  СТАТОЧНОСТЕЙ. 


47.  При  рѣшеніи  многихъ  задачъ  изъ  Апалпза  Вѣроятностей,  мы,  нерѣдко,  по  невѣде¬ 
нію  нашему,  должны  допускать  равповозможпость  такпхъ  случаевъ,  которые,  па  самомъ 
дѣлѣ,  пе  удовлетворяютъ  этому  условію.  Такъ,  напримѣръ,  рѣшая  какой  пибудь  вопросъ, 
относящійся  къ  игрѣ  въ  кости,  мы  предполагаемъ,  что  вскрытіе  того  пли  другаго  нумера 
равповозможпо;  между  тѣмъ,  пѣтъ  сомнѣнія,  это  предположеніе  справедливо  только  при 
такомъ  совершенствѣ  въ  отдѣлкѣ  кости,  какого  искусство  никогда  достигнуть  нс  можетъ. 
Дѣйствительно ,  при  всей  тщательности  п  точности ,  съ  какими  будетъ  сдѣлана  играль¬ 
ная  кость  нельзя  надѣяться  чтобы  вся  масса  ел  была  въ  строгомъ  смыслѣ  однородная, 
чтобы  чюрма  кости,  съ  математическою  точностію,  была  кубическая,  и  чтобы  пакопецъ 
очки,  намѣченныя  въ  неравномъ  числѣ  на  шести  граняхъ,  пе  нарушали  одиородпостп  этой 
костп.  Никто  пе  усумпитсл  въ  невозможности  удовлетворенія  всѣмъ  этпмъ  требованіямъ. 
Кость  будетъ  имѣть  пепзвѣстпую  палъ,  по  тѣмъ  пе  менѣе  дѣйствительную  наклонность 
падать  чаще  па  однѣ  грани,  чѣмъ  па  другія.  Въ  Главѣ  VII  и  въ  слѣдующихъ  за  псю  мы 
увидимъ,  какпмъ  образомъ  паб.іюдспія,  обнаруживая  подобную  наклонность,  могутъ  вмѣстѣ  съ 
тѣмъ  служить  и  для  опредѣленія  ея  мѣры.  Здѣсь,  допустивъ  перавновозножпость  статоч- 
постсй,  благопріятствующихъ  какому  либо  событію,  опредѣлимъ  вліяніе  ихъ  на  величину 
вѣроятности. 
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Для  большей  ясности,  примемъ  сперва  въ  разсмотрѣніе  весьма  простую  пгру  орелъ  и.ш 
рѣшетка.  Нѣтъ  сомнѣпін,  что  нонета,  какъ  бы  не  казалась  правильною,  будетъ  однако 
жъ  имѣть  нѣкоторую,  вообще  весьма  слабую  наклонность  вскрываться  одной  стороной 
преимущественно  предъ  другой;  хотя  мы  напередъ  и  не  знаемъ,  которая  имеино  изъ  двухъ 
сторонъ,  ор  ед  я  пли  рѣшетка,  можетъ  легче  выпасть,  тѣмъ  не  менѣе  достовѣрио,  что  при 
многократномъ  бросаніи  монеты ,  болѣе  частое  вскрытіе  одиоіі  и  той  же  стороны,  вѣро¬ 
ятнѣе  чѣмъ  противное  событіе.  II  въ  самомъ  дѣлѣ,  изобразимъ  чрезъ  вѣроят¬ 

ность  вскрытія  той  неизвѣстной  стороны,  которой  благопріятствуетъ  Физическое  устрой¬ 
ство  монеты;  йодъ  с  мы  разумѣемъ  вообще  весьма  малую  положительную  дробь,  въ  слѣд¬ 
ствіе  чего  будетъ —(I +-*)>  — •  Ясно,  что  1 — (І+«)=-2-(І —  *)  изобразитъ 

вѣроятность  вскрытія  другой  стороны  моиеты.  При  первомъ  бросаніи,  вѣроятность  вскры¬ 
тія  орла  пли  рѣшетки,  безразлично,  будетъ  равна  — »  поточу  что  мы  находимся  въ  со¬ 
вершенной  неизвѣстности  на  счётъ  стороны,  благопріятстпусмой  устройствомъ  монеты. 
Но,  при  двукратномъ  бросаніи,  выгодпѣе  держать  заклать,  что  орелъ  плп  рѣшетка  выпадетъ 
два  раза.  II  въ  самшгь  дѣіѣ,  возможныхъ  случаевъ  будетъ  четыре,  пнеипо: 

орелъ-орелъ,  рѣшетка-рѣшетка, 

оре.іъ-рѣшетка,  рѣіиетка-оре.іъ ; 

вѣроятности,  соотвѣтствующія  повторенію  событій,  опредѣлятся  выраженіями 

а  вѣроятности  неповтореиія 

4(Ц-*).І{1-*)=±(1-**)  П  4(|-04(‘-И)  =  т(‘-‘*)- 

Сумма  4  ( і 4  ( *  — • «)*  =  а- (И-**),  въ  силу  №  2,  изобразитъ  вѣроятность 
появленія  одпон  п  той  же  сторопы  мопеты,  пе  опредѣіяя  напередъ  которой  именно,  а 
сумма  4(1— **)-{-  -І(І  -б1)  =  -^(І — «*)  вѣроятность  появленія  двухъ  разныхъ  сторонъ 
монеты  при  двукратномъ  ея  бросаніи. 

Отсюда  видимъ,  что  первое  предположеніе  вѣроятнѣе  втораго  въ  отношеніи  •  +  ** 

Это  самое  суждепіе  можно  примѣнять  къ  двумъ  лпцамъ,  играющимъ  въ  такую  пгру, 
въ  которой  выигрышъ  партіи  отчасти  зависитъ  отъ  искусства.  II  дѣйствительно,  можпо 
утвердительно  сказать,  что  одпиъ  изъ  игроковъ  будетъ,  хотя  въ  слабой  степени,  пскустпѣе 
другаго.  Прсдъидущее  вычисленіе  доказываетъ  выгоду  держать  закладъ,  что  первыя  двѣ 
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партіи  будутъ  выиграны  однимъ  [игрокомъ,  но  нс  назначая  напередъ  которымъ  именно. 
Если  бы  знали  даже,  который  изъ  двухъ  игроковъ  пскустпѣе,  то  и  въ  этомъ  предполо¬ 
женіи  держать  закладъ,  что  пмешю  онъ  выиграетъ  первыя  двѣ  партіи,  могло  бы  быть 
невыгоднымъ  для  насъ,  потому  что  на  нашей  сторонѣ  только  одна  статочпость  выигрыша, 
правда  болѣе  вѣроятная,  но  за  то,  противъ  пасъ,  трп  статочпостп. 

Показанное  здѣсь  на  частномъ  примѣрѣ,  легко  распространить  на  какія  пп  есть  со¬ 
бытія.  Положимъ,  что  производятся  рядъ  испытаній,  пзъ  которыхъ  каждое  приводитъ  къ 
одному  простому  событію  Е  плп  Е';  пусть  будетъ  р  п  1 — р  =  д  соотвѣствсшіыя  имъ 
вѣроятности.  Изобразимъ  чрезъ  Р  вѣроятность  какого  пп  есть  оііредѣіеннаго  совоку¬ 
пленія  сихъ  двухъ  событій.  Очевидно,  что  Р  будетъ  пѣкоторою  Функціею  нростой  вѣ¬ 
роятности  р;  и  такъ  Р  —  <р{р).  Но  ежели  предположимъ,  что  извѣстная  плп  неизвѣст¬ 
ная  намъ  причина  увеличиваетъ  вѣроятность  одного  изъ  двухъ  событій  Е  или  Е',  и  въ 
то  же  время  уменьшаетъ  вѣроятность  другаго  одиою  и  тою  же  дробью  с,  то,  но  невѣ¬ 
денію  благонріятствусмаго  событія,  можно  будетъ  сдѣіать  два  предположенія  на  счетъ 
простыхъ  вѣроятностей  событій  Е  и  Е': 

Вѣроятность  событія  Е:  Вѣроятность  событія  Е' : 

Р+*  Ч—е 

или  р— е  ?+*• 

Поэтому  величина  Р,  которую  въ  настоящемъ  случаѣ  изобразимъ  чрезъ  Р',  будетъ  равна  пли 
<рІр-\-е),  пли  гр{р-  с).  Такъ  какъ  мы  нс  знаемъ  для  котораго  изъ  двухъ  событій  вѣроят¬ 
ность  получила  приращеніе  і,  то  оба  значенія  у(р+«)  и  (рір — е)  величины  Р'  будутъ 
для  пасъ  равновѣроятны;  слѣдовательно,  вѣроятность  каждаго  пзъ  нихъ  будетъ  равняться 
— .  Взявъ  сумму  — у(р+?)-|-  —<р(р — е)  получимъ,  въ  силу  №№  2  и  3,  искомую  вѣро¬ 
ятность  Р’.  И  такъ,  найдется 

=  т&’Н’+'НЛ-О]  =  9»(р)+»>"(<>)п+  !Р"(р)гЙ^+— 

р-  =  р+'Ц -!І _ I _ 

■  с/р*  1ДТ  Лр*  Ш.4  ь 

Если  положимъ  Р  ~  р"'+(1 — р)т ,  то  есть  будемъ  искать  вѣроятность  ш-кратпаго 
повторенія,  въ  т  испытаній,  того  плп  другаго  пзъ  событій  Е  п  Е',  пе  назначая  наперёдъ 
котораго  именно,  то  получпмъ 

Г'=Р"+(І— р)"+^=Н[  />“-■+(«— ?)"-■]•«* 

+‘Т>УѴннг?+.  •  • 
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п  слѣдовательно  р,  >  р 

Это  показываетъ,  что  неравенство,  су  шествующее  въ  статочпостяхъ,  предполагаемыхъ 
равными,  всегда  уве.шчпваетъ  вѣроятность  повторенія  однихъ  п  тѣхъ  же  событій. 

ІІрніожпмъ  выведенную  сей-часъ  общую  Формулу  къ  рѣшенію  слѣдующаго  весьма  про¬ 
стого  вопроса:  Два  трона  А  и  В  согласились  стирать  3  партіи;  спрашивается,  которой 
изъ  двухъ  случаевъ  будетъ  вѣроятнѣйшій:  Г  что  одинъ  трокъ  выиграетъ  всѣ  три 
партіи,  или  2°  что  одну  партію  выиграетъ  одинъ  игрокъ,  а  двѣ  остальныя,  другой, 
не  назначая  наперёдъ  который  именно. 

Въ  первомъ  пзъ  двухъ  случаевъ  должно  положить  Р  —  />*+(*  Р)  »  глѣ  р  — 
п  СС.Ш  означимъ  чрезъ  е  пзбытокъ  вещества  одного  игрока  передъ  другимъ,  то  вѣроят¬ 
ность,  что  первыя  трн  партія  вынграстъ  одппъ  игрокъ,  пс  назначая  который  именно,  въ 
силу  послѣдней  Формулы,  будетъ 

4г+'р-+3*’  =  Т+ЗЛ 

Протнвпая  вѣроятность  очевидно  получится  положивъ  въ  обшей  Формулѣ 

Р  —  Зр*(1— р)+3р(1- р)*  =  3р(1—  р),  откуда  ^5-  =  — 6, 
п  слѣдовательно  Р  —  Зр(1  р)  3(  ; 

такт,  какъ  пъ  это»,  „лражепіп  до.гжпо  положить  р  =  то  йроптпооп  выигрыша  д.уаъ 

партій  одтнгь  пгроаоиъ,  п  сдвой  партія  друг.гаъ,  обратится  «ьт  —  За1.  Эта  саяоо  зва- 
чсвіе  можно  найти  простѣйшимъ  образомъ,  вычтя  изъ  единицы  пандеішуш  выше  вѣропт- 
ІІ(ІСТІ1  і — и  Зв1,  относящуюся  ь-ь  предположенію,  что  одппъ  пгроь-ъ  выиграетъ  всѣ  три 
партіи  ^дѣйствительно  За1)  =-5—3.*.  Теперь  остается  узнать,  ноторая  пз-ь 

двутъ  вѣроятностей  Д-+-  3.»  и  -І-3.1  будетъ  болѣе,  чтб  очевидно  завпеить  отъ 

частнаго  значенія  а.  Если  положимъ  , - За*  >  — Ь  За*,  то  найдешь  а  <  ^.  •  При 

а  =  Лу  >  разсматриваемыя  событія  становятся  равновѣроятными,  а  при  е>^,  ”4»“ 
дѣлается  болѣе  вѣроятнымъ,  чѣмъ  второе.  На  таномъ  основанія,  п  наблюдая  при  томъ, 
что  величина  «  певрсмѣвпо  должна  заялючаться  между  предѣлами  0  я  -5-,  мы  можемъ 
вывести  слѣдующія  заключенія: 

Отъ  е  —  0  до  е  г=  -~г г  правдоподобнѣйшая  случайность  будетъ  тй,  чтб  одппъ  игрокъ, 
пе  назначая  напередъ  который  пмешю,  выиграетъ  одну  партію,  а  другой,  двѣ  остальиыя, 
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При  г  =  *  ,  равновѣроятно  что  всѣ  три  партіи  будутъ  выиграны  однимъ  игрокомъ, 

1  2ѴЗ  !  | 

пли  двѣ  однимъ,  а  третья,  его  противникомъ.  Накоисцъ,  отъ  г  до  *  вѣ¬ 

роятнѣйшее  событіе  состоитъ  въ  выигрышѣ  всѣхъ  трехъ  партій  одппмъ  и  тѣмъ  же  игрокомъ. 

48.  Всѣ  задачи,  рѣшеніемъ  которыхъ  мы  до  сихъ  поръ  занималось,  приводили  насъ 
къ  конечному  числу  статочностей.  Но  иногда  встрѣчаются  такіе  случаи,  въ  кото¬ 
рыхъ  число  благопріятствующихъ  событію  статочностей,  а  равно  и  всѣхъ  возможныхъ, 
бываетъ  безконечное.  Искомая  вѣроятность  опредѣлится  тогда  отношеніемъ  этихъ  .тухъ 
безконечныхъ  чиселъ,  и  вообще,  по  условіямъ  вопроса,  будетъ  числомъ  конечнымъ  и 
совершенно  опредѣленнымъ.  Заимствуемъ  весьма  простой  примѣръ  подобнаго  случая 
изъ  Т/гёогіе  апаіуііцис  йе»  РгбЬаЫШеі.  Лапласъ  предполагаетъ,  что  опредѣленная 
или  неопредѣленная  п-іоскость  раздѣлена  равноотстоящими  пара.глелыіыми  линіями, 
и  что  на  нее  бросаютъ,  на-удачу,  весьма  тонкій  ціииндръ,  данной  длины,  не  пре¬ 
восходящей  общаго  разстоянія  между  пара.иелыіыми  линіями.  Спрашивается,  какъ 
велика  вѣроятность,  что  ціииндръ,  падая  ім  гиюскость,  встрѣтитъ  одно  изъ  ся 
дѣленій. 

Замѣтимъ,  что  искомая  вѣроятность  для  цѣлой  системы  параллельныхъ  линій,  будетъ 
одиа  и  та  же  какъ  п  для  двухъ  параллельныхъ  линій.  Изобразимъ  чрезъ  А  В  и  А  В 
(чертежъ  1)  эти  двѣ  прямыя,  и  чрезъ  Ш—а  взаимное  ихъ  разстояніе.  Сверхъ  того, 
озиачпмъ  чрезъ  2г  длину  даппаго  цплпндра.  Мы  уже  сказали,  что  2г  предполагается  <а. 
Положимъ  теиерь,  что  центръ  О  цилиндра  совпадаетъ  съ  точкою  Р  перпендикуляра  МА', 
иа  разстояніи  у  отъ  М.  Цилпидръ ,  совершивъ  полный  оборотъ  около  точки  Р ,  кос¬ 
нется  каждымъ  коицомъ  своимъ  два  раза  линіи  А  В  въ  точкахъ  0  и  0-  Такимъ  обра¬ 
зомъ  цилиндръ,  описывая  полную  окружиость  пли  360°,  въ  пространствѣ  угла  (?Р(?  бу¬ 
детъ  постоянно  встрѣчать  лииію  АВ  обѣими  половинами  своими  ОЬ  и  О  К;  очевидно,  что 
виѣ  этого  угла,  не  произойдетъ  встрѣчи.  Изобразимъ  чрезъ  2 гр  уголъ  0Р<2  >  п-,п  чрезъ 
р  половину  его,  то  есть  уголъ  (}РМ=0'РМ .  И  такъ,  въ  разсматриваемомъ  положеніи 
центра  цплпдра,  безконечное  число  всѣхъ  возможпыхъ  его  положеній  будетъ  пропорціо¬ 
нально  360°  пли  2тг,  а  число  тѣхъ  положеній,  нрп  которыхъ  онъ  встрѣчаетъ  прямую  А  В, 
также  безконечное,  пропорціонально  Ну,  поэтому  вѣроятность,  что  цилиндръ  встрѣтитъ 
линію  АВ,  когда  цеитръ  его  находится  въ  Р,  выразится  отношеніемъ  Ясно,  что  въ 
этомъ  выраженіи,  <р  зависитъ  отъ  перемѣнной  у,  и  эта  зависимость  опредѣляется  уравне¬ 
ніемъ  у  — г  соз.гр,  откуда  <р=.атс  соз.  -^Г-  Если  для  каждаго  у  опредѣлимъ  <р,  и  возь- 
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„омъ  потомъ  сумму  всѣхъ  найденныхъ  значеній  числителя  К<р,  то  получимъ  число  тѣхъ 
положеній,  при  которыхъ  пп.шпдръ  встрѣтитъ  линію  АВ.  Но,  по  правиламъ  Интеграль¬ 
наго  Исчисленіи,  для  опредѣленіи  этоіі  суммы,  состоящей  пзъ  безконечнаго  числа  членовъ, 
на  юбно  помножить  ’ир  на  Лу ,  а  опредѣлить  интегралъ  между  надлежащими  предѣлами. 
Эти  предѣлы  будутъ  очевидно  о  □  г;  и  такъ  сумма,  о  которой  говоримъ,  опредѣлится 
слѣдующимъ  интеграломъ:  г 

‘у- 

Иитсгрпруя  по  частямъ,  иаіучпмъ 

(,,гссо,.і);=о  .  і’^=(г'^гп 

слѣдоватс-іьпо 

Ц.у’агс  сов. 

Когда  центръ  цилиндра  приблизится  ко  второй  линіи  А' В'  па  разстояніе,  мепыпсс  г,  то, 
при  обращеніи  своемъ,  цилиндръ  будетъ  пересѣкать  эту  прямую  АВ.  Число  положеній, 
про  которыхъ  произойдетъ  встрѣча,  очевидно  опредѣлится  какъ  и  выше,  и  будетъ  равно 
\г.  Слѣдовательно,  совокупность  всѣхъ  случаевъ  встрѣчи,  при  движеніи  центра  по  пер¬ 
пендикуляру  Л/А,  изобразится  чрезъ  8г.  При  томъ  же  самомъ  движеніи,  число  всѣхъ 
возможныхъ  случаевъ,  то  есть  совокупность  окружностей,  описываемыхъ  цилиндромъ  въ 
то  время,  когда  центръ  его  пробѣгаетъ  перпендикуляръ  Л/А,  равный  а,  изобразится  чрезъ 
2«-т.  Но,  легко  видѣть,  что  отношеніе  двухъ  иаіідсниыхъ  чиселъ  будетъ  одинаково  для 
всѣхъ  перпендикуляровъ ,  подобныхъ  Л/А,  и  поэтому  опредѣ.итъ  искомую  вѣроятность. 
11  такъ  сслп  означимъ  ее  чрезъ  р,  то  получимъ 

На  основаніи  теоремы  Якова  Бернулли,  распространенной  па  вѣроятности,  опрсдѣ, 
ляемыя  а  ройегіогі  [ГЛАВА  VII,  №  56],  можно  заключить,  что  если  возьмемъ 
весьма  тонкій  цилиндръ,  длина  котораго  равна  2 г,  и  будемъ  бросать  его  на-удачу  значи¬ 
тельное  число  разъ  на  плоскость,  раздѣленную  параллельными  линіями,  на  разстояніи  а 
одна  отъ  другой,  то,  сосчитавъ  сколько  разъ  цилиндръ  падалъ  па  которое  побудь  изъ 
дѣленій,  это  число  встрѣчъ,  раздѣленное  па  полное  число  бросаній,  будетъ  весьма  при¬ 
близительно  изображать  вѣроятность  »  найденную  а  ргіогі,  и  тѣмъ  съ  большею  точ- 
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постію,  чѣмъ  число  бросапів  было  значительнѣе.  Отсюда  уже  прямо  выводамъ  по  при¬ 
ближенію  величину  трансцендентнаго  числа  я.  Въ  силу  же  №  25  не  трудпо  найти  и 
вѣроятность,  что  погрѣшность  этого  опредѣленія  заключается  между  данными  предѣлами. 

Положимъ  теперь,  что  та  же  плоскость  раздѣлена  еще  другою  системою  параллель¬ 
ныхъ  лииій,  перпендикулярныхъ  къ  первымъ,  и  отстоящихъ  одиа  отъ  другой  иа  разстояніи 
6,  не  меиыпеиъ  длины  2г  ирежияго  цилиндра.  Такимъ  образомъ  дапиая  плоскость  по¬ 
кроется  сѣтью  равныхъ,  соприкосновенныхъ  между  собою  прямоугольниковъ;  Ь  изобразитъ 
длину,  а  а  высоту  каждаго  изъ  нихъ.  Пусть  будетъ  МІШ'М'  или  Л  (чертежъ  2)  одинъ 
изъ  этихъ  прямоугольниковъ ,  а  Л/А  —  а ,  ММ'  ~  Ь.  Впутрп  его ,  па  разстояніи  г  отъ 
четырехъ  сторонъ  Л/А,  АА*,  А*  Л/*,  М'М,  и  параллельно  имъ,  проведемъ  линіи  с/]  дк,  сі,  <//". 
При  такомъ  построеніи  образуются:  1°  внутренній  прямоугольппкъ  а,  длпиа  котораго  бу¬ 
детъ  і — 2 г,  а  высота  а — 2г;  2эдва  равные  прямоугольника  р ;  общая  длпиа  ихъ  Ь—2г, 
а  высота  г;  3°  еще  два  равные  прямоугольника  ѵ,  имѣющіе  высоту  г,  а  длину  а  —  2г; 
наконецъ  V’  четыре  равные  квадрата  Я,  общая  сторопа  которыхъ  будетъ  г. 

Ясно,  что  когда  центръ  цплпидра  будетъ  находиться  впутрп  прямоугольника  ы,  то, 
при  обращеніи  своемъ ,  цилиндръ  никогда  нс  встрѣтитъ  сторопъ  большаго  прямоугольника 
Л.  Когда  центръ  цилиндра  будетъ  находиться  впутрп  одного  пзъ  прямоугольниковъ  //, 
то,  въ  слѣдствіе  доказаннаго  предъ  симъ,  Кг  изобразитъ  совокупность  случаевъ  встрѣчи 
цнлпидра  съ  одною  изъ  сторопъ  ММ'  или  АА1  большаго  прямоугольппка,  предполагая  что 
центръ  цилиндра  пробѣгаетъ  перпендикуляръ,  равный  высотѣ  прямоугольника  р.  Произ¬ 
веденіе  иайдеппой  величины  Кг  на  длину  6 — 2 г  прямоугольппка  р,  очевидно  изобразитъ 
совокупность  всѣхъ  случаевъ  встрѣчи  цилиндр,  когда  центръ  его  будетъ  находиться  впу¬ 
трп  р.  II  такъ,  число  случаевъ  встрѣчи  въ  отношеніи  къ  обоимъ  прямоугольникамъ  р, 
будетъ  8 г[0 — 2г).  Подобнымъ  образомъ  8г(я — 2г)  изобразитъ  совокупность  случаевъ 
встрѣчп  въ  томъ  предположеніи,  что  центръ  цилиндра  находится  внутри  прямоугольниковъ 
ѵ.  Наконецъ,  остается  опредѣлить  число  случаевъ  встрѣчп  для  тѣхъ  положеній  цилин¬ 
дра,  когда  центръ  его  находится  впутрп  одного  изъ  квадратовъ.  Пусть  будетъ  (чертежъ  3) 
кітп,  въ  увеличенномъ  размѣрѣ,  одинъ  пзъ  этихъ  квадратовъ,  въ  которомъ  сторопы 
кт  и  тп  предполагаются  общими  съ  сторопамп  большаго  прямоугольппка  Л/АА'Л/'.  Изъ 
точки  т,  общей  квадрату  Я  п  прямоугольнику  Л,  описываемъ  радіусомъ  /•  четверть  окруж- 
пости  кзп.  Очевпдио,  что  при  всѣхъ  положеніяхъ  центра  цилиндра  внутри  четверти 
круга  ткіпт,  цилиндръ,  совершая  полпыіі  оборотъ,  всегда  будетъ  встрѣчать  прямыя  кт 
и  тп,  или  по-одпначвѣ,  пли  вмѣстѣ,  а  слѣдовательно  также  и  сторопы  прямоугольппка  Л. 

17 
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Число  этихъ  случаевъ  очсвпдпо  пзобразптсп  пропзвсдепіеиъ  2я  па  площадь  четверти 
круга,  п  поэтому  будетъ  ~  •  Но  .когда  центръ  цплпндра  будетъ  находиться  внѣ  этой 
четверти,  а  въ  пространствѣ  кіпзк,  то  цнлиндръ  уже  нс  можетъ  встрѣчать  въ  одно  время 
обѣихъ  сторонъ  кт  п  тп,  а  встрѣтитъ  только  одну,  продолженную  если  нужно,  пли  не 
встрѣтитъ  нп  одной.  Чтобы  опредѣлить  въ  такомъ  предположеніи  число  случаевъ  встрѣчи, 
возставляемъ,  на  разстояніи  тР  —  Х  отъ  точки  т,  перпендикуляръ  РО—У  такъ,  чтобы 
точка  (}  находилась  внѣ  четверти  круга.  Изъ  точки  0  проводимъ  четыре  прямыя  0г, 
<2і,  0,1' ,  равныя  г,  изъ  которыхъ  первыя  двѣ  примыкаютъ  къ  сторонѣ  тп  или  къ 
«л  продолженію,  »  .торил  двѣ,  въ  сторон*  тк  квадрата.  Пусть  будетъ  2і р  уголъ  г0г', 
о  2 ір1  угол  101' .  Ясно,  что  цолппдръ,  обращаясь  около  моего  центр»  0,  будетъ  по- 
столшю  пересѣкать  сторону  тп  или  ея  продолженіе,  пока  га  шн  другая  половина  его  нс 
выйдетъ  нлъ  пространства  угла  г0г  =2р>,  а  другую  сторону  тк,  пока  будетъ  описы¬ 
вать,  тѣлъ  пли  другшгь  концо.гь  с.опнъ,  уголъ  «2Г  =  2,р'.  Слѣдователь»),  полное  число 
с.іу чаевъ  встрѣчи  цилиндра  съ  одною  изъ  этихъ  сторонъ,  въ  тб  время  когда  цептръ  его 
находится  въ  (? ,  будетъ  %+у')-  Чтобы  распространить  эту  величину  па  всѣ  точки 
площади  кіпзк,  слѣдуетъ  помножить  ее  па  элементъ  йхйу  этой  самой  площади,  и  взять 
сумму  подобныхъ  произведеній  между  приличными  предѣлами.  Но  замѣтивъ,  что 

и  слѣдовательно  . 

іх  —  —  г  зіп.у  .  Лер  ,  ау  —  г  зіп.у .  ад>, 
искомая  сумма  изобразится  интеграломъ 

Ьгг/ <р)  аіп.у .  5іп .(р  .  <1<р  Л<р- 

Легко  видѣть,  что  этотъ  интегралъ,  въ  отношеніи  къ  <р  ,  долженъ  быть  взятъ  отъ 

у'  — 0  до  <р'—- - Ч>\  и  дѣйствительно,  наибольшая  величина  суммы  ср+ір  будетъ—» 

п  очевидно  соотвѣтствуетъ  тому  предположенію,  когда  цоитръ  цплпндра  находится  па 
четверти  окружности  пзк.  Предѣлы  же  относительно  <р  будутъ  0  и  И  такъ,  искомая 


4гг/2  /■*  9(<Р+У)  «".у.  8іп .ср'Лгр&р. 

Но 

/"*"  %іп.у  А<р  —  (  —  соз.  <ір')о*  =  1  — зіп.до 

ут  9<р'.&т.<р'.йір ’=  (-у' соз  У)/- 9созУ.  й<р'——(^  —  ^зіп.у+соз.у ; 


131 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ, 
поэтому  предъпдуиіій  двойпой  пптегра.гь  обратится  въ  с-іѣдуюіцііі  простой: 

4г*/*(9>  зіп.у)— -^-зіпЛ/+зіп.9з.  соз .<р)йр. 

Если  же  замѣтимъ,  что 

/>.аплр.*р=1,  ііп.Ѵ-Лр=т'  р’віо.у  сов.у.«і(р=-1-, 

то  увндшгь,  что  окончательная  вщшчппа  оптогра-іа  будетъ  -д— (І2:  я*)*  Продавъ  въ  ней 

найденную  выше  >  отпосяшуюся  къ  площади  четверто  круга,  получтгь  полное  чвсло 
случаевъ  вегрѣчп  цплпндра  къ  тонъ  предположеніе,  что  цептръ  его  находится  внутри 
одного  изъ  квадратовъ  1.  Суину  ^-(І2-п*)+  =  С.»  оадобио  еще  пояножпть  па  і, 

потому  что  имѣемъ  четыре  квадрата,  равпыхъ  Я,  и  еслп  къ  величинѣ  2Ьг*  продадимъ 
найденпыя  выше  выраженія  8г(Ь-2г)  и  8г(а— 2г),  относящіяся  къ  прямоугольникамъ  р. 
и  ѵ  (чертежъ  2),  то  получимъ  для  полнаго  числа  случаевъ  встрѣчи  данпаго  цплпндра  съ 
сторонами  прямоугольника  Л Ш'Л/'  величину  8(а+Ь)г-8г\  Раздѣляя  наконецъ  эту  раз- 
пость  па  чпело  всѣхъ  возмо:кпыхъ  положепііі  цплппдра,  когда  цептръ  его  находится  впу- 
три  пряпоугольппка  МП ѴМ’,  найдется  пековая  вѣроятность  встрѣчи.  Число  всѣхъ  воз- 
иожныхъ  полояіспШ  будетъ  оче.пдпо  2п  для  каждой  точки  площади  МШ'К ,  и  поэтояу 
2паЬ  дог  всего  прямоугольника.  Слѣдовательно,  пскояая  вѣроятность  изобразится  дробью 

4г(а+Ь— г) 

яаЬ 

Въ  слѣдующей  Главѣ  (№  50)  мы  рѣшимъ  другой,  болѣе  сложный  вопросъ,  относя¬ 
щійся  къ  этому  же  роду  соедпнепій. 
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ГЛАВА  VI. 

РѢШЕНІЕ  НѢКОТОРЫХЪ  ОСОБЕННЫХЪ  ВОПРОСОВЪ  ИЗЪ  АНАЛИЗА 
ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 

Чтобы  по  возможности  ознакомить  читателей  съ  апалптпчсскпмп  пріёмами,  употребляе¬ 
мыми  въ  Анализѣ  Вѣроятностей,  а  равно  для  упражненія  въ  приведеніи  задачъ  къ  уравне¬ 
ніямъ,  предлагаемъ  еще  нѣсколько  вопросовъ  съ  подробными  ихъ  рѣшеніями. 

49.  Дано  полное  уравненіе  второй  степени  х2-|-рх-)-д  =  0,  в»  котором в  коэффи¬ 
ціенты  р  и  ц,  предполагаемые  цѣлыми,  могутъ  измѣняться  между  предѣлами  — ш 
и  -|-т;  сверхъ  тою,  по  причинѣ  простоты  случая,  допускается,  что  ни  р,  ни  я  не 
обращается  въ  нуль.  При  такихъ  условіяхъ  спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность, 
что  уравненіе,  написанное  па-удачу,  имѣетъ  корни  вещественные? 

Для  рѣшенія  вопроса  замѣтимъ,  что  искомая  вѣроятность  выразится  дробью,  коей 
числитель  будетъ  изображать  число  случаевъ,  въ  которыхъ  уравпепіе  ш* -|-рх-+-д  =  О 
имѣетъ  корни  вещественные,  предполагая  что  р  и  ^  измѣняются  между  предѣлами  т 
и  т.  Чтобы  опредѣлить  это  число,  стоитъ  то.іько  изслѣдовать,  сколько  разъ  разпость 
р'—іщ  обратится  въ  нуль  и  въ  величину  положительную,  измѣняя  р  и  д  отъ  — т  до 
+/п,  включительно.  Что  же  касается  до  знаменателя  дроби,  изображающей  вѣроятность, 
то  опъ  очевидно  будетъ  равенъ  полному  числу  уравненій,  получаемыхъ  чрезъ  измѣненіе 
цѣлыхъ  коэффиціентовъ  р  п  д  между  предѣіамп  —  т  и  т,  пли,  чтб  всё  равно,  чпелу 
всѣхъ  возможныхъ  переложеній  чиселъ  1,  2,  3. .  ,т,  взятыхъ  пб-два,  принимая  при  томъ 
въ  расчётъ  и  зпаки  ихъ. 
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Пусть  будетъ  г  =  —  искомая  вѣроятность.  Знаменатель  М  опредѣляется  весьма 
просто.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ  какъ  коэффиціенты  данпаго  уравпепія  могутъ  быть  и  по¬ 
ложительные  и  отрицательные,  то  изобразивъ  чрезъ  рад  численныя  ихъ  значенія,  полу¬ 
чимъ  слѣдующіе  четыре  случая: 


х2-4-рх+д  =  <М 
я? — рх+д  =01 
х*-\-рх — ^  =  0  Г 


Сверхъ  того,  по  условію  вопроса,  р  п  д  принимаютъ  зпачеиія  1,  2,  3,...т;  слѣдова¬ 
тельно,  каждое  изъ  четырехъ  уравненій  (69)  заключаетъ  въ  себѣ  т 2  другихъ,  и  сово¬ 
купность  ихъ  будетъ  4т2;  вотъ  знамеиатель  М  дроби,  выражающей  вѣроятность  г;  и  такъ 


Теперь  займемся  опредѣленіемъ  числителя  N.  Пусть  будетъ  п  число  случаевъ,  при 
которыхъ  первое  пзъ  уравненій  (69)  допускаетъ  вещественные  корип;  п  тб  же  самое 
въ  отношеніи  ко  второму  изъ  уравненій  (69);  п",  въ  отношеніи  къ  третьему,  п  п  , 
въ  отношепіп  къ  четвертом у.  Въ  такомъ  предположеніи  N=1п-\-п-\-п  +п  • 

По  очевидно  п  =  п,  пбо  разность  р2  —  4д  одинакова  для  обопхъ  уравненій 
х*-|-рх-}-д:=0  и  Xх — рх-|-д=0.  Что  касается  до  чиселъ  п"  п  п",  то  ясно,  что  и  опп 
равны  между  собою;  каждое  пзъ  нихъ  равно  т*,  потому  что  корни  обопхъ  уравпеши 
хг-\-рх _ д  =  0  и  х2 — рх — ч  —  0  всегда  вещественные.  И  таігь  N—2п-\-2тг;  слѣдо¬ 


вательно 


_  Ял+Ят*  _  я+т* 


(70) 


Изъ  этого  видимъ,  что  вопросъ  приводится  къ  опредѣленію  числа  п,  выражающаго  сколько 
разъ  разность  р2  —  4д  обращается  въ  пуль  и  въ  количество  положительное ,  приписывая 
числамъ  р  ид,  независимо  одно  отъ  другаго,  всѣ  положительны  я  зліачсііія  1,  2,  З...т. 
И  такъ,  надлежитъ  пайтп  число  рѣшепій  Формулы 
р2— 4 д  ^  0, 

или,  чтб  всё  равно,  слѣдующей: 

ч  ^  5“» 

для  значеиій  р  ид,  заключающихся  между  предѣлами  1  и  т,  включительно. 

Принимая  послѣдователыло  р=  1,  2,  3,  4,  5,  6...  получимъ  извѣстныя  значенія  для 
д,  при  которыхъ  условіе  д  ^  —  удовлетворяется ,  пли ,  что  всё  равно ,  такія  величины 
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7,  прп  которыхъ  уравненіе  ®*-|-ря-4-7  =  0  имѣетъ  вещественные  корпи.  Наибольшее 
цѣлое,  заключающееся  въ  опредѣлитъ  число  уравненія,  допускающихъ  веществеппые 
корпи  прп  предполагаемой  величинѣ  коэффиціента  р.  Па  такомъ  основаніи  получимъ  таблицу : 

Р  1 

1  О 

2  1 

3  2,  1 

4  4,  3,  2,  1 

5  6,  5,  4,  3,  2,  I 

6  9,  8,  7,  6,  5,  4,  3,  2,  1 

Разсматривая  рядъ  наибольшихъ  величинъ  для  д,  именно  слѣдующій:  I,  2,  4,  6,  9. . . . 
{нуль  исключенъ  изъ  значеній  д)  замѣчаемъ  1°  что  для  опредѣленія  числа  п  надобно 
знать  закопъ  составленія  этого  ряда,  п  2Э  надлежитъ  опредѣлить ,  прп  какомъ  значеніи 
р  наибольшая  величина  для  д  пе  будетъ  превышать  данный  предѣлъ  т.  Напримѣръ,  если 
и,  —  5>  т0  значеніе  />,  о  которомъ  говоримъ,  будетъ  4,  ибо  величинѣ  />  —  5 ,  соотвѣт¬ 
ствуетъ  уже  величина  д  =  С>ш;  это  значеніе  д  =  6,  по  условію  вопроса,  слѣдуетъ  от¬ 
кинуть,  а  удержать  только  пять  слѣдующихъ:  5,  4,  3,  2,  I ,  пе  превышающихъ  предѣла 
т.  И  такъ,  въ  настоящемъ  случаѣ,  число  п  =  І+З-Н-Н*  =  12,  что  легко  повѣрить 
па  самыхъ  уравненіяхъ. 

Пусть  будетъ  Р  пелпчппа  коэффиціента  р,  доставляющая  въ  предъпдущемъ  ряду  для 
д  величину  (?,  пспосредствсппо  меньшую  пли  равную  т.  Слѣдовательно  будетъ  т, 

откуда  Р  =  Е(Ѵш),  разумѣя  подъ  Е{Ѵш)  наибольшее  цѣлое  число,  заключающееся 
въ  Ѵьт.  Для  значеній  р,  большихъ  нежели  Р,  будемъ  получать  величины  д,  вообще 
большія  предѣла  т\  изъ  нихъ  должно  будетъ  удержать  только  тѣ,  которыя  пе  превы¬ 
шаютъ  числа  т,  именно  1,  2,  З...т.  Но  такъ  какъ  между  р=  Р  и  р  =  т,  будетъ 

т _ р  члсповъ  и  т  значеній  I,  2,  3. .  .т  для  д,  соотвѣтствующихъ  каждому  изъ  этихъ 

членовъ,  то  заключаемъ,  что  между  предѣлами  р  =.  Р  и  р  =  т,  число  уравненіи,  съ 
вещественными  корнями,  выразится  произведеніемъ  т{т—Р). 

Теперь  остается  опредѣлить  сумму  5  ряда 

I,  2,  4,  6,  9 . 0, 

и  когда  опа  будетъ  извѣстна,  то  п  паіідстсл  посредствомъ  Формулы 

п  =  5  +  ,л(т-Р). 
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Для  опредѣленія  суммы  5,  необходимо  знать  закопъ,  по  которому  составляется  предъиду- 
щій  рядъ.  Займемся  этшгь  опредѣленіемъ,  п,  для  большей  ясности,  различимъ  два  слу¬ 
чая,  соотвѣтствующіе  предположеніямъ  Р  чётнаго  и  нечётнаго. 

Первый  случай,  въ  которомъ  предполагается  Р  =  2 к. 

Ясно,  что  въ  этомъ  предположеніи  имѣемъ  ()  =  А*;  предшествующая  ей  величина 
получится  взявъ  р  —  2А— 1,  п  составивъ  количество  наибольшее  цѣ¬ 

лое,  заключающееся  въ  этой  величинѣ,  даетъ  искомое  значеніе  для  д,  которое  равняется 
разиости  А1 — А.  Потомъ  получимъ  для  д  величину  (А  — I)1,  далѣе  (А — 1)* — (А  1)  и  проч. 
Найденныя  такпмъ  образомъ  числа  составляютъ  слѣдующій  рядъ: 

к\  А* — А,  (А  —  і Д  (А— I)* — (А — I),  (А— 2)*,... 9,  6,  4,  2,1.  (72) 

Сумма  этой  строки,  пзображеииап  выше  чрезъ  $,  будетъ  выражать  число  уравненій  съ 
вещественными  корнями,  отъ  предѣла  р~  1  до  р—Е(  V  4ш)— Р  включительно,  при  Р  чёт- 
иомъ.  Но  рядъ  этотъ  можетъ  быть  иаипсаиъ  въ  видѣ 

5  =  і + [2 + ь]+ [6+9]+  •  •  •  -И(А- 1  )(А — 2)  -К  А- 1  )*] + [А(А-  1 )+ А*] , 
и,  по  обратному  способу  разностей,  пли  другимъ  образомъ,  найдется  весьма  просто 
_  *(*+ІК4*-«)  _  Р(Р+2)(2Р-1) 

5  —  о  — ‘  21 

Слѣдовательно,  полное  число  случаевъ,  въ  которыхъ  уравненіе  хг+рх+Ч  0  имѣетъ  ве- 
ществсниыс  корни,  выражаемое  суммою  5+т(т-Р),  будетъ 
Р(Р+2)^Р-0  +  т(т_р) 

Но  это  число  изображено  выше  чрезъ  п;  п  такъ  вѣроятность  г,  что  уравпепіе  второй 
степени,  съ  коэффиціентами  цѣлыми,  заключающимися  между  предѣлами  —  т  а  ■+•«,  вы¬ 
разится,  въ  силу  уравненія  (70),  Формулою 

^±?М/!г*>+т(2ш-Р)  ,  ч 

М  ^  *  '  (73) 

2 я»*  4  ' 

гдѣ  Р—Е{ѴЬт)  есть  чётное  число. 

Второй  случай,  въ  которомъ  предполагается  Р—2к-\-1. 

Въ  этомъ  случаѣ  будетъ  (}—кг-^-к,  поточу  что  —  —  А1  -)-АЦ-  -  ?  откуда,  отдѣляя 
цѣлое  число,  получаемъ  А*+А;  слѣдовательпо,  предшествующая  велпчпиа  для  ^,  которая 
соотвѣтствуетъ  значенію  р~2А,  будетъ  А*;  потомъ  величины  для  д  пойдутъ  точно  въ 
такомъ  порядкѣ,  какъ  и  въ  ряду  (72).  II  такъ,  чтобы  найти  сумму  ряда 
і,  2,  4,  6,  9....  А* — А,  А*,  кг-\-к. 
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достаточно  будетъ,  къ  суммѣ 

*= 14-2+4+6+9+ . .  .+(/с4— *)+**=  — 
продать  ве.шчопу  допо.шпте.іьпаго  члена  А* +А,  что  прпвед 
выраженію:  №+ЦЦ-И)  _  (Р-ЦГ+ЦаР+З) , 


почему  вѣроятность  : 


ь  случаѣ  Р  нечётнаго. 
(Р-1КР-И)(«Р+3)  . 


выразится  Формулою: 
-т(2т — Р) 


2  от* 


(70 


II  такъ,  для  опредѣленія  вѣроятпостп,  что  произвольно  взятое  уравненіе  2-ой  стспсно 
хг-{-рх- (-д=:0,  въ  которомъ  р  а  ^  суть  цѣіыя  числа,  заключающіяся  между  предѣлами 

_ ц  т,  имѣетъ  корпи  вещественные ,  слѣдуетъ  сперва  найти  наибольшее  цѣлое 

число,  содержащееся  въ  ѴТіп.  Пусть  будетъ  Р  это  число;  искомая  вѣроятность  г  опре- 
дѣлится  Формулами  (73)  пли  (74),  смотря  по  тому,  будетъ  ли  Р  числомъ  чёт, ѣшь  плВ 
нечётнымъ. 

Положимъ  напримѣръ  т  —  10;  найдемъ  Р=:Е(  Ѵ40)  =  6,  и  по  Формулѣ  (73) 


Для  т~  100,  имѣемъ  Р  —  Е{Ѵ 400)  =  20,  г 


;  Формулѣ  (73)  получнмі 


Для  т  =  1000,  будетъ  Р=Е(Ѵ'4000)  =  63,  и  въ  слѣдствіе  Формулы  (74)  имѣемъ 


_  «388528 

2  —  2000000* 

и  такъ  далѣе.  Изъ  этихъ  промѣровъ  усматриваемъ,  что  вѣроятность  получить  па-удачу 
уравненіе  2-ой  степеии,  имѣющее  вещественные  корни,  быстро  увеличивается  по  мѣрѣ 
того,  гакъ  увеличиваемъ  предѣлы  его  коэффиціентовъ.  Если  иоложпмъ  т  —  оо,  то  обѣ 
Формулы  (73)  п  (74)  доставляютъ  г=  1.  Этотъ  выводъ,  при  нервомъ  воззрѣніи,  долженъ 
показаться  ошибочнымъ,  ибо  изъ  него  слѣдуетъ ,  что  вѣроятность  получить  уравненіе  съ 
мнимыми  корнями  равна  нулю,  между  тѣмъ  какъ  пѣтъ  пигакого  сомнѣнія,  что  такихъ 
уравненій  безчисленное  множество.  Этотъ  кажущійся  парадоксъ  прямо  объясняется  тѣмъ, 
что  число  урависиій,  имѣющихъ  всщсствеипыо  корни,  безконечно  велико  въ  отношеніи  къ 
числу  уравненій,  допускающихъ  мнимыя  рѣшенія.  Основываясь  на  Формулахъ  (73)  и  (74) 
легко  доказать,  что  отношеніе  числа  уравненіи  съ  вещественными  корнями,  къ  числу  урав¬ 
неній  съ  мнимыми,  будетъ  пропорціонально  У/л,  когда  предположимъ  т  —  оо.  Для  этого 
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стоитъ  только,  въ  обѣпхъ  Формулахъ,  замѣнить  Р  величиною  Ѵ4іи,  равною  Р  приш_оо. 
Впрочемъ  замѣтимъ,  что  если  бы  предѣлы  коэффиціентовъ  р  и  ц  были  различны  между 
собою,  то  можно  бы  было  выбрать  этп  предѣлы  такъ,  что  вѣроятность  х  обратилась  бы 
псто.іькогвъ  количество  дробное,  но  даже  и  въ  пуль. 

Руководствуясь  подобными  соображеніями,  можно  рѣшпть  вопросъ  и  въ  томъ  случаѣ, 
когда  предложенное  уравненіе  будетъ  вида  ах1  -\-  Ьх+с=0 ,  разумѣя  подъ  а,  Ь  п  с  коэф¬ 
фиціенты  цѣлые,  заключающіеся  между  предѣлами  1  п  т.  Отсылаемъ  по  этому  предмету 
къ  нашему  Разсужденію,  помѣщенному  въ  Штоігез  (Іе  ІАсшІётіе  Ітрсгіаіе  Лез  Бсіепсез 
Ле  8і.  РёіегзЬоигд,  VI  8е'гіе,  8сіепссз  таіЬёшаІ^иез  сі  рЬузЦиоз,  Т.  I,  1836. 

50.  Дана  опредѣленной  или  неопредѣленной  величины  ѣюскость,  покрытая  систе¬ 
мою  соприкосновенныхъ  между  собою  равностороннихъ  треугольниковъ;  на  эту  плос¬ 
кость  бросаютъ,  на-удачу,  весьма  тонкій  цилиндръ,  извѣстной  длины.  Опредѣлить 
вѣроятность,  что  цилиндръ  упадетъ  по  крайней  мѣрѣ  на  одну  изъ  сторонъ  иачер- 
ченшхъ  на  іиоскости  треугольниковъ. 

Прежде  всего  замѣтимъ,  что  искомая  вѣроятность,  для  цѣлой  системы  треугольниковъ, 
будетъ  одинакова  съ  вѣроятностію,  относящеюся  къ  одному  изъ  составныхъ  треугольни¬ 
ковъ,  предполагая  что  центръ  цплппдра  находится  внутри  его;  поэтому  достаточно  опре¬ 
дѣлить  послѣднюю,  п  слѣдовательпо  принять  въ  соображеніе  одппъ  изъ  треугольниковъ- 
плоскости.  Для  опредѣленія  вѣроятности,  что  цилиндръ,  падая  центромъ  своимъ  внутри 
разсматриваемаго  треугольника,  пересѣчетъ  одпу  или  двѣ  пзъ  его  сторонъ,  поступаемъ 
слѣдующимъ  образомъ:  пзъ  каждой  внутренней  точки  треугольника,  принимаемой  за  центръ 
цилиндра,  радіусомъ  равпымъ  полу-длппѣ  цплппдра,  описываемъ  цѣлую  окружность;  опре¬ 
дѣляемъ  потомъ  какъ  великъ  уголъ,  при  которомъ  цплшідръ  будетъ  пересѣкать  стороны 
треугольника.  Отношеніе  наіідспнаго  такимъ  образомъ  угла  къ  цѣлой  окружности,  вь 
силу  предложенныхъ  въ  №  48  объясненій,  равио  отношенію  чпела  случаевъ  встрѣчи,  къ 
числу  всѣхъ  возможныхъ,  и  слѣдовательно  изображаетъ  вѣроятность  встрѣчи,  когда  центръ 
цилиидра  будетъ  совпадать  съ  разсматриваемою  точкою  виутрп  треугольника.  Пусть  будетъ 
Л-  эта  вѣроятность.  Изобразимъ  знакомъ  5  сумму,  относящуюся  ко  всѣмъ  точкамъ  тре¬ 
угольника.  Дробь  будетъ  означать  вѣроятность,  что  центръ  цилиндра  упадетъ  въ 
назначенную  иансродъ  точку,  п  что  самый  цилиндръ  встрѣтитъ  по  крайней  мѣрѣ  одну  изъ 
сторонъ  треугольника,  а  выраженіе  ^  изобразитъ  искомую  вѣроятность.  Умноживъ  какъ 

числитель  такъ  и  знаменатель  послѣдней  дроби  на  элементъ  ы  илощадч  треугольника,  получимъ 
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ы  . 

52.7.  ы  —  2.7ІО  ' 

Если,  для  краткости,  означимъ  чрезъ  //*  площадь  треугольника, 
выраа;сніе  для  вѣроятности  встрѣчи  цилиндра  съ  дѣленіями: 


то  найдемъ  слѣдующее 


(75) 


II  такъ,  для  рѣшенія  нашего  вопроса,  надлежать  опредѣлить  числитель  предъпдущеіі  дроби. 
Но  причинѣ  разнообразія  обстоятельствъ,  представляющихся  въ  различныхъ  частяхъ  тре¬ 
угольника,  мы  должиы  разложить  его  па  пѣско.іько  Фигуръ.  Пусть  будетъ  АВС  (чер- 
теяіъ  4)  треуголышкъ,  о  которомъ  идетъ  рѣчь,  Ь  каждая  изъ  его  сторонъ,  а  2 г  длппа 
даннаго  цплшідра.  На  перпендикулярномъ  разстояніи  г  отъ  каждой  стороны  треугольника, 
внутри  его,  проводимъ  три  параллельныя  линіи;  такимъ  образомъ  составятся:  1°  рав- 
иосторопиііі  треугольникъ  аЬс,  котораго  площадь  назовемъ  /2;  2°  три  трапеціи  аЪК  К" , 
асКІИ",  ЬеШі'і  пусть  будетъ  Я  площадь  каждой  пзъ  нпхъ;  3°  три  ромба  АаКК , 
ВЬШ",  СсМ'М",  и  площадь  каждаго  пзъ  нпхъ  ц.  Слѣдовательно,  площадь  треугольника 
АВС,  рапная  будетъ  также  =  Л+ЗЯ-^-З/г. 

Замѣтимъ,  что  такое  разложеніе  треугольника  справедливо  только  въ  томъ  случаѣ, 
когда  г  менѣе  радіуса  круга,  вписаннаго  въ  треугольникѣ  АВС-  Слѣдоватсльпо,  мы  пред¬ 
полагаемъ  г  <  ^  ■  Впрочемъ,  можно  не  исключать  случая  г  =  ^  ;  тогда  падобпо 
только  принять  /2  =  0. 

Прежде  нежели  заіімсмсл  рѣшеніемъ  вопроса,  оыппшемъ  для  удобности  нѣкоторыя  вс- 
лпчпиы,  въ  которыхъ  будемъ  имѣть  падобность.  Вотъ  онѣ  (по  чертежу  4-му): 

АВ  —  Ь,  аЬ  —  Ь — 2УЗ  г,  перпендикуляръ  ЫІ  =■  г, 

Ш'  —  ~  =  I,  ТПі—  ^—^1,  уголъ  (АВС)  =  60°, 

8ііі.30°  =  СО8.60"  =  4  ’  5Іп-60°  —  СО8-30°  =  Т’ 

Пусть  будетъ  Р  числитель  дроби  (75);  отношеніе 


2  р 


изобразитъ  вѣроятность  встрѣчи  цилппдра  по  крайней  мѣрѣ  съ  одною  пзъ  сторопъ 
треугольника. 

Приступимъ  теперь  къ  опредѣленію  величины  Р,  и  замѣтимъ  сперва,  что  пока  центръ 
цилиндра  находится  внутри  треугольника  /2,  то  самый  цилиндръ  не  можетъ  падать  пи  па 
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одну  пзъ  сторонъ  АВ,  ВС,  СА.  Слѣдовательно,  для  площади  /2  не  будетъ  случаевъ 
встрѣчи.  Изобразимъ  чрезъ  м  число  случаевъ ,  въ  которыхъ  цилиндръ,  падая  центромъ 
своимъ  внутри  площади  Я,  пересѣчетъ  которую  пибудь  изъ  сторонъ  АВ,  ВС,  СА,  а 
чрезъ  п  то  же  самое  въ  разсужденіи  каждой  пзъ  площадей  ц.  Получимъ  Р  —  З/л-НЗ/і, 
и  слѣдовательно,  искомая  вѣроятность,  которую  изобразимъ  чрезъ  х,  опредѣлится  Формулою 

1=****4.  (,6) 

Вопросъ  состоитъ  теперь  въ  опредѣленіи  величинъ  т  п  л.  Займемся  сначала  первою 
пзъ  нпхъ.  Пусть  будетъ  ЕСИР  (чертежъ  5)  трапеція  Я,  въ  увеличенномъ  размѣрѣ;  раз¬ 
ложимъ  ее  на  прямоугольникъ  АВСБ  и  два  прямоугольные  треугольника  АСЕ  п  ВѴР. 
Пусть  будетъ  т  число  случаевъ  встрѣчи,  когда  центръ  цилиндра  находится  внутри 
прямоугольника,  а  п  то  же  самое  въ  отношеніи  къ  каждому  пзъ  двухъ  треугольниковъ. 
Слѣдовательно 

т  =  т'+2п.  (77) 

Чтобы  найти  т',  возьмемъ  внутри  прямоугольника  АВСЬ  какую  нп  есть  точку  ІИ,  и 
изобразимъ  ея  прямоугольныя  координаты  АР  и  РМ  чрезъ  а:  п  у.  Положимъ,  что 
центръ  цилппдра  падаетъ  въ  эту  точку,  и  что  цплппдръ,  обращаясь  около  пся,  описы¬ 
ваетъ  копцами  своими  цѣлую  окружность;  пусть  будетъ  <р  уголъ,  составляемый  осью  ци- 
лппдра  съ  перпендикуляромъ  МР  въ  то  мгповспіе,  когда  цплппдръ  коспется  однимъ  кон¬ 
цомъ  линіи  АВ  въ  точкѣ  А.  Уголъ  2 ер  изобразить  часть  окружности,  описываемую  каж¬ 
дымъ  концомъ  цилиндра,  при  которой  сей  послѣдній  будетъ  падать  на  сторону  АВ. 
II  такъ,  въ  пространствѣ  угла,  равнаго  ’лр,  цилиндръ  будетъ  пересѣкать  сторону  А  В, 
предполагая,  что  центръ  его  находится  въ  точкѣ  ІИ,  а  двойной  интегралъ  4Уу  еріхеіу 
взятый  между  надлежащими  предѣлами,  опредѣлитъ  величину,  которую  мы  изобразили 
выше  чрезъ  т. 

Для  опредѣленія  этого  пптсграла,  замѣтимъ  что  у  —  г  сов. ір,  и  слѣдовательно 
йу— — гвіа.ір .  (Іср ;  предѣлы  относительно  ер  очевпдпо  будутъ  0  и  — »  а  въ  разсуждеиіп 
х,  нуль  п  АВ  —  Ь—2ѴЪ.г.  II  такъ,  по  причинѣ 

^  ср  .в\п.<р  .Аір  —  І, 

получимъ 

Ѣ-2/5.Г  " 

т'  =  /  ер .  8ІП.5Р .  дхеіер  =  4г(ѣ — 2\/Ъ.г).  ѵ  ѵ 

°  18* 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


Величина  п  опредѣілется  подобнымъ  образомъ:  только  верхній  предѣлъ  отпосптслыю 
у  будетъ  перемѣнный.  Означимъ  чрезъ  х  =  ЕР,  у=РМ  (чертежъ  6)  координаты  точки 
М,  въ  которой  предполагаемъ  центръ  цплпндра,  п  изобразимъ  чрезъ  2 р  уголъ,  составляе¬ 
мый  крайними  положеніями  цилиндра,  такъ  что  Л/ Л  =  Л//  =  г.  Величина  п  выразится 
интеграломъ  Ь//ерАхАу,  распространяя  его  на  весь  треугольникъ  АСЕ;  поэтому,  пре- 
дѣіы  въ  разсун:дсиіи  перемѣнной  у  будутъ  0  и  ѴЗ.ж,  ибо  уравненіе  прямой  ЕС,  по 
причинѣ  угла  СЕА  равнаго  60°,  есть  у  =  ѴЗ.ж;  относительно  же  абсциссы  ж,  инте¬ 
гралъ  долженъ  быть  взятъ  отъ  х  =  0  до  х  =  ЕЛ  =  ;  и  такъ 

п  =  ер.АхАу. 

Но  какъ  у=  гсоз.у,  то  ер  —  агс  соз.  ^  »  почему 

»'  =  ^Л  'аго  «.І-Мг  =  &1-і> 

Слѣдовательно,  въ  силу  Формулъ  (77)  и  (78),  получимъ 

т  =  і  (га) 

Опредѣленіе  величины  п  нѣсколько  сложнѣе  предъпдущей  т.  Увеличимъ  для  удоб- 
постп  размѣры  ромба  ц.  Пусть  будетъ  АВСВ  (чертежъ  7)  этотъ  ромбъ.  Изъ  точки  А, 
радіусомъ  полу-цплпидра  г  (по  построенію,  равнымъ  высотѣ  ромба),  описываемъ  круговую 
дугу  АсЬ.  Очевидно,  что  пока  центръ  цилиндра  будетъ  находиться  внутри  сектора  АЬсА, 
цилиндръ,  при  всѣхъ  положеніяхъ  своихъ,  непремѣнно  упадетъ  пли  па  одну  изъ  сторопъ 
АВ,  АТ),  пли  даже  па  обѣ.  Слѣдовательно,  число  соединеній,  относящихся  къ  этому 
предположенію,  будетъ  равняться  цѣлой  окружности,  помноженной  на  площадь  сектора 
АЬсА,  то  есть  величппѣ  Если,  сверхъ  того,  изобразимъ  чрезъ  р  число  случаевъ 

встрѣчи,  когда  центръ  цилиндра  находится  внутри  Фигуры  АВСВЬс,  то  получимъ 

п  =  ^+р.  О») 

Такимъ  образомъ  вопросъ  приводится  къ  опредѣленію  величины  р.  На  сей  конецъ,  изъ 
какой  ни  есть  точки  М,  взятой  внутри  Фпгуры  АВСВЬс,  радіусомъ  г,  описываемъ  часть 
окруяіностп,  которая  пересѣчетъ  стороны  А  В  и  //О,  или  ихъ  продолженія,  въ  нѣкото¬ 
рыхъ  точкахъ  I,  2,  3,  Ь.  Яспо,  что  обращая  цилиндръ  около  разсматриваемой  точки  М, 
опъ  будетъ  встрѣчать  обѣ  стороны  АВ  а  АО,  пли  только  одну  изъ  ппхъ,  когда  будетъ 
находиться  внутри  угловъ  ( I Л/2)  и  (ЗЛА),  пмеппо:  обѣ  стороны  въ  пространствѣ  угла 
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(\МЕ)  и  равпаго  ему  и  противуположнаго  вершиною  (ІМЕ ),  а  одпу  только,  когда  будетъ 
заключаться  въ  углахъ  (Е’Л/2),  (ШЕ'),  (3 Л/Е),  (ЕЛИ);  внѣ  этихъ  угловъ  встрѣча  невоз¬ 
можна.  Отсюда  легко  заключить,  что  встрѣча  пепрсмѣпио  произойдетъ  при  обращеніи  ци¬ 
линдра  внутри  угла  (ЕЛ/2)  и  противуположнаго  ему  вершпною  (Е'Л/3),  то  есть,  въ  про¬ 
странствѣ  удвоеннаго  угла  (ЕЛ/2).  Внѣ  сигъ  предѣловъ,  цилиндръ  нс  можетъ  пересѣкать 
сторонъ  А  В,  //О  ромба.  Положимъ  (ЕЛ/2)  =  0,  и  опредѣлимъ  этотъ  уголъ.  Изъ  точки 
Л/  опустимъ  перпендикуляры  МН  п  Л/у  па  стороны  АВ  а  АО  ромба;  пусть  будетъ  уголъ 
( I  Л/2)  =  Ър,  а  (ЗЛА)~  299'.  Такъ  какъ  0  =180°— (2 Л/3),  а  уголъ  (НМ/),  по  свойству 
ромба,  равняется  І20°,  то,  по  причинѣ  (2Л/3)=(/іЛ/у)— ер- ер’,  найдется  0=60 °+р+<р' 
—  Пусть  будутъ  АХ,  А  У  косоугольныя  координатныя  осп,  и  АР  —  х, 

РМ~у;  элсмептъ  площади  будетъ  5\п.60°  .АхАу  —  аАхАу,  разумѣя  подъ  и  ирраціо¬ 
нальное  число  ^  =  5ІП.600.  Слѣдовательно  получимъ 

р  =  +  '/>  +  /)<“»■■ 

Если  выразимъ  <р  и  ер'  посредствомъ  ж  и  у,  и  разложимъ  послѣдній  пптсгралъ  па  два 
другіе,  одинъ,  относительно  Фигуры  ВАсЬЬ'В ,  а  другой,  относительно  параллелограмма 
ЬВЬ'С,  то  первый  иитегралъ  должно  будетъ  взять  отъ  у  —  ординатѣ  круга  ЕІѴ,  до  у  = 
ПОСТОЯННОЙ  ЛИНІИ  АВ,  И  отъ  ж=0  до  х—г;  второй,  отъ  у  =  0,  до  у  =  постоянной 
линіи  АВ,  и  отъ  х  =  г,  до  ж ~АВ.  Изобразимъ  чрезъ  у'  ордииату  РК  круга,  и  вспом- 
ппмъ,  что  лппіл  АВ-=АВ  —  —^—1.  Если  теперь  изъ  точки  Р  опустимъ  перпенди¬ 
куляръ  Р<2  на  линію  АВ,  то,  но  причинѣ  угла  АР(2  равнаго  30°,  получимъ  АР. соз.  30°  = 
р(}  —  М],  или  ~  =  гсоз.р.  Но  мы  видѣ-ш  выше,  что  /  =  -^;  слѣдовательно 
ж  =  /.005.99.  Подобнымъ  образомъ  найдемъ  у  =  /.005.9»'.  Отсюда  выведемъ 

Подставляя  эти  величины  въ  предъпдущее  выражепіе  для  р,  получимъ 
р=2и /* ' + агс  С05.  ^  4-агс  сое.  ^)АхАу+2и/^  ^  агссоз.  агссов.  ^)ЛхАу. 
Пусть  будетъ  для  краткости  1,  первый,  а  I,  второй  изъ  интеграловъ,  входящихъ  въ  ве- 
личини  р ;  найдется 

р  =  2«І,+2«ІГ 

Интегрируя  относительно  перемѣнной  у,  получимъ 


ОСНОВАНІЯ  М  А  Т  Е  М  АТ  И  Ч  Е  С  К  О  ІІ 


ив 


I,  =/'[^(«-/)+У?=73+і.агс  со», і  -/( агс  со».  4  +мс  со»,  4.)]*, 

I,  =/'[ІЦ-І+і.агсс054]іс. 

Интегралъ  I,  заключаетъ  въ  себѣ,  сверхъ  перемѣнной  х,  еще  ординат;  у'  круга;  но  какъ 
уравненіе  сего  послѣдняго  есть  =  ,Д>  чт^  легко  видѣть  изъ  треугольника 

АРИ  (чертежъ  8),  въ  которомъ  имѣемъ  АИг  —  АРг-\-РИ*-\-2АР  к  РЛГ.сов.бО0,  или 
г*  =  ®*-Нг'*Ч-ау',  то  и  получимъ 


Отсюда  У  4т1 — Зу'1  =  2®4-у'  ши  У I1 — у*  —  ^-(2®+у'). 

Замѣтивъ  сверхъ  того,  что 

^у'Лв  — 

найдемъ 

.('т  ТЕ 

(Ѵг—г1'  (*»+»')*  =  й  +  «й 

/ !.  агс  со».  4  .<&=  ЦР-ѴК^+г. огс  со».  4). 

Для  опредѣленія  послѣдняго  интеграла,  входящаго  въ  велпчппу  I,,  именно 
_^Ѵ(агс  сое.  ^  агс  соз.  -у)Ав, 

наблюдаемъ,  что  сумма 

агс  соз.  -|-агс  соз.  =  120°=  • 

Это  равенство  прямо  слѣдуетъ  изъ  простого  геометрическаго  построенія.  Дъііствительпо, 
мы  видѣли  выше,  что  вообще 

х  —  I  сов.гр,  у  —  I  соз.<р' ; 


слѣдовательно  и  для  круга  будетъ  также 


агс  соз,  4-  агс  соз.  у-  =  у  +  Ѵ- 


Но  ясно,  что  когда  цептръ  цилиндра  будетъ  находиться  въ  какой  ни 
говон  дуги  с/сЬ  (чертежъ  8),  то,  по  причинѣ  ИА  равнаго  г,  углы  <р 


:ть  точкѣ  N  кру- 
ір  будутъ  смеж- 
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ные,  то  есть,  (КИА)  —  <р  ,  (АИ])-=<р,  почему  (АЛ)-)  =  гр+ер  ;  съ  другой  же  сторопы 
очевпдпо,  что  уголъ  (А/Ѵ/)  =  120°;  слѣдовательно 

агс  соз.  ^  +  агс  соз.  ^-  =  120°  = 

(У(агс  соз.4-+агссоз.^)(1®=-^Гу'Лс=-у--^-  ='$-•  (в2) 

Соединял  интегралы  (81)  и  (82),  п  замѣпял  велпчппу  I  равною  ей  а  и  числомъ  ^ » 
найдемъ  по  сокращеніи 

<Н  =  '•’[|+Й-К‘+5Й)’—  Т**} 

Чтб  касается  до  интеграла  Іа,  то  получаемъ  безъ  всякаго  затрудненія 
2«І,  =  ,.*[2(т*-1)+(^-|)„]. 

Слѣдовательно,  по  Формулѣ  р  —  2и11-\-2иІг,  найдется 

р  =  г*(й— I+зй,'_т,'’)’ 

п  наконецъ,  по  уравненію  (80), 

»=4й-‘+й-4 

Если  подставимъ  теперь  въ  уравненіе  (76)  велпчппу  т,  опредѣляемую  Формулою  (79), 
и  пайдсипое  сей-часъ  значеніе  для  п,  то  получимъ  окончательно 
„  _  8Уз.г^-г»(«н-а>'з-}я) 

Вотъ  выраженіе  вѣроятности,  что  цплпндръ,  брошенный  па-удачу  па  плоскость,  раздѣлен¬ 
ную  на  равносторонніе  треуголышкп,  упадетъ  по  крайпей  мѣрѣ  иа  одну  изъ  пхъ  сторонъ; 
очевпдио,  что  противная  вѣроятность  будетъ  1 — г.  Напримѣръ,  если  бы  для  длины  ци¬ 
линдра  ирипяли  наибольшую  величину  объ  которой  упомянуто  выше,  то  нашли  бы 
іи-Уз+1»  _  _зз 

—  Оя-  —  38  ’ 

а  слѣдовательно  протпвпая  вѣроятность  —  —  • 

Эту  задачу  мы  взяли  изъ  иашего  Разсуждспія,  напечатаннаго  въ  Метоігез  Ле  ѴАсайс- 
тіе  Ітрегіаіе  <Ісл  8сіепсе$  с/е  8і.-РеІегіЬоигд,  VI  8егіе,  Бсіспссз  МаІІіишаІісрісз  сі  РЬу- 
5н]ііс5,  Т.  I,  1837.  Въ  томъ  же  Томѣ  читатели  найдутъ  другіе,  подобнаго  же  рода 
вопросы,  приводящіе  къ  онредѣіепію  логариомическихъ  и  эллиптическихъ  Функцій. 

51.  По  дачному  положенію  двухъ  квадратовъ  на  обыкновенной  шахматной  доскѣ, 
опредѣлить  вѣроятность,  что  ладья,  стоящая  на  одномъ  илъ  двухъ  квадратовъ,  до- 
етшнетъ  друіаю  въ  х  ходовъ. 
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Рѣшеніе  этого  вопроса  представляетъ  три  случая,  относящіеся  къ  взаимному  положе¬ 
нію  двухъ  данныхъ  квадратовъ.  Изобразимъ  ихъ  буквами  А  п  В.  Можетъ  случаться 
1°  что  А  а  В  совпадаютъ,  то  есть,  что  по  смыслу  вопроса,  ладья  должна  возвратиться 
въ  а:  ходовъ  на  прежнее  мѣсто;  2°  что  В  находится  на  одной  горизонтальной  или  вер- 
т„в,.шюіі  ЛИНІИ  съ  А,  и  пакопись  3"  ™  А  ■  В  и  „а  од,, о»  .,п„іо.  На  чертежа» 
9,  10  п  II  изображены  эти  трп  взаимныя  положенія  квадратовъ  А  а  В. 

Пусть  будутъ  р,  7,  г  искомыя  вѣроятности  въ  разсматриваемыхъ  трехъ  случаяхъ. 
Изобразимъ  соотвѣтственно  чрезъ  нх,  ѵх,  ѵх  число  всѣхъ  различныхъ  двпжешн  ладьи, 
при  которыхъ  она,  въ  х  ходовъ,  изъ  А  достигаетъ  В.  Замѣтивъ,  что  число  всѣхъ  воз¬ 
можныхъ  движеніи  ладьи,  въ  х  холоп,  будетъ  14*=2*7*,  получит. 

_  ><х  „  _  ‘'*  ,  г  —  .  Г83') 

р  —  2 -гр»  Я  —  г  —  Vе.  7*  V  / 

Мы  говоримъ,  что  число  всѣхъ  возможныхъ  движеніи  ладьи,  при  х  ходахъ,  есть  14"; 
дѣйствительно,  при  первомъ  ея  ходѣ  возможныхъ  движеніи  будетъ  14,  отмѣченныхъ  на 
чертежѣ  9  буквами  а.  При  второмъ  іодѣ  будетъ  опять  14  движеній,  п  какъ  каждое  изъ 
нихъ  совокупляется  съ  каждымъ  изъ  14-тп  перваго  хода,  то  и  получится  14x14  или 
14*  различныхъ  движеніи  ладьи,  прп  двухъ  ея  ходахъ.  Для  трехъ  ходовъ  найдется  число 
П»,  п  вообще,  для  *  ходовъ,  полное  число  движеній  ладьи,  какъ  сказано  выше,  бу¬ 
детъ  14х.  II  такъ  вопросъ  приводится  къ  опредѣленію  величинъ  кх,  ^х*  я’*-  Д',я  этого 
составляемъ  совокупныя  уравненія  въ  конечныхъ  разпостяхъ  на  слѣдующемъ  основаши: 

Положимъ,  что  ладья,  въ  х+1  ходовъ,  должна  возвратиться  на  прежнее  мѣсто; 
число  ея  движеній  прп  такомъ  условіи  выразится  чрезъ  иг+, .  Допустимъ,  что  первый 
ходъ  сдѣланъ,  и  что  слѣдовательно  ладьѣ  остается  х  ходовъ.  Ясно,  что  первый  ходъ 
представляетъ  14  различныхъ  движеній,  пменио,  ладья  можетъ  стать  на  который  ип  есть 
изъ  14-тп  квадратовъ ,  отмѣченныхъ  буквою  а  на  чертежѣ  9.  Послѣ  перваго  хода,  ладьѣ 
останется  х  ходовъ,  относящихся  уже  ко  второму  случаю.  Но,  число  движеній  ладьи  отъ 
А  къ  В,  когда  эти  квадраты  находятся  иа  одной  линіи,  изображено  выше  чрезъ  Ѵх.  Слѣ¬ 
довательно,  получимъ  первое  условіе 

ц^,  =  І4г,  . 

Положимъ  теперь,  что  ладья,  изъ  положенія  А  (чертежъ  10),  должна  перейтн  въ  по¬ 
ложеніе  В  въ  х-і-  1  ходовъ.  Къ  такомъ  случаѣ  число  движеній  ея ,  удовлетворяющихъ 
этому  условію,  выразится  чрезъ  нх+1 .  Допустимъ  теперь,  что  первый  ходъ  сдѣланъ; 
при  этомъ  первомъ  ходѣ  могутъ  произойти  14  различныхъ  движеній  ладьи,  именно: 
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1°  одинъ  ходъ  отъ  А  къ  Ва  (чертежъ  10),  приводящій  къ  первому  случаю;  2°  шесть 
ходовъ  отъ  А  къ  Ь  (тотъ  же  10  чертежъ),  приводящихъ  ко  второму  случаю,  и  наконецъ 
3‘  семь  ходовъ  с,  относящихся  къ  третьему  случаю.  Замѣтивъ  сверхъ  того,  что  послѣ 
этого  перваго  хода,  ладьѣ  останется  еще  х  ходовъ,  получимъ  второе  условіе 

‘’х+І  —  Вх-Ь8$'х+^Я’*  • 

Наконецъ,  разсмотримъ  тотъ  случай,  когда  ладья,  въ  1  ходовъ,  должна  перейти  изъ 
А  въ  В,  предполагая,  что  эти  квадраты  не  находятся  па  одной  лппіп.  Прп  первомъ  ходѣ 
ладьи  имѣемъ  14  различныхъ  движеній,  изъ  которыхъ  два,  именно  6  (чертежъ  11),  отно¬ 
сятся  ко  второму  случаю,  а  двѣнадцать,  отмѣченныхъ  па  томъ  же  чертежѣ  буквою  с, 
относятся  къ  третьему  случаю.  П  такъ,  найдется  слѣдующее  третье  условіе: 

«’х+і  —  2<’х+12я>х . 

Такпмъ  образомъ  мы  получаемъ  трп  совокупныя  уравненія,  перваго  порядка,  опредѣляющія 
искомыя  Функціи  «х,  ѵх,  ѵх  .  Если  второе  изъ  уравненій 
нх+»  —  14‘х 

*х+1  =  их-\-еех-\-І№х 
=,  2ѵх-\-12»х 

помножимъ  на  неопредѣленный  коэффиціентъ  Я,  а  третье  иа  /л,  то  сложивъ  ихъ,  получимъ 
,  ,  •  ,  „  ,  14+0Д+2»  ,  7Д+Мя  , 

«х+І-И^х+І-Ь^а-И  =  *(“хН - ~Л  - ‘'хП - —  тх)- 

Это  уравненіе  легко  можетъ  быть  шітегрировано  положивъ 

Я  _14-НШ-8л  и  ^  __тд±12^.  (84) 


Ѵх  =  «х-Нрх+//я’х  , 
оно  приметъ  слѣдующій,  весьма  простой  видъ: 

Г/х+1  =  ХѴх  . 

Подставляя  послѣдовательно  иа  мѣсто  х  числа  1,  2,  3, 

ѵ%  =  щ 
ѵз  —  щ 
V,  —  Щ 

Ѵх  —  1.Ѵ х_, , 

чрезъ  перемножепіе  которыхъ  пайдется  по  сокращеніи 

Ѵх  =  Ях—  V,  . 

Для  опредѣленія  Я  исключимъ  /і  изъ  двухъ  Формулъ 


(85) 


.  .х — 1,  получимъ  рядъ  уравненій 


(86) 

(84);  получимъ  уравненіе  третей 
19 
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степени 

корпи  котораго  будутъ 
а  соотвѣтственныя  шп 


Я* — 18Л*4-&Л?.+І68  =  О, 

Я,  =  6,  к  —  14,  Я,  =— 2, 


—  —  7,  ,к2  =  49,  цг  =  і. 

Д.ія  опредѣленія  величины  I/, ,  входящей  въ  Формулу  (86),  замѣчаемъ  во  первыхъ,  что 
17,  =  ■ 

ено,  1°  что  »,  —  0 ,  ибо  въ  одппъ  ходъ  нельзя  съ  квадрата  //  воз- 
е  квадратъ;  2°  е,  =  1,  потому  что  существуетъ  только  одинъ  ходъ 
она  съ  А  перейдетъ  па  В ,  когда  А  а  В  па  одной  линіи;  наконецъ 
одппъ  ходъ,  певозможно  изъ  А  достпгпуть  В,  когда  А  и  В  пс  ка 


Съ  другой  стороны  і 
вратпться  на  тотъ  ж 
ладьп,  при  которомъ 
3°  я>,“0,  пбо,  въ 
одной  липіп.  II  такі 
и  слѣдовательно,  въ  силу  Формулы  (86), 


17,  =  Я, 


'  Ѵх  =  Я*. 

Но  какъ  Я  пн  ѣстъ  три  значенія,  пмеппо  6,  14,  — 2,  то  получимъ  л 
значенія.  Изобразивъ  ихъ  чрезъ  И'х ,  V" х ,  Ѵ"'х ,  будетъ 

Ѵх  —  6х,  Ѵ'х  =  14х,  Ѵ'"х  =(— 1)х.2*, 
почему,  па  основаніи  Формулы  (85).  найдутся  слѣдующія  три  уравненія: 

вх+  6кя —  1^х  —  6х 
их+ІЧѵя+Ь9*ж  =  14* 

-  V,  = 


»  которыхъ  выведемъ 


Подставляя  и 
выраженія : 


их  =  2Х-6[7Х4- 1 4 .  Зх+  (—  I  )'*9] 
ех  =  2Х-*[7Х4-  6.3х— ( — 1)*7] 

2Х~*[7Х —  2.3х+(-1Л- 

величины  въ  Формулы  (83),  получимъ  для  искомыхъ  вѣроятностей 


Р  = 


 7х+м.а»-к— 


_  7х-И  «х-(-0Х? 

Ч  —  ІІГ7* 

 7*-а.У-к-«)* 

Легко  видѣть,  что  вѣроятности  р,  </,  г,  относящіяся 
чалмъ,  написаны  здѣсь  въ  убывающемъ  порядкѣ,  такъ  чт< 
мѣръ,  х  —  5,  получимъ 


(87) 


!ъ  тремъ  разсматриваемымъ  слу- 
Р>Ч>Г-  Положивъ,  панрп- 
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Р —  330  И  *  4  —  33014  ’  г —  33014' 

Еслпбъ  неизвѣстно  было  наперёдъ,  къ  которому  пзъ  трехъ  случаевъ  отпосптся  взаимное 
положеніе  двухъ  квадратовъ  А  п  В,  то  для  опредѣленія  вѣроятности,  что  ладья  пзъ  А 
достигнетъ  В  въ  х  ходовъ ,  слѣдовало  бы  выраженія  (87)  помножить  соотвѣтственно  па 
вѣроятности  этпхъ  трехъ  предположеній  (№  4),  и  потомъ  взять  сумму  пайдешіыхъ  произ¬ 
веденій.  Легко  видѣть,  что  вѣроятности  трехъ  случаевъ  изобразятся  по  порядку  дробями 

А-,  — ,  ло 

II  дѣнствптельпо,  въ  первомъ  случаѣ,  мы  пзъ  64  квадратовъ  шахматной  доски  выбираемъ 
только  одинъ  квадратъ,  па  который  дядья  должна  и  возвратиться.  Во  второмъ,  мы  мо¬ 
жемъ  выбрать  только  квадраты,  находящіеся  па  одной  липіп,  вертикальной  или  гори¬ 
зонтальной,  съ  тѣмъ  квадратомъ,  который  первоначально  запять  ладьею ;  этпхъ  ква¬ 
дратовъ  будетъ  четырнадцать.  Наконецъ,  въ  третьемъ  случаѣ,  исключаются :  1°  ква¬ 
дратъ,  относящійся  къ  первому  случаю,  п  2°  четырнадцать .  относящихся  ко  второму; 
слѣдовательно,  пзъ  64  квадратовъ,  останется  сорокъ  девять.  Помножая  выраженія  (87) 
соотвѣтственно  на  дроби  и  взявъ  потомъ  сумму  найденныхъ  произведе¬ 

ній,  подучимъ  искомую  вѣроятность,  пмеппо: 

7*4-м.з*44-і)х404П4(ч*+в.з*-(-і)х7)4-40ох-а-з*4-(-*)х)_ 1  _  * 

- 212 .7*  "  —  2®  —  04 

II  такъ,  не  зная  предварительно,  какое  будетъ  взаимное  положеніе  даппыхъ  двухъ  ква¬ 
дратовъ  на  шахматной  доскѣ,  вѣроятность  что  ладья,  въ  х  ходовъ,  перейдетъ  съ  одного 
квадрата  А  на  другой  В,  изобразится  постоянною  дробью  —  •  Слѣдовательно,  въ  раз¬ 
сматриваемомъ  случаѣ,  вѣроятность  вовсе  пс  будетъ  зависѣть  отъ  числа  ходовъ  х,  въ 
чемъ  впрочемъ  легко  удостовѣриться  и  простымъ  разсужденіемъ. 
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ГЛАВА  VII. 

О  ЗАКОНАХЪ  ВѢРОЯТНОСТИ  ПРИ  НЕОПРЕДѢЛЕННОМЪ  ЧИСЛѢ 
СТАТОЧНОСТЕЙ. 

52.  Во  всѣхъ  вопросахъ,  рѣшелпыхъ  въ  предыдущихъ  Главахъ,  число  статочпостсй, 
благопріятствующихъ  ожидаемому  событію,  опредѣлялось  условіями  задачи,  и  слѣдовательно 
вѣроятность  того  событія  могла  быть  выведена  непосредственно.  Но  часто  случается,  и 
прпмущественно  въ  вопросахъ  наиболѣе  важпыхъ  по  своимъ  приложеніямъ  къ  наукамъ  на¬ 
блюдательнымъ,  что  число  статочпостей  бываетъ  неопредѣленно ,  почему  и  самая  вѣроят¬ 
ность,  въ  строгомъ  смыслѣ,  остается  неизвѣстною.  Въ  такихъ  случаяхъ,  наблюденіе  по¬ 
слѣдовательныхъ  появленіи  простыхъ  событій  даетъ  возможность  постепенно  приближаться 
къ  ихъ  вѣроятностямъ;  п  мы  увидимъ,  что  по  мѣрѣ  того,  какъ  число  наблюденій  стано¬ 
вится  болѣе  и  болѣе  значительнымъ,  тѣмъ  точнѣе  можемъ  получить  п  самую  вѣроятность 
ожидаемаго  событія. 

Положимъ,  что  имѣемъ  сосудъ,  заключающій  въ  себѣ  5  шаровъ;  изъ  нихъ  одни 
бѣлые,  а  остальные  чёрные,  но  въ  нспзвѣетномъ  числѣ.  Вынимаемъ  5  разъ  сряду  по  од¬ 
ному  шару,  п  каждый  разъ,  отмѣтивъ  его  цвѣтъ,  кладемъ  обратно  въ  сосудъ.  Допустимъ, 
что  такимъ  образомъ  извлекли  3  бѣлые  и  2  чёрные  шара.  Можно  сдѣлать  слѣдующія  че¬ 
тыре  предположенія  относительно  числа  бѣлыхъ  и  чёрныхъ  шаровъ,  находящихся  въ  сосудѣ*): 

■г  сосуд»  пли  Лмме.  илп  фсп,  чірнм с.  По.  покричим*  наблюденного  попвлеиіл  ^ 
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1°)  4  бѣлы 
2°)  3  .... 


4°)  I  .  *  •  •• 

Есш  изобразимъ  чрезъ  рад  вѣроятности  появленія  бѣ.к 
чинъ  слѣдующія  зиачеиія  для  р  и  соотвѣтствующія  этимъ 
Для  І-го  предположенія:  р  —  -д- 1 


го  и  чёрнаго  шара  , 
четыремъ  предпо.іоя 


3-го  , 


Р  —  Т’ 

Р  —  1Г’ 


•••  *-п»  .  Р  =  -*•»  Я  =■  -$-' 

Вѣроятность  сложпаго  событія,  пиешю,  трсхъ-кратнаго  появленія  бѣлаго  и  двукратнаго 
чёрнаго  шара,  опредѣляемая  третьимъ  членомъ  разложенія  < р-\~іУ ,  будетъ  10 р*д*.  С.іѣ- 
дователыю,  въ  настоящемъ  случаѣ,  положивъ  \0р3<р  —  Р,  получимъ 
Въ  1-омъ  предположеніи:  Р  =  ^  | 

'  ■  -2-»" .  I 


р  —  _ 
023  | 

Р 


Нѣтъ  никакого  сомнѣнія,  что  2-ое  предположеніе,  соотвѣтствующее  наибольшему  зна¬ 
ченію  вѣроятности  наблюденнаго  сложиаго  событія,  будетъ  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и  правдопо¬ 
добнѣйшимъ  изъ  четырехъ.  За  вторымъ,  по  степени  правдоподобія,  слѣдуютъ  3-е,  1-ое  и 
наконецъ  4-ое  предположеніе,  доставляющее  наименьшее  значеніе  ^  для  Р. 

Весьма  естественно  допустить,  что  правдоподобія,  пли,  чгб  всё  равно,  вѣроятности 
предположеній  или  причинъ,  пропорціональны  вѣроятностямъ  наблюденныхъ  событій,  вы¬ 
численнымъ  при  этпхъ  самыхъ  предположеніяхъ.  Такъ  въ  приведенномъ  ссй-часъ  при¬ 
мѣрѣ,  вѣроятности  четырехъ  предположеній  соотвѣтственно  пропорціональны  дробямъ 
Щ’  Ш’  ё’  П'га  "Рос™  "хъ  '28.  2|6.  ІИ  »  32.  Изобразивъ 

чрезъ  Я  коэффиціентъ  пропорціональности ,  вѣроятности  четырехъ  предположеній  будутъ 
по  порядку: 
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іт,  2ібя,  ни,  32Я. 

Но  ню  одно  пэт.  четырехъ  предікдаепій  пепреЛшо  додяіпо  состояться,  то^  срна 
отнят,  четырехъ  вѣроятностей  равна  единицѣ,  въ  слѣдствіе  чего  полутомъ  А  =  от- 
сюда  заключаемъ,  что  вѣроятности  четырехъ  предположеній  будутъ  соотвѣтственно: 

120  210  111  _38_  _ 

В20  ’  820  ’  820 ’  820  ' 

.Іегко  впдѣть,  что  .«я  получоиіп  этпхъ  четырехъ  дробей,  стоитъ  толы»  раадѣлптв  по¬ 
слѣдовательно  каждое  нэт  зпачепіп  Р,  доставляемыхъ  равенствами  (88),  на  сумму  тѣхъ  а» 
четырехъ  значеній.  Распространял  это  предаете  па  общій  случай,  мы  въ  правѣ  бу¬ 
демъ  заключить,  что  вѣроятность  мною  либо  предположенія ,  рао/штся  вѣроятности 
иаіілюдеічшо  собьшия,  еычныеииой  при  тою  же  предположеніи,  и  раздѣленной  на 
с вѣроятностей  иною  силшо  сойииія,  относящуюся  но  «сны»  шлюжішла 
предположеніямъ. 

Подобнымъ  образомъ  увидимъ,  что  вѣроятность  нѣсколькихъ  предположеній ,  раз¬ 
сматриваемыхъ  въ  совокупности,  равняется  суммѣ  вѣроятностей  событій,  относя¬ 
щейся  къ  этой  совокупности  предположеній,  раздѣленной  на  сумму  вѣроятностей 
событія  при  всѣхъ  возможныхъ  предположеніяхъ. 

Для  поясисиіп  послѣдимте  правила,  положимъ,  въ  предыдущемъ  примѣрѣ,  желаемъ  опре¬ 
дѣлить  Вѣроятность,  что  въ  сосудѣ  находится  болѣе  бѣлыхъ  шаровъ,  чѣмъ  черныхъ.  При 
такомъ  условіи  имѣемъ  два  предположенія,  совмѣстныя  съ  наблюденнымъ  событіемъ,  именно: 

Ь  бѣлые  шара  и  1  чёрный;  3  бѣлые  шара  и  2  чёрные; 
соотвѣтственныя  же  вѣроятности  иаблюдеипаго  событія  будутъ: 

128  210  _ 

028’  028  ' 


Слѣдовательно,  вѣроятность  предположенія  относительно  излишества  бѣлыхъ  шаровъ  предъ 
чёрными,  изобразится  дробью 


53.  По  найденнымъ  вѣроятностямъ  предположеній,  легко  опредѣлить  и  вѣроятности 
новыхъ  событій.  Для  этого  осповываеися  па  правилѣ,  относящемся  къ  сложнымъ  вѣроят¬ 
ностямъ.  Положимъ,  что  въ  предыдущемъ  же  примѣрѣ,  ищемъ  вѣроятность  извлеченія 
бѣлаго  шара  послѣ  вынутыхъ  уже  3  бѣлыхъ  н  2  черныхъ.  Допустивъ  первое  изъ  четы- 
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рехъ  предположеній,  вѣроятность  извлеченія  бѣлаго  шара  будетъ  —  >  а  вѣроятность  пред¬ 
положенія  Сложная  вѣроятность,  что  1-ос  предположеніе  имѣетъ  мѣсто,  и  что  при 
томъ  же  предположеніи  шестой  выдернутый  шаръ  будетъ  бѣлый,  выразится  произведеніемъ 

*  При  2-омъ  предположеніи  получится  точпо  такимъ  образомъ  дробь  —  •—  5  при 
З-смъ,  Н-і,  п  наконецъ  прп  4-омъ,  Ц4*  Сумма 

128  ±  ,210  з,  ж  2,  32  1  _  ет 

820  *  8  "*  820  *  8  "I  820  *  8  820  "  8  08 

сложныхъ  вѣроятностей,  изобразитъ  вѣроятность  новаго  событія. 

Если  бы  ожидаемое  повое  событіе  было  появленіе  чёрнаго  шара  прп  шестомъ  извле¬ 
ченіи,  то  вѣроятность  этой  случайности  опредѣлилась  бы  совокупностію  дробей 

128  1  ,210  2  ■  Ш  3  ■  52  4  _  28 

820  "  В  820  '  8~г  820  *  8  820  "  В  08  ' 

Сумма  найденныхъ  двухъ  вѣроятностей,  равна  единицѣ,  какъ  п  должно  быть,  ибо 

достовѣрно,  что  извлеченный  шаръ  будетъ  непремѣнно  пли  бѣіыіі,  или  чёрный. 

И  такъ  чтобъ  получить  вѣроятность  новаю  событія,  простою  или  сложнаго, 
до.іжно  предварительно  разъискать  по  наблюденнымъ  событіямъ  всѣ  возможныя  пред¬ 
положенія  ила  причины  ихъ  появленія,  и  опредѣлить  вѣроятности  этихъ  причинъ; 
потомъ,  казіедую  изъ  найденныхъ  вѣроятностей  умножить  на  соотвѣтственную  вѣ¬ 
роятность  ожидаемаго  событія.  Сумма  всѣхъ  подобныхъ  произведеній  изобразитъ  вѣ¬ 
роятность  новаго  событія. 

54.  Въ  разсмотрѣнномъ  предъ  сгогь  примѣрѣ,  число  предположеній  было  ограничено 
самыми  условіями  вопроса.  Но,  въ  естественныхъ  явленіяхъ,  число  предположеній  или 
причинъ  должно  вообще  допускать  безконечнымъ;  дѣйствительно,  когда  для  опредѣленія 
вѣроятности'  какого  либо  простого  событія,  рѣшительно  нс  имѣемъ  никакихъ  непосред¬ 
ственныхъ  данныхъ,  а  одни  только  наблюденія  надъ  его  появленіемъ  пли  непоявленіемъ, 
то  эта  вѣроятность,  разсматриваемая  а  ргіогі,  можетъ  принимать,  по  нашему  исвѣдѣпію, 
всѣ  возможныя  значенія  огь  0  до  1.  Каждому  изъ  этихъ  безчисленныхъ  значеній  соотвѣт¬ 
ствуетъ  причппа,  и  поэтому  самое  число  причинъ  пли  предположеній  будетъ  безконечное. 

На  основаніи  этого  замѣчанія,  а  равно  и  правилъ,  предложенныхъ  въ  иредъидущихъ 
двухъ  иумерахъ,  можно  вывести  общія  Формулы,  относящіяся  къ  опредѣленію  вѣроятно¬ 
стей  а  розіеііогі.  Но,  для  большей  вразумительности,  изложимъ  сперва  подробное  рѣ¬ 
шеніе  одного  вопроса ,  отъ  котораго  можно  будетъ  перейти  безъ  малѣйшаго  труда  къ 
упоминаемымъ  общимъ  Формуламъ. 
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Положимъ ,  что  при  полномъ  числѣ  ш+п  наблюденій,  явленіе  А  повторилось  ш 
разъ,  а  противуположпое  ему  В,  п  разъ.  Пусть  будетъ  х  неизвѣстная  вѣроятность 
простого  явленія  А.  Спрашивается,  капъ  велика  вѣроятность,  что  величина  х  за¬ 
ключается  между  данными  двумя  предѣла.ии  а  и  а'. 

Здѣсь  какъ  п  выше,  замѣчаемъ,  что  въ  вопросѣ  пе  заключается  никакихъ  данпыхъ, 
изъ  которыхъ  можно  бы  было  вывести  а  ргіогі  простую  вѣроятность  х  явленія  А.  При 
такой  неизвѣстности,  эту  вѣроятность  должно  считать  способною  принимать  всѣ  возмож¬ 
ныя  величины,  заключающіяся  между  0  и  1.  II  такъ,  разложивъ  сдииппу  или  достовѣр¬ 
ность  на  безчисленное  множество  /г  безконечно  малыхъ  частей  е,  получимъ  1—ре,  и  рядъ 

О,  е,  2б ,  3 е,  4е . {^- і)в—і-в,  1 

изобразить  всѣ  возможныя  значенія  простой  вѣроятности  х  событія  А,  а  рядъ 

1,  1— е,  1— 2е, . 2е,  в,  О 

то  же  самое  въ  разсужденіи  В.  Сверхъ  того,  такъ  какъ  каждой  величинѣ  х  соотвѣт¬ 
ствуетъ  предположеніе,  то  п  самое  число  предположеній  будетъ  безконечное.  Въ  настоя¬ 
щемъ  случаѣ  наблюденное  явленіе  есть  ш-кратпое  повтореніе  А,  п  л-кратпое  появленіе  В; 
слѣдовательно,  сложныя  вѣроятности  наблюденнаго  событія,  соотвѣтствующія  всѣмъ  воз¬ 
можнымъ  предположеніямъ,  будутъ 

О,  Лі"(1— і)",  Я(2.)"(1— 2  в)",  1У(3.)”(|— 3«)" . Ч1-.ГЛ  0.  (89> 

гдѣ,  для  краткости,  положили 

1.&.З.  ■  •  (”■+»)  _  іу 

1.2.3. .  .т.1.2.5. .  .я 

Въ  слѣдствіе  правила,  выраженнаго  въ  концѣ  №  52,  сумма  членовъ,  составляющихъ  рядъ 
(89),  изобразить  яшеішел  дроби,  оармѣляіоиші  исвоіцло  «роотііосп..  Пусть  будетъ 
V  этотъ  знаменатель;  получимъ 

о  =:  ІѴ[."(1-«)”+(2іГ(*— ЬГ-НЗ*Г(І-3'Г+” •+(<-*)'"«■]• 

Легко  видѣть,  что  сумма,  заключающаяся  подъ  квадратпымп  скобками ,  изображаетъ  сред¬ 
нюю  ардометпческую  всѣхъ  возможныхъ  зиачеиій  Функціи  х"'(1—х)п  отъ  х~  0  до  «~І, 
раздѣленную  па  безконечно  малую  величину  е.  Дѣйствительно,  если  къ  этой  суммѣ,  окан¬ 
чивающейся  членомъ  (1 — «)"Ѵ,  прибавимъ  дополнительный  членъ  0,  соотвѣтствующій 
предположенію  х  =  0,  то  всѣхъ  членовъ  будетъ  ц,  и  средняя  арнометпческая ,  которую 

означимъ  знакоположеніемъ  Л/,  представится  въ  видѣ 

«т(І_ОП+(г.га -2.)"+(&Г (1  -Ь)"+. . •+(!— «У"'"  _ 
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по  прпчпиѣ  же  /<  Ш  —5  найдется,  какъ  сказано  выше, 

7/ 

Л!  -*)"-Н2«Г(*-2*)-+. . .+(!-«)"'«"  =  ~ » 

откуда 


Точно  такимъ  образомъ  получится  и  числитель  искомой  вѣроятности.  Означимъ  его 
чрезъ  и.  Здѣсь  должно  разсматривать  только  тѣ  предположенія,  которыя  доставляютъ  для 
х  значенія,  заключающіяся  между  предѣлами  а  и  а'.  Рядъ  этихъ  значеній  будетъ 

а,  а-4-е,  н4-2е,  а- |-Зе . а— в  —  а-|-(--р — і)«, 

сс.іп  условимся  исключить  послѣднее,  именно  х~а.  Ясно,  что  подобное  исключеніе  пе 
можетъ  ввести  въ  дальнѣйшіе  результаты  никакой  погрѣшности,  потому  что  предпослѣд¬ 
няя  разсматриваемая  величина  х~а — «  разнствуетъ  отъ  а  безкопечпо  малымъ  ко¬ 
личествомъ  е. 

Принявъ  члепы  предыдущаго  ряда  за  послѣдовательныя  велпчпиы  вѣроятности  х 
событія  А,  вѣроятность  1 — х  противоположнаго  явленія  В  получитъ  слѣдующія  зпаченія : 

I — а,  1 —а — е,  1 — а— 2е,  1 — я— Зе,...І — аЦ-е  =  1 — я— (~Г~  —  О*1 
На  такомъ  осповапіп,  сложныя  вѣроятности  паблюдеппаго  событія,  соотвѣтствующія  всѣмъ 
предположеніямъ,  при  которыхъ  х  заключается  между  предѣлами  а  и  а',  изобразятся 
членами  ряда 

ДГав(1  — а)",  Ща+е)т(1—а—еУ,  Ща+2е)т(і-а-2е)п,. .  .Ща'-е)т(1-а'+в)”, 
число  которыхъ  очевпдпо  равно  - — -  •  Сумма  этихъ  членовъ  опредѣлить  величину  и.  II  такъ 

и  =  л[а''(І-«)"+(п+ьГ(1-«-«Г+---+(«'-*)"(‘-»'-ИГ]- 

Озпачпмъ,  какъ  выше,  зпакоположепіемъ  М  срсдпюю  ариомстпчсскую  величину  всѣхъ 
возможныхъ  значеній,  принимаемыхъ  Функціею  х"‘(  1  — х)”  между  предѣлами  а  и  а'  пере¬ 
мѣнной  х.  Эта  средняя  будетъ  равна  суммѣ ,  заключающейся  подъ  квадратными  скобками, 
раздѣленной  на  число  членовъ ,  которое ,  какъ  было  сей-часъ  замѣчено ,  равно  — —  • 
Слѣдовательио 


_  ят(і— «УЧЧ-НУИ— « »— 0”+-  -Н°'-<)т(«-«Ч'У‘ 
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*  а)"-К<Н-*Г(і — а — е)П— Н •  .-Н«'-*Г(‘  -«'-И)я  =  - 

Ща- «)лГ 


Но  мы  изобразили  чрезъ  —  вѣроятность,  что  возможность  х  простого  явленія  А  заключается 
между  предѣлами  а  и  а';  поэтому,  положивъ  р  ~  —  >  найдется 

(“НЕТ 

р=  »г- 

л/ 

І=0 

'  Вспомнимъ  теперь,  что  опрсдѣленныіі  интегралъ  равняется  среднему  арпомстпчсскому  зна¬ 
ченію  нодъпптсгралышй  Функціи  между  данными  двумя  предѣлами,  помиожснному  па  раз¬ 
ность  предѣловъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §.  1].  Слѣдовательно 

/  х"'(і— <г)"сіх  —  {а—а)М  ,  [  х"\і—х)"йх  —  ( 1—0*7/'  =і~М  , 

и  наконецъ; 


Г  —  - 


(90) 


Ясно, 

сматрива. 


(•О 


/„ 

ли  бы  вмѣсто  »і -кратнаго  и  л-кратпаго  повторенія  событій  Ап  В,  раз- 
•  ни  есть  ихъ  совокупленіе,  то  изобразивъ  чрезъ  у  вѣроятность  этого 
іражсниуіо  а  ргіогі  въ  Функціи  перемѣнной  о;,  получили  бы  для  опредѣ¬ 
ленія  искомой  вѣроятности  р  общую  Формулу: 

Р=4±- 

/г* 

55.  Перейдемъ  теперь  къ  опредѣлепію  вѣроятности  будущихъ  событій,  выводимой  изъ 
наблюдеішыхъ.  Положимъ  папримѣръ  какъ  и  выше,  что  прп  полномъ  числѣ  т-\-п  на¬ 
блюденій,  событіе  А  повторилось  т  разъ,  а  В,  п  разъ.  Означивъ  чрезъ  х  вѣроятность 
простаго  событія  А,  выраженіе 

.*"(»— Г  =  ЯаПІ—х)" 

изобразитъ  соотвѣтственную  вѣроятность  наблюденнаго  событія.  Для  полученія  вѣроят¬ 
ности  зиачеиіл  х,  должно  (№  52)  раздѣлить  Nx"'(^—x)п  па  сумму  всѣхъ  возможныхъ 
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величинъ,  принимаемыхъ  этимъ  произведеніемъ  прп  измѣненіи  перемѣнной  х  между  пре¬ 
дѣлами  0  п  1.  Эта  сумма,  въ  слѣдствіе  предъидущаго  ІЧ°,  равна  средней  арномстпческой 
но  принять  за  элементъ  вѣроятности  х,  и 
ь  какъ  Л/  —/  хт{\ — х)"(1х,  то,  по  со- 
:иіл  а:  дробь 
■(«-«УФ  . 


Л/  ,  раздѣленной  па  величину  г,  которую  » 
поэтому  замѣпить  дифференціаломъ  Их.  Но 
кращеніи  па  ІѴ,  получимъ  для  вѣроятности  з 


(«О 


/0  *"(»-*)"<& 

II  такъ,  вѣроятность  предположенія,  что  х  есть  точное  выраженіе  простой  вѣроятности 
явленія  А ,  будетъ  всегда  количествозгь  безкопечпо  малымъ ,  что  вполнѣ  согласуется  съ 
здравыми  понятіями  объ  этомъ  предметѣ.  Дѣйствительно,  какъ  бы  велико  не  было  число 
наблюденій,  нельзя  заключить  изъ  пнхъ,  что  вѣроятность  какого  пи  есть  наблюденнаго  со¬ 
бытія  будетъ  именно  такая-то  дробь,  а  не  другая,  весьма  мало  разнствующая  отъ  допу- 
іцсиноіі  первоначально.  ^Вопросъ  прпппмасть  совсѣмъ  другой  видъ,  когда  разсматривается 
вѣроятность,  что  значеніе  х  заключается  между  данными  предѣлами,  даже  дово.іьпо  тѣс¬ 
ными.  Эта  вѣроятность,  прп  конечной  разности  предѣловъ,  будетъ  сама  конечная,  и  опре¬ 
дѣлится  уравненіемъ  (90),  пли,  вообще,  Формулою  (91).  Для  поясненія  сказаннаго,  от¬ 
сылаемъ  покамѣстъ  къ  примѣрамъ,  приведеннымъ  въ  №  59  этой  Главы. 

На  такомъ  основаніи  положимъ,  что  послѣ  первыхъ  т-\-п  наблюденій,  производятъ 
р-\-ц  новыхъ  испытаній;  требуется  опредѣлить  вѣроятность,  что  прп  этихъ  />-Н/  испы¬ 
таніяхъ,  событіе  А  повторится  р  разъ,  а  В,  ^  разъ.  Вѣроятность  иоваго  сложнаго  собы¬ 
тія,  выраженная  въ  Функціи  х,  будетъ 

I  ■  2 . 5  ■  ■ .  Ср-Ь?) —  д/>/| — х\ч 
1 .2.3. .  ./>.19  З...у  '*  > 

Но,  въ  силу  правила,  оканчивающаго  №  53,  для  полу 
изобразимъ  чрезъ  Р,  надлежитъ:  вѣроятность  предіюле 
хт(\-х)п^х 
/0х"(1  -Х)",ІХ 

помііоиіпть  на  вѣроятность  новаго  событія 

1.2.5.  ■  ■(/>+?) 


омой  вѣроятности,  которую 


) 


и  потомъ  взять  сумму  всѣхъ  подобны 
распространена  на  всѣ  возможныя  значсніі 


произведеній.  Эта  сумма,  очевидно,  долж 
ъ  ®=0,  до  1.  Замѣтивъ,  чт» 
произведеніямъ,  будетъ  число  постоянное,  подучпмъ 
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і.»з...(Нт)  /0*"'+П\-х)п+ч<іх 


Гх 


(93) 


Вообще,  изобразимъ  чрезъ  у  вѣроятность  наблюденнаго  сложнаго  событія,  а  чрезъ  х 
вѣроятность  будущаго  событія,  независимо  отъ  наблюденій ;  у  п  г  будутъ  пзвѣстиыя  «унціи 
вѣроятности  х  простаго  событія.  Разсуждая  точно  такъ  какъ  выше,  мы  увидимъ,  что 
основываясь  на  наблюдепномъ  сложномъ  событіи,  вѣроятность  будущаго  событія,  которую 
изобразимъ  чрезъ  Р,  опредѣлится  общею  Формулою 


Р=&  М 

п  Формулы  приводятъ  къ  многоразличнымъ,  весьма  важнымъ  приложеніямъ. 
Въ  слѣдующихъ  Главахъ  употребленіе  пхъ  будетъ  пояснено  рѣшеніемъ  любопытныхъ  во¬ 
просовъ.  Здѣсь  ограничимся  общими  замѣчаніями  о  слѣдствіяхъ,  пропстекаюшпхъ  изъ 
этихъ  Формулъ,  п  нѣсколькими  легкими  численными  примѣрами. 

56.  Первое,  весьма  важное  замѣчаніе  относительно  вѣроятностей,  опредѣляемыхъ 
а  роііегіогі,  состоитъ  въ  томъ,  что  теорема  Янова  Берну лл и,  доказанная  въ  Главѣ  II 
для  вѣроятностей,  выводимыхъ  а  ргіогі,  имѣетъ  мѣсто  и  въ  настоящемъ  случаѣ.  Разсмо¬ 
тримъ  сперва  Формулу 


Найде 


Р  -  Т -  > 

/ох"Ѵ-хГАс 

найденную  въ  №  5Ѵ,  и  опредѣляющую  вѣроятность,  что  х  заключается  между  предѣлами 
а  а  а .  Теорема  состоитъ  въ  томъ,  что  съ  увеличеніемъ  числа  т-\-п  наблюденій ,  вѣро¬ 
ятность  х  простаго  событія  будетъ  болѣе  и  болѣе  приближаться  къ  дроби  —7 — •  По- 

т~гп 

ложимъ,  для  простоты,  что  эта  дробь  есть  средняя  арпомстичсская  между  данными 
двумя  предѣламп,  въ  слѣдствіе  чего  будетъ 


разумѣя  подъ  2ю  промежутокъ  между  а  и  а',  пли,  чтб  вей  равно,  разность  а' — а.  Если 
примемь 


х —  —  2,  откуда  1— ®— —  х, 

то  предѣлы  относительно  новой  перемѣнной  г  будутъ:  для  х~а,  х~ _ а ;  для  х~а 

1  Ча  такомъ  основаніи  числитель  ^ а  х'"(  1 — х)піх  выраженія  р ,  приметь  видъ 
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/‘Н’(5-+*)‘  — г)  «*г,  гдѣ  г  — т+п. 

Для  опредѣленія  прпблпжеипой  величины  этого  интеграла,  который  для  простоты 
изобразимъ  чрезъ  н,  ппиіемъ  его  сперва  въ  видѣ 

“  =  (и~г)  (*— т) 

потомъ,  замѣняемъ  стеиеип  двучленныхъ  выраженій  показательпымн  Функціями  (мѣдующпмъ 
образомъ: 

(і-|_Ііуп=  'ГНѴ+ТЛ) 

(і_  —  ("Мі-т); 

по  причинѣ  же 

І»е-(,+^)=  ѵ-тт+т-т— . 

т)=~ г-гт-гт- . 

получимъ 

О+тУО— т)‘=  •- 

Но  мы  увпдпмъ  далѣе,  что  когда  тип  весьма  зпачительпыя  чпела,  то  членъ 
и  слѣдующіе  за  ппмъ,  по  малости  своей,  могутъ  быть  откинуты;  слѣдователыю ,  замѣтивъ 
что  —  -р  —  —  ^  >  найдется  иросто 

и  =  ^рг/_+°е~^і  Дг.  - 


яг  =  ‘‘  °"У*  '  = 

и  вмѣсто  —ы  и  -(-о  поставимъ  предѣлы  - 

относящіеся  къ  перемѣнной  I,  то  получимъ 

_  тт.пп  ѴЪппГ  +Г  —  , 

“  —  е  аі- 

Наконецъ,  наблюдая,  что  подъпнтегральпая  Функція  но  перемѣпяетъ  знака,  мы  можемъ, 
удвоивъ  интегралъ,  замѣппть  нулемъ  нпжпій  предѣлъ;  поэтому  имѣемъ 

.=  2.^Л=/Ѵ‘Ѵ  (95) 

Таковъ  числитель  дроби,  изображающей  искомую  вѣроятность  р.  Для  опредѣленія  ея 
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знаменателя  Г  ®"'(1 — х)"йх,  который  озиачамъ  чрезъ  ѵ,  замѣтимъ,  что  иитегрирован іе 
частямъ  приведетъ  пасъ  къ  слѣдующему  равенству : 

ь,. 

Взявъ  пптеграіы  между  предѣіамп  0  п  1,  подучимъ 

(■Т— х)"+'Лх. 

Подставивъ  (1 — х)" — ж(1 — а:)"  па  мѣсто  (1 — ®)п+|,  будетъ 

/,  “"(<—»)•*’=  цг,/'  < я)"*®. 

откуда 

/„  '«"(*-«)”*’ = '«"-‘(і— *г<ь. 

Подобнымъ  образомъ  иаіідстся 

/о‘аі”-‘((— ѵ)-іх—  2=?  »)"*> 

=ИІЁГ,І'Х' 


(*) 


-(*-»)’*> 

Слѣдовательно 

/  1  О- 1)’<Ь  =  («+,)(«+!)(,, -1-3) 

По  причинѣ  зпачпте.іьпостп  чиселъ  /я  и  л,  непосредственное  вычисленіе  второй  ч; 
этоіі  Формулы  практически  невозможно.  Чтобы  найти  приближенную  ея  величину, 
употребимъ  Формулу  (18)  [ГЛАВА  II,  14°  21],  въ  слѣдствіе  которой  имѣемъ 
1.2.3. .  т  =(0"уйга. 

Съ  другой  стороиы' 


опредѣляя  числитель  и  зпамспатсль  послѣдней  дроби  по  тон  же  Формулѣ  ((8),  получимъ 
1.2.3...  Гп4-іл4-І1  —  ( 2±2+ІѴЬ 


•  (М-іД+І)  =  (  ,  *)  '"'•Ѵ2.т(п-(-т+1) 

1.2.3.  ..л  =  (І)"у5йі Г 
ны  въ  уравненіе  (96),  найдемъ 
С  х"’(і — х)"(/®  —  е — 

■'о  '  ІпЛ-тЛ- 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


Это  выраженіе  можетъ  быть  еще  упрощеио;  дѣйствительно,  иоложпвъ  какъ  выше’ л-(-ст~г, 
получимъ  послѣдовательно 

ОиНЧ^Г”4  =  Н-і)'+! = /+*(  1+ -і)'+  8. 

Но 

(і+4-Гі=(<+4)г(м4),і 

когда  г  весьма  значительное  число,  то  множитель  ^1-) — ^  будетъ  весьма  мало  разиствовать 
отъ  основанія  е  Неперовой  системы  логариѳмовъ;  это  очевидно  слѣдуетъ  изъ  разложенія 
двучленнаго  количества  ^1-| — ;  ежели  напишемъ  это  разложеніе  въ  видѣ 

(м4)'=  ‘+'+(‘-І)-й+(‘-т)('-4)тЬ+-' 

то  увидимъ,  что  оно,  по  мѣрѣ  увеличенія  г,  приближается  къ  ершѣ 

И-І+0+Г0+- . =  «• 

Что  же  касается  до  втораго  множителя  ^1-}— то  опъ,  безъ  ощутительной  погрѣш¬ 
ности,  можетъ  быть  замѣненъ  единицею,  потому  что  разложеніе 

(<+т)‘  =  «+44  +  Г7.-Й-7Н- . 

тѣмъ  мепѣо  разнствуетъ  отъ  I,  чѣмъ  г  будетъ  значительнѣе.  II  такъ,  предполагая  г 
весьма  большимъ,  будемъ  имѣть  очень  приблизительно 

(п+т+1)п+л,+*  —  (п-\-т)п+т+1  .у  п-\-т.е, 
въ  силу  чего  получится  слѣдующее,  приближеппое  же  значеніе  пптегра.іа: 

I  *"(*""* *)"**  —  (т+Г)т+'1+1,^/^‘-  (97) 

Опредѣливъ  такимъ  образомъ  числитель  и  знаменатель  дроби,  выражающей  вѣроятность 
р,  остается  только  раздѣшть  величину  (95)  на  (97);  получимъ  просто 

Р  =  ±/Те-‘ХЛі, 

гдѣ  0 

Н  такъ,  вѣроятность,  что  х  заключается  между  предѣлами 

равна  е  1  А.  Но  мы  знаемъ,  что  величина  интеграла  [  е~‘*Л,  даже  при  нос- 
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редствсппомъ  увеличеніи  Т,  испресташіо  прпб.іпа;астсп  къ  предѣлу  — »  котораго,  въ  стро¬ 
гомъ  смыслѣ,  достигаетъ  прп  Т~ оо  [ПРИМѢЧАНІЕ  IV,  §§  1  п  2].  Слѣдователмю, 
вѣроятность  р,  по  мѣрѣ  увеличенія  Т,  будетъ  быстро  приближаться  къ  единицѣ. 

Посмотримъ  теперь,  какова  должна  быть  величина  а,  чтобы  р  удовлетворяло  этому 
условію.  Положимъ,  желаемъ  достигнуть  вѣроятности  р,  равной  ^/те  *  Л,  принимая 
напримѣръ  т ~ 3 ,  4,  5...,  и  увеличивая  ато  число  по  произволенію;  въ  такомъ  слу¬ 
чаѣ  будетъ 

откуда,  замѣтивъ  что  г~  т-\-п, 


>  множитель 


!  можетъ  превзойти  дробь 


т+л  га+л  > 

'  т+п’т+п  МеПЬШе  СДПЧЧДЫі 
—  5  что  очевидно  слѣдуетъ  изъ  преобразованія 

то  и  заключаемъ,  что  а  можпо  прпппмать  за  количество  одного  порядка  съ-4-- 

На  такомъ  основаніи  весьма  легко  показать,  что  опушенные  выше  члены  ,  • .  ■ 

или  въ  отпошепіп  къ  двумъ  удержаппымъ  г-^  >  будутъ  порядка 

Слѣдовательно,  условившись  наперёдъ  откидывать  предъ  обыкновенными  величинами  коли- 
1  ,  г*  о*  г’о1 

честна  порядка  »  которыя  при  значительномъ  г  будутъ  весьма  малы,  члены  5 

не  войдутъ  уже  въ  предъпдущія  Формулы.  Теперь  останется  только  показать,  что  дѣй¬ 
ствительно  »  з^*"‘  будутъ  величинами  порядка  -т-  въ  разсужденіи 
этого,  разсмотри; 


Для 


.  отношенія 


Зга*  '  1т 

Допустимъ,  какъ  въ  №  22,  что  т 
изъ  двухъ  дробей  не  есть  ве. 

изъ  выраженій 

г т+л 


.  Іпг 


.*•  2 я 


п  сравнимы  между  собой,  пли, 
величина  чрезвычайно  малая, 
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не  обращается  въ  число  весьма  большое.  Прп  такомъ  условіи  прямо  заключаемъ,  что 


пре,гьпдущія  два  отношенія  пропорціональны  а,  то  есть  количеству  порядка  что 

имѣю  въ  виду  показать.  Тб  же  самое  докажется  и  въ  разсужденіи  члена  — ;  даль¬ 
нѣйшіе  же  члены  будутъ,  очевидно,  еще  меньше  въ  отношеніи  къ  двумъ  удержаппымъ. 

Сообразивъ  сказанное,  выводимъ  слѣдующія  заключенія:  1°  съ  увеличеніемъ  числа  г 
испытаній ,  промежутокъ  2а  можетъ  быть  уменьшаемъ ,  нс  ослабляя  притомъ  вѣроятно¬ 
сти  р;  2°  не  уменьшая  промежутка  2а,  но  увеличивая  число  испытаній,  вѣроятность  р 
будетъ  возрастать  и  постепенно  приближаться  къ  единицѣ  или  достовѣрностп.  На  такомъ 
основаніи,  и  замѣтивъ  что  зпачеиіе  х  ~  „і^-п  соотвѣтствуетъ  наибольшей  величинѣ  произ¬ 
веденія  аг,л(І — ж)",  мы  въ  правѣ  будемъ  заключить,  что  правдоподобнѣйшая  величина  х 
есть  >  именно  та ,  при  которой  наблюдепнос  событіе  становится  папвѣроятиѣйіішмъ. 
Увеличивая  нсопрсдѣіеппо  число  появленій  простыхъ  событій,  изъ  которыхъ  составлено 
наблюденное,  мы  можемъ  сблпзпть  по  произволенію  предѣлы  —  а  и  и  въ 

тб  же  время  увеличить  вѣроятность  р,  что  значеніе  х  заключается  между  этими  предѣ¬ 
лами.  Прп  безконечномъ  числѣ  испытаній,  промежутокъ  2а  исчезаетъ,  и  вѣроятность  р, 
въ  строгомъ  смыслѣ,  обращается  въ  единицу,  то  есть  въ  достовѣрность. 

57.  Разсмотримъ  теперь  слѣдствія,  проистекающія  изъ  Формулы  (93),  въ  которой  ве¬ 
личина  Р  изображаетъ  вѣроятность,  что  по  наблюденному  числу  т  появленій  событія  А, 
и  п,  событія  В,  въ  слѣдующія  р-\-ц  испытаній,  А  повторится  р  разъ,  а  В,  г/  разъ.  Для 
вычисленія  Формулы 

_  «.«■»■  ..(р+0 

«.2.3..*.».  2.3...,  /о'дт(1_х)„л 

мы  предположимъ  во  первыхъ,  что  тип  весьма  большія  числа.  Прп  такомъ  условіи, 
для  опредѣісиія  двухъ  интеграловъ,  употребляемъ  Формулу  (97)  предъпдушаго  №.  Осно¬ 
вываясь  па  ней,  получимъ 

і'хт(1- х)"іх  —  . Ѵ^-  , 


/'хт+Р(і—х)л+Чх  —  (  . 


■,/т+р  я+9  т+* 

'  т  и  тХпЛ.1 
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замѣнивъ  д.іл  краткости  коэффиціентъ  — ‘  пешчппою  О 

1.2.3. . ./).!  .2.5. .  .у  •  V- 

Мы  уже  допустимо,  что  мил,  сами  по  себѣ,  суть  бо.іынія  числа;  спертъ  того,  поло¬ 
жимъ  теперь,  что  они  и  въ  сравненіи  съ  р  п  у  весьма  значительны ,  или,  иначе,  что  бу¬ 
дущее  событіе,  котораго  опредѣляемъ  вѣроятность,  носрависпно  менѣе  сложно,  чѣмъ  на¬ 
блюденное.  Въ  такомъ  предположеніи  можно  будетъ,  какъ  уже  показано  въ  предыдущемъ 
IV  ’,  сдѣлать  слѣдующія  сокращенія  : 

Выраженіе  (•+  ^  * ,  при  от  весьма  значительномъ  какъ  въ  безусловномъ  смыслѣ,  такъ  и 
въ  отношеніи  къ  р,  будетъ  весьма  мало  разнствовать  отъ  е ;  сверхъ  того,  при  тѣхъ  же 
условіяхъ,  количество  можно  принять  за  единицу  безъ  чувствительной  погрѣш¬ 

ности.  Слѣдовательно 

(т+р)'п+р  —  т"'+Р.еГ,  откуда  —  ПгР.еР, 


Равнымъ  образомъ,  иаписавъ  выраженіе 


(т+п+р+чу'*+"+Р+Ч- и 


(т+„Г+«  т+п 

(ш+п+Г^ГН-п+р-Н/‘т+„+}1+<1  » 

и  замѣнивъ  едпппцею  дробь  >  получимъ  весьма  приблизительно: 

(щ+яГ+п-И  _  (,и+л)я»+"  , 

—  (т+л+р+7)т+«ч^+у  —  (т+„)/Н^.  ,^+У 

Наконецъ,  основываясь  па  томъ,  что  р  и  у  весьма  налы  въ  сравненіи  съ  от  и  л,  мы  мо¬ 
жемъ  замѣнить  единицами  и  три  подърадика.іыіыл  дроби 
т+Р,  п+ч  і  т+п 

т  п  т+а+р4ч)  ’ 

в-ь  силу  этихъ  преобразованій ,  и  подставивъ  иа  мѣсто  <2  равиую  ему  величину,  найдемъ 

для  Р  слѣдующее  приближенное  значеніе: 

р  —  <  .2.3.  ■  .(/«-і-у)  тРпЧ 

—  1-2.3.  ../>.1.2.5. .  .у’  (т-\-п')Р+Ч  * 
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Замѣтимъ,  что  эта  величина  изображаетъ  вѣроятность  р-кратпаго  повторенія  событія// 
и  (^-кратнаго  появлепія  событія  В  въ  томъ  предположеніи,  что  соотвѣтственныя  этимъ 
событіямъ  простыя  вѣроятности,  опредѣленныя  а  ргіогі,  суть  и  -^уп-  Слѣдова¬ 
тельно,  чѣмъ  рядъ  ішблюденііі  надъ  появленіемъ  простыхъ  событій  будетъ  обширнѣе  въ 
отношеніи  къ  новому  сложному  событію,  составленному  какомъ  ни  есть  образомъ  изъ 
простыхъ,  тѣмъ  вѣроятность  этого  новаго  событія  будетъ  менѣе  разнствовать  отЧ.  его 
вѣроятности,  вычисленной  а  ргіогі,  принимая  притомъ  за  простыя  вѣроятности  событій 
отношенія  числа  ихъ  появленія  къ  полному  числу  наблюденій.  Замѣтимъ  мимоходомъ,  что 
напвѣроятнѣіішее  будущее  событіе  будетъ  то,  при  которомъ  числа  р  и  у  пропорціо- 


Предложсиія,  доказанныя  въ  этомъ  №  и  въ  предыдущемъ,  придаютъ  большую  сте¬ 
пень  общности  теоремѣ  Якова  Бернулли,  распространяя  се  па  тотъ  случай,  когда  вѣроят¬ 
ности  пе  могутъ  быть  опредѣлены  ппаче,  какъ  только  а  розіегіогі.  Присовокупимъ  къ 
этому,  что  возможность  принимать  безразлично  вѣроятности,  найденныя  а  розіегіогі,  за 
вѣроятности,  вычисленныя  а  ргіогі,  самымъ  естественпызгъ  образомъ  представилась  пер¬ 
вымъ  мыслителямъ.  Но,  безъ  пособія  Анализа,  исльзл  было  рѣшить,  въ  какой  степени 
такое  предположеніе  позволительно.  Теперь  же  мы  видимъ,  что  въ  строгомъ  смыслѣ  эти 
двѣ  вѣроятности  ие  равны,  но  тѣмъ  меиѣе  разнствуютъ  между  собою,  чѣмъ  число  на¬ 
блюденій  предполагается  значительнѣйшимъ. 

58.  Распространимъ  теперь  Формулы  (91)  и  (94)  па  тотъ  случай,  когда  паблюдспное 
событіе  зависитъ  отъ  двухъ  различныхъ  простыхъ  явлспШ.  Съ  этою  цѣлію  рѣшимъ 
сперва  слѣдующій  вопросъ; 

При  полномъ  числѣ  наблюденій,  простое  явленіе  А  повторилось  1  разъ, 

явленіе  В  т  разъ,  и  наконецъ,  и  наблюденій  не  привели  ни  къ  А,  ни  къ  В,  я  къ  му¬ 
чаю,  который  для  удобности  означимъ  чрезъ  С.  Пусть  будутъ  х  а  \  простыя  вѣ¬ 
роятности  двухъ  событіи  А  и  В.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность  р,  что 
ве.іичина  х  заключается  между  предѣлами  а  и  а',  и,  въ  то  же  время,  х  мезкду  пре- 
дѣлалш  Ь  и  Ь',  предполагая  наприліѣръ  что  а  и  я  очень  мало  разнствуютъ  отъ  |^|п^_[  » 


а  Ь  я  Ь', 

ЯТНОСТЬ  X 
возможныя 


какъ  п  въ  ГО-1  54,  въ  которомъ  разсматрпвалас 
событія  А,  должио  допустить,  что  количества 


ь  только  одна  независимая  вѣро- 
х  и  х  способны  пршшмать'  осѣ 
другаго.  На  такомъ  основаніи, 
21* 
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16Ѵ 


изобразивъ 
луюіціл  ВОЗ) 


6  п  е'  безкопсчпо  малыя  прпрлшсніл  величинъ  ®  о  х  ,  получимъ  слѣ- 
і  предположенія  отпосительао  вѣроятностей  трехъ  событій  А,  В  и  С. 
Вѣроят.  А:  Віьроят.  В:  Вѣроят.  С: 


I .  О . О 


Въ  этой  таблицѣ  заключаются  всѣ  возможныя  предположенія,  плп,  чтб  всё  рапио,  всѣ 
значенія,  пронимаемыя  вѣроятностями  ®,  х,  1 — х — х  трехъ  событій  А,  В,  С.  Но  при¬ 
томъ  необходимо  замѣтить,  что  изобразивъ  вообще  чрезъ 
А*Ѵ, 


эти  три  вѣроятности ,  (л  и  /і  должны  быть  такого  свонства ,  чтобы  сумма  е  плп 

х-+-х  пе  превышала  единицы,  потому  что  вѣроятность  I  — /и — /*Ѵ  ~  I — х — х  событія 
С  можетъ  только  быть  нулемъ  пли  количествомъ  положительнымъ.  Отсюда  слѣдуетъ,  что 
наибольшая  величина  вѣроятности  х  будетъ  1 — х. 
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Обратимся  теперь  къ  наблюденному  событію.  Такъ  какъ  явленіе  А  повторилось  I 
рать,  явленіе  В  т  разъ,  явленіе  С  п  разъ,  то  заключаемъ,  что  сложныя  вѣроятности 
наблюденнаго  событія,  соотвѣтствующія  всѣмъ  возможнымъ  предположеніямъ,  изобразятся 
(но  №  8)  общею  Формулою 

N.  ®'®'"’(  1 — х — х)" , 

въ  которой  N  означаетъ  коэффиціентъ 

1.8.5...(И-м+л) 

1. 8.3. .  ./.1.8.3. .  .пі.  1.2.3.  ~п г 

а  х  и  х  величины  независимыя  между  собою,  и  измѣняющіяся  какъ  та,  такъ  и  другая, 
отъ  0  до  1,  но  при  условіи  03-1-®'  ^  1.  Изобразимъ  знакоположеніемъ 

•223У.  х‘х"\  I  — ®  -®')" 

сумму  всѣхъ  возможныхъ  значеній,  принимаемыхъ  Функціею  N  .х,х'п\і—х—х')п  при  упомя¬ 
нутомъ  ссй-часъ  ус.іовіп  х+х  <  1.  Такъ  какъ  наименьшая  величина  вѣроятности  х 
есть  пулъ,  а  наибольшая,  по  сдѣланному  выше  замѣчанію,  равна  1—®,  то  предѣлы  инте¬ 
грала  і’  въ  разсужденіи  х  будутъ  0  и  1 — ®.  Чтб  же  касается  до  перемѣнной  ®,  то 
се  очевидно  должно  измѣнять  отъ  ®~0  до  ®~І.  Слѣдовательпо,  паблюдая  что  N  есть 
число  постоянное,  предъпдущая  сумма  приметъ  видъ 
і=і  У=1-*  , 

N.  2  Г  ®Ѵ"'(1 — х — х')п . 

х=0  х'=0 

Этотъ  двоГшой  пптегра.гь,  въ  силу  правила  приведеннаго  въ  концѣ  №  52,  изобразитъ 
зпаменатель  искомой  вѣроятности  р.  Для  полученія  ел  числителя,  стоять  только,  сообра¬ 
зуясь  съ  сказаннымъ  въ  №  5Ь,  взять  сумму  всѣхъ  возможныхъ  значеній  той  же  Функціи 
N.x'x'"'( I— ®— ®'У  отъ  х  —  а  до  х  =  а,  и  отъ  х  ~Ь  до  ®'  =  Ь'.  Дѣйствительно, 

такъ  какъ  въ  настоящемъ  с-іучаѣ  условіе  х-\-х  ^  1  выполняется  само  собон,  ибо,  но 

/  ,  т  _  /+т 

смыслу  вопроса,  ®-<-®  весьма  мало  разнствуетъ  отъ  суммы  *г  —  /-і-т+п  ’ 

очевидно  меньшей  единицы,  то  предѣлы  относительно  х  а  х  будутъ  а,  а  и  Ь,  Ь'.  Поэ¬ 
тому,  для  числителя  вѣроятности  р,  получимъ  выраженіе 
х=а'х'=Ь' 

N.2  2  х'х"\і--х — ® )", 

х=а  х?=Ъ 

и  слѣдовательно 
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на  этоіі  дроби  иа  нроазведепіс  и,  п  замѣнамъ  потомъ  безконечно 
соотвѣтственно  дифференціалами  (Іх  и  йх.  На  основапіп  правилъ 


а/аз""(1— 


=  /0/0 

/  Г  .г/х,т(і-і-У)пл<гг' 


-х)"<1х(1х , 


Еслп  бы,  вмѣсто  /-кратнаго,  /«-кратнаго  п  «-кратиаго  повтореній  А,  В  п  С,  разсма¬ 
тривалось  другое,  какое  пи  есть  совокупленіе  этихъ  трехъ  явленій,  то  изобразивъ  чрезъ  у 
вѣроятность  предполагаемаго  совокупленія,  вычисленную  а  ргіогі  въ  Функціи  х  и  х , 
получили  бы  , 

У  Г  уЛхАх? 


Р  — 


У  У  уйхАх> 


(98) 


разумѣя  подъ  р  вѣроятность,  что  послѣ  наблюденія,  соотвѣтственныя  возможности  х  и  аз' 
событій  А  а  В  заключаются:  х  между  предѣлами  а  п  а,  а  х ,  между  Ь  п  /»'. 

Положимъ  ешс,  что  по  наблюденному  событію  въ  вопросѣ  этого  же  нумера,  желаемъ 
найти  вѣроятность  Р  будущаго  сложнаго  событія,  шшрпмѣръ,  //-кратнаго  повторенія  А, 
(/-кратнаго  В  н  /•-кратнаго  С  прп  числѣ  />+</+г  новыхъ  испытаній:  эта  вѣроятность, 
вычисленная  а  ргіогі  въ  Функціи  х  п  аз',  изобразится  чрезъ 

і..-ОН-7+г) 


Но  і 


.  силу  правила,  прпведеішаго  і 
событія  по  наблюденному,  до.1 


— а/'аз,?(1— 


х’у. 


3.. .ц. 1.3.3 

концѣ  №  53,  для  опредѣленія  вѣроятности  Р  буду- 
ю,  вѣроятность  предположенія 
>х""Ц-х-х')п,Ых' 


У  У  х,х'т(і—х—з/)піІхНх' 
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помпожпть  на  вѣроятность  новаго  событія,  вычпелеппую  а  ргіогі,  и  взять  потомъ  сумму 
всѣхъ  подобныхъ  произведеній,  распространяя  ее  па  всѣ  возможныя  зпаченія  х  п  х  ,  то 
есть,  отъ  лз'  —  О  до  х'  “  1 — х,  и  отъ  х~0  до  х~  I.  На  такомъ  основаніи,  и  на¬ 
блюдая  что  знаменатель  постоянный,  получимъ 

-  1.23  .2.3..  .,.1.2.3.  •  т 


Вообще,  если  изобразимъ  чрезъ  у  вѣроятность  наблюденнаго  сложнаго  событія,  соста¬ 
вленнаго  изъ  простыхъ  явленій  А,  В,  С,  а  чрезъ  г  вѣроятность  будущаго  событія,  пред¬ 
полагая  что  обѣ  вычислены  а  ргіогі  въ  Функціи  х  п  аз',  то  вѣроятность  Р  новаго  собы¬ 
тія,  выведенная  пзъ  наблюденнаго,  опредѣлится  общею  Формулою 


Р  — 


У  У  уЫхЛх' 

/о  /о  У*1**' 


(") 


Формулы  (98)  и  (99)  относятся  къ  двумъ  различнымъ  родамъ  простыхъ  явленіи.  Ра¬ 
спространеніе  пхъ  на  случай  какого  пп  есть  числа  событій  по  представляетъ  пи  малѣй¬ 
шаго  затрудненія.  Такъ  Формула  (98),  напримѣръ  для  трехъ  различныхъ  явленій,  приметъ  видъ 
У  У  У  уЛхЛх'Лх" 

/о  /о  /о  'уАхЛх'&А 


гдѣ  а  и  а,  Ь  и  6',  с  и  с'  соотвѣтственно  означаютъ  предѣлы  независимыхъ 
вѣроятностей  а:,  аз',  х"  простыхъ  явленій,  а  у  имѣетъ  прежнее  значеніе, 
образомъ,  Формула  (99),  прп  трехъ  событіяхъ,  обратится  въ  слѣдующую: 


■ас 


огс 


уЛхіЫЛх" 


между  собою 
Подобнымъ 


въ  которой  у  п  г  означаютъ  тй  же,  что  п  въ  уравненіи  (99). 

Слѣдствія,  проистекающія  пзъ  уравненій  (98)  и  (99)',  одинаковы  съ  тѣми,  кото¬ 
рыя  выведены  въ  двухъ  предъпдушпхъ  нумерахъ.  На  основаніи  аналитическихъ  пріемовъ, 
подобныхъ  употребленнымъ  въ  №  56,  можно  заключить  пзъ  Формулы  (98),  что  при 
двухъ  различныхъ  родахъ  простыхъ  событій,  вѣроятность,  что  соотвѣтственныя  пмъ 
возможности  чрезвычайно  близки  къ  тѣмъ,  прп  которыхъ  наблюденное  сложное  собы¬ 
тіе  наиболѣе  правдоподобію,  быстро  приближается  къ  достовѣрностп  при  значительномъ 
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числѣ  наб.іюдеііііі.  Изъ  Формулы  (99)  окажется,  что  в-іролтиость  какого  либо  новаго  слож¬ 
наго  событія,  опредѣіяемая  посредствомъ  весьма  значительнаго  числа  наблюденій,  уже 
произведенныхъ,  неопредѣленно  приближается  къ  значенію  вѣроятности,  вычисленной 
а  ргіогі,  принимая  притомъ  за  простыя  вѣроятности  событій  отношенія  числа  игъ  появле¬ 
ній  къ  полиолу  числу  наблюденій.  Эти  слѣдствія  очевидно  имѣютъ  мѣсто  и  при  сколь¬ 
кихъ  угодно  различныхъ  родахъ  простыхъ  событій. 

59.  Окончимъ  изложеніе  общихъ  правилъ  нѣкоторыми  простыло  приложеніями  Фор¬ 
мулъ,  выведенныхъ  въ  предыдущихъ  нумерахъ;  въ  слѣдующихъ  Главахъ  будетъ  показано 
ихъ  употребленіе  при  рѣшеніи  болѣе  сложныхъ  вопросовъ. 

Положимъ,  что  при  числѣ  т-\-п  наблюденіи,  событіе  А  повторилось  т  разъ,  а  про¬ 
тивное  ему  В,  п  разъ,  при  чйнъ  замѣчено,  что  т  >  п.  Спрашивается ,  какъ  велика  вѣро¬ 
ятность  р,  что  событіе  А  правдоподобнѣе  событія  В. 

Замѣтимъ,  что  по  смыслу  вопроса ,  предѣлы  а  а  а  будутъ  соотвѣтственно  п  1 ,  ибо, 
допустивъ  этп  предѣлы,  мы  тѣмъ  самымъ  выражаемъ,  что  вѣроятность  событія  А  болѣе 
вѣроятности  событія  В.  Слѣдовательио,  въ  силу  Формулы  (90),  будетъ 

А  *"Ѵ— *)■«* 

Р-  - 

Для  опредѣленія  числителя,  употребляемъ  способъ  интегрированія  по  частямъ,  и  получаемъ 

уі”(1— »■)”*>  =—  У  *"  +^-,  уѴ"7'(І— аГ-'<Ь; 

Изобразивъ  (1— <с)ич-‘  въ  видѣ  (1— ж)" — <г(1 — х)",  найдется 

откуда 

Взявъ  интегралы  между  предѣлами  |  в  I,  будетъ 


Положимъ  для  простоты 

/'яГЦ  —Х)піх—ут  и  т 


»+«■+•*= 
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и  замѣтивъ,  что  съ  измѣненіемъ  т  въ  т — 1,  /і  обратится  въ  ц — 1, 


у,  гг  ^ 
.  _  (і>п+1  ■ 


1,0  Уо  =  /,  (I— *)"«**  = 


поэтому,  чрезъ  послѣдовательныя  подстаповлепт, 


Таковъ  числитель  дроби,  выражающей  искомую  вѣроятность  р.  Знаменатель  с 
силу  Формулы  (96),  будетъ 


(п+1)(П+а)...(«+т+І)  —  (,1— т)0*— ЛІ-И).  ../і 
и  слѣдовательно,  вѣроятность  р  опредѣштся  Формулою: 
р  _  о-..)»— рву  +  4-  и  . 

О00) 

гдѣ,  для  краткостп,  /і  ~  т-(-п4-1. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  событіе  А  повторилось  3  раза,  а  событіе  В  2  раза,  въ 
слѣдствіе  чего  т  —  3,  п~  2,  /і~  6;  поэтому 

_ 5. 4. В. О/  I  .3  1,3  2  1  3  8  1  1  \_аі— 

р —  Т2д5\(Га*  "•  ТмЛа1-"*-  в“ТГ'4л?'*‘  о  и  4  злѵ — 32  —  2  'за 

II  Такъ,  въ  настоящемъ  случаѣ,  вѣроятность,  что  событіе  А  правдоподобнѣе  В,  равняется 
.І-4-ІІ;  дробь  ^  изобразитъ  очевидно  мѣру  избытка  правдоподобія  А  предъ  В. 

Если  положимъ,  что  т  наблюденій  каждый  разъ  приводили  къ  событію  А,  то  найдется: 
п~0,  р—т+1,  и  Формула  (100)  приметь  видъ 

я = (4)'+аг+(тГ+-+(4-)‘  =  -СтТ=  -йг  = 
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этотъ  результатъ  получится  самымъ  простымъ  образомъ  о  чрезъ  непосредственное  интегри¬ 
рованіе.  Дѣйствительно,  въ  настоящемъ  случаѣ  имѣемъ 

, = ^ = ш = = ч.г. 

І0х"‘‘1х  (^рг)о  «+* 

Отсюда  усматриваемъ ,  что  по  мѣрѣ  возрастанія  числа  повтореній  одиого  п  того  же 
событія,  вѣроятность  его  правдоподобія  неопредѣленно  приближается  къ  единицѣ. 

Сдѣлаемъ  теперь  нѣкоторыя  простыя  приложенія  Формулы  (93).  Замѣнивъ  интегралы 
числителя  и  знамепателя  ихъ  величинами,  опредѣляемыми  уравненіемъ  (96),  получимъ 

•  •(/>+?)  1.2.3. .  .(т+/>) _ (п+1). .  .(л+т+1)^  (ни) 


Р—Т 


2.3... 7  (л+,+І)...(«-Н+ш+іН-І) 

ч  изображаютъ  число  появленій  событій  А  и  В  въ  т-\-п  наблюденій,  а  р  и  ц 
ожидаемое  число  повтореній  тѣхъ  же  событій  въ  р+9  новыхъ  наблюденій. 

Положимъ,  папрпмѣръ,  что  желаемъ  найти  вѣроятность  сложнаго  событія  АВ  пли  ВА 
въ  два  слѣдующія  наблюденія;  найдется  р~ц  —  1,  и  слѣдовательно,  по  сокращеніи  об¬ 
щихъ  дѣлителей  въ  предъпдущей  Формулѣ, 

2(т+1)(л+1) 

(л+т+2)(л+т+3) 

Ясно,  что  вѣроятность  двукратнаго  повторенія  одиого  и  того  же  событія,  то  есть  вѣроят¬ 
ность  событій  А  А  или  ВВ,  безразлично,  будетъ  въ  настоящемъ  случаѣ 
.  р.  2(ш+1)(л+1)  —  (т+1)(щ+2Жл+0(л4-2) 

^  — 1  (л+т+2)(л+ш+о)  —  (л+т+2)(л+т+3) 

Положимъ  еще,  что  ищется  просто  вѣроятность  появленія  опредѣленнаго  событія,  па- 
примѣръ  А ,  въ  непосредственно  слѣдующее  за  произведенными  м-+л  наблюдепіями.  Здѣсь 
имѣемъ  р—  I,  9“  0,  и  слѣдовательно,  въ  силу  Формулы  (ЮІ) 


Р  — 


т+1 


Л.+Л+27 

а  вѣроятность  появленія  событія  В,  будетъ 

1_р  —  _2±* . 

*  Г  — т+л+2 

Вмѣсто '  пайдеппыхъ  двухъ  выраженій  п  Д-,п  простой  вѣроят 

А  а  В,  мы  нашли  бы  дроби  п  еслибъ,  дѣйствуя  сообразно 

опредѣленія  вѣроятностей  а  ргіогі,  раздѣлили  число  повтореній  событія  о; 
наблюденій.  Замѣтимъ,  что  разность  между  этими  двумя  вѣроятностями 


ости  событій 
гь  способомъ 
полное  число 
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т  лі+І  _  т—п  I 

<"+"+*  ~  т+л'т+л+2 

неопредѣленно  уменьшается  съ  возрастающимъ  числомъ  наблюденій,  ибо  опа  выражается 


произведеніемъ  двухъ  дробей  ^  и  которыя  обѣ,  и  въ  особенности  вторая, 

уменьшаются  съ  чрезвычайною  быстротою.  Этотъ  результатъ  есть  частный  случай  общаго 
предложенія,  доказаннаго  въ  №  56  этой  Главы. 

Можно  также  замѣтить,  что  вѣроятности  и  дѣлаются  равными  между  со¬ 

бою  при  конечномъ  значеніи  т-\-п  только  въ  одномъ  случаѣ,  именпо  когда  т  —  п.  Въ 
.  ,  т  _  т+1  _  1 

этомъ  предположеніи  будетъ  —  т  |  п  |2  —  у 

Для  послѣдняго  примѣра,  положимъ,  что  т-кратпос  наблюденіе  постоянно  приводило 
къ  событію  А.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность,  что  и  при  р  слѣдующихъ  наблю¬ 
деніяхъ,  это  самое  событіе  повторится  каждый  разъ. 

Замѣтивъ,  что  въ  настоящемъ  случаѣ  имѣемъ  п  —  0,  9  —  0,  Формула  (93)  доставитъ 


г  =  /.Ѵн**  =  МДЗ  - 
I™  5Р.. 


Давь  велпчииѣ  Р  видъ 


т+р+1  ’ 


что  она  тѣмъ  менѣе  разнствуетъ 


отъ  единицы,  чѣмъ  т  значительнѣе  въ  отношеніи  къ  р.  Такъ,  напримѣръ,  предположивъ 
съ  Лапласомъ,  что  наблюденія  надъ  ежедневнымъ  восхожденіемъ  солпца  имѣютъ  давность 
5  тыслчь  лѣтъ  нлп  18262 13  дней,  вѣроятность,  что  солнце  взойдетъ  еще  одшгь  разъ, 


опредѣлится  дробью 


1820213+1  _ 4  1  . 

1826213+1+1  —  1820218 

разнствующею  отъ  достовѣрности  чрезвычайно  малымъ  числомъ,  которое,  па  самомъ  дѣлѣ, 
еще  незначительнѣе,  когда  примемъ  въ  расчётъ  другія  обстоятельства,  осповашшя  па  па- 
шихъ  познаніяхъ  объ  неизмѣняемости  солнечной  системы. 

Въ  заключеніе  приведемъ  численный  вопросъ,  представляющій  два  рода  простыхъ 
явленій,  и  поэтому  рѣшающійся  посредствомъ  Формулы  (98).  Положимъ,  что  шесть  послѣ¬ 
довательныхъ  испытаній  нрпволп  къ  трохъ-кратноиу  появленію  событія  А  и  двукратному 
событія  В:  одно  л;с  изъ  произведенныхъ  испытаній  ие  привело  ип  къ  А,  пи  къ  В.  Спра- 

22* 
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шпвастсл,  какъ  велика  вѣроятность  р,  что  возможности  х  а  х  простыхъ  яв.іспім  А  и  В 
соотвѣтственно  заключаются  между  предѣлами 

5  _  _ і  _  а  _  / _ _1_  _  > 

5+4+1-»-®—^ Т-*-®  "  5+2+«  ®  ~  3  ’ 

разумѣя  подъ  ы  а  ы  весьма  малыя  дроби? 

Замѣтивъ,  что  въ  настоящемъ  случаѣ  вѣроятность  у  пабдюдепнаго  событія,  вычпелеп- 
пая  а  ргіогі,  есть  у— х*х'\1~х—х),  получимъ  въ  силу  Формулы  (98): 

Л+и  г1+°'  ,  „  » ,  , , 

_А-.  !-.■ 

Р  ^  ^  М-Ѵ-г—ѴѵЬ' 

По  совершеніи  означенныхъ  пнтегрированііі ,  нс  представляющихъ  пи  малѣіішаго  затрудис- 


р  —  23.7 .  [20(4-|г  ю+Ѵ-А  ю*)(3-р  ю'4-ы'*)— 16(5-^  »-Н°4  иМ-ы5ХЗ~ыЦ-ы'3) 

-  15(».^Ю+^4о*)(і.ігы'+4.-і®'1)]  • 
Положимъ  еще,  требуется  паіітп  вѣроятность  /’,  что  въ  слѣдующія  три  новыя  испы¬ 
танія,  явленія  А  а  В  случатся  каждое  по  одному  разу.  На  основаніи  Формулы  (99),  н 
замѣтивъ  что  &^.Ъхх(1 — х — а:),  получимъ 

~  ['  [1~Х  х'х\\-х-х Мх,Іх' 

Но  такъ  какъ 

/’  /‘  * х*х\\— X— х')ЛхІх'—  /0  «*®'*(*— ®— ®  )1ЛеЛс  —  2а  ЗѴІІ3 .7.11  ’ 


Если  бы  число  повтореній  событіи  А  а  В  было  довольно  значительно,  то  точпос  опре¬ 
дѣленіе  интеграловъ,  входящихъ  въ  Формулы  (98)  п  (99),  по  продолжительности  выкла¬ 
докъ,  сдѣлалось  бы  почти  невозможнымъ.  Въ  такомъ  случаѣ ,  для  приблизительнаго  ихъ 
вычисленія,  надлежало  бы  прибѣгнуть  къ  пріёмамъ,  подобнымъ  тѣмъ,  которые  употреблены 


въ  №  56. 

Изложивъ  общіе  законы,  по  которымъ  опредѣляются  вѣроятности  а  роііегіогі,  пере¬ 
ходомъ  къ  важнѣйшимъ  ихъ  приложеніямъ. 
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ГЛАВА  VIII. 

О  ВѢРОЯТНОСТЯХЪ  ЖИЗНИ  ЧЕЛОВѢЧЕСКОЙ. 

60.  Опредѣленіе  вѣроятностей  жизни  человѣческой  основано  па  показаніяхъ  наблю¬ 
деній  и  на  предложеніяхъ,  приведенныхъ  въ  предъпдущей  Главѣ.  Чтобъ  изложить  эту 
теорію  съ  возможною  вразумительностію ,  войдемъ  сперва  въ  необходимыя  подробности  иа 
счётъ  составленія  различныхъ  таблицъ,  отиосящпхся  къ  вопросамъ  о  человѣческой  жизни. 

Для  составленія  возможио-точпѣіігапхъ  таблицъ  смертности  для  извѣстпой  страны,  и 
для  промежутка  времени  не  слишкомъ  значительнаго,  надлежало  бы  извлечь  изъ  метри¬ 
ческихъ  книгъ  того  мѣста  показанія  объ  весьма  значительномъ  числѣ  новорожденныхъ, 
различая  при  томъ  и  полъ  ихъ,  и  слѣдить  за  ппмп  по  самый  день  ихъ  смерти.  Такимъ 
образомъ  опрсдѣш.іп  бы,  по  тѣмъ  же  метрическимъ  книгамъ,  сколько,  изъ  полнаго  числа 
новорожденныхъ,  остается  въ  жпвыхъ  по  проиісствіп  одного  года,  двухъ,  трехъ,  четы¬ 
рехъ  лѣтъ,  п  вообще,  до  прсдѣіа  человѣческой  яшзпп,  предполагаемаго  напримѣръ  во 
сто  лѣтъ.  Э.ти  показанія,  написанныя  противъ  каждаго  возраста,  составляютъ  то,  чтб 
называется  таблицею  смертности.  По  причинѣ  значительной  смертности  младенцевъ 
до  двухъ-лѣтпяго  возраста,  и  преимущественно  въ  теченіи  перваго  года,  для  бблыисй 
точпостп,  надлежало  бы  подраздѣлить  первый  годъ  хотя  па  четыре  трохъ-мѣелчные  про¬ 
межутка,  а  второй,  на  два. полугодія. 

Чтобы  однимъ  взглядомъ  обнять  главныя  измѣненія  въ  ходѣ  смертности,  чтб  довольно 
затруднительно  когда  имѣемъ  въ  виду  пространныя  таблицы,  то  указанія  сихъ  послѣд¬ 
нихъ  изображаютъ  графически,  кривою,  называемою  привою  смертности  пли  указателъ- 
ішцею  смертности.  Предлагаемъ  построеніе  этоіі  линіи:  беремъ  произвольную  прямую 
за  ось  абсциссъ  пли  ж-овъ,  и  означаемъ  иа  ней  точку  0,  которую  принимаемъ  за  начало 
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координатъ.  Перпендикуляръ,  возставленный  изъ  0,  изобразитъ  ось  ордппатъ  п.ш  у-овъ. 
Откладываемъ  по  оси  ш-овъ,  отъ  начала  0,  сто  равныхъ  произвольныхъ  частей,  и  послѣ¬ 
довательныя  дѣленія  отмѣчаемъ  нумерами  1,  2,  3,...  до  100.  Изъ  всѣхъ  точекъ  дѣле¬ 
нія  возставляемъ  перпендикуляры,  па  которыхъ  опредѣляемъ  точки  кривой  смертности 
слѣдующимъ  образомъ:  принимаемъ  въ  соображеніе  извѣстное  число  новорожденныхъ, 
напримѣръ  10000,  и  откладываемъ  отъ  пачала  координатъ  по  осп  у-овъ  длину,  пропор¬ 
ціональную  10000.  Далѣе,  ищемъ  въ  таблицахъ  смертности,  сколько  изъ  этихъ  10000 
новорожденныхъ  остается  въ  живыхъ  по  прошествіи  одного  года  послѣ  рождеиія;  откла¬ 
дываемъ  по  ординатѣ  отъ  точки  дѣленія  п°  1  длину,  пропорціональную  этому  числу. 
Поступаемъ  точно  такъ  же  съ  ордииатою,  соотвѣтствующею  п°  2,  то  есть,  откладываемъ 
по  псіі  длину,  пронорціоиалыіую  числу  младенцевъ,  достигшихъ  2-хъ  лѣтъ,  заимствуя  это 
число  изъ  тѣхъ  же  таблицъ  смертности.  На  этомъ  самомъ  основаніи  продолжаемъ  строе¬ 
ніе.  для  каждаго  возраста;  напримѣръ,  на  ординатѣ,  соотвѣтствующей  п°  33,  отклады¬ 
ваемъ  длину,  пропорціональную  числу  доживающихъ  до  33  лѣтъ  изъ  разсматриваемыхъ 
10000  новорожденныхъ.  Такимъ  образомъ  дойдемъ  до  послѣдняго  пумера  100 ,  пли  до 
абсциссы,  соотвѣтствующей  100-лѣтпему  возрасту.  Положимъ,  что  изъ  10000  человѣкъ, 
ни  одинъ  пс  достигъ  этихъ  лѣтъ;  слѣдовательно,  послѣдняя  ордината  будетъ  нуль.  Чрезъ 
отмѣчеппыл  такпмъ  образомъ  101  точку  па  ординатахъ,  проводимъ  непрерывную  линію, 
которая  и  называется  привою  смертности  пли  упазателышцею  смертности.  Очевидно,  что 
опа  встрѣтитъ  ось  абсциссъ  въ  топкѣ,  отмѣченной  нумеромъ  100,  п  не  будетъ  прости¬ 
раться  далѣе.  Хотя,  въ' строгомъ  смыслѣ,  и  нельзя  считать  столѣтній  возрастъ  предѣ¬ 
ломъ  человѣческой  жизни,  по,  какъ  случаи  болѣе  глубокой  старости  бываютъ  очень  рѣдки, 
то,  при  черченіи  кривой  смертности,  ихъ  можно  не  принимать  въ  расчётъ.  Няогда  для 
большей  точности,  какъ  было  замѣчено  выше,  подраздѣляютъ  первыя  два  дѣленія,  имеішо 
разстоянія  отъ  п°  0  до  п°  1  и  отъ  п°  1  до  п°  2,  потому  что  въ  этомъ  промежуткѣ, 
по  нрнчппѣ  большой  смертности  младенцевъ,  кривая  имѣетъ  значительную  кривизну. 
Обыкновенно  лині|0  0  до  п°  1  раздѣляютъ  ца  четыре  части,  п  лцціщ  п°  1  до  п°  2, 
только  па  двѣ;  въ  такомъ  предположеніи,  первая  ордппата  послѣ  соотвѣтствующей  на¬ 
чалу  0,  изобразитъ  число  младенцевъ,  достигающихъ  3-хъ  мѣсячнаго  возраста,  вторя, 
число  тѣхъ,  которые  доживаютъ  до  С-тп  мѣсяцевъ,  п  такъ  далѣе.  Впрочемъ,  когда  нс 
имѣемъ  въ  виду  точныхъ  изслѣдованій  о  смертности  собствеппо  младенцевъ,  то  можемъ 
довольствоваться  подраздѣленіемъ  перваго  только  года  на  два  рвиые  6-тн  мѣсячные 
промежутка. 
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Этотъ  самый  графическій  способъ  можетъ  быть  употребленъ  и  для  построенія  указа- 
тельппцы  смертности,  соотвѣтствующей  онредѣіенпому  возрасту.  Положимъ,  напримѣръ, 
желаемъ  построить  такого  рода  кривую  для  33  лѣтъ.  Откладываемъ  отъ  напала  коорди¬ 
натъ  по  осп  у-овъ  длину,  пропорціональную  разсматриваемому  числу  сверстниковъ  33 
лѣтъ;  вторая  ордината  должна  быть  пропорціональна  числу  оставшихся  въ  живыхъ  по 
истеченіи  одного  года,  то  есть,  достигшихъ  34  лѣтъ;  третья,  числу  дожившихъ  до  35 
лѣтъ,  и  такъ  далѣе  до  тѣхъ  поръ,  пока  кривая  не  встрѣтить  оси  абсциссъ.  Само  собой 
разумѣется,  что  при  этомъ  построеніи,  разстоянія  между  послѣдовательными  ординатами 
должны  быть  равны  между  собою. 

Замѣтимъ  также,  что  кривая  смертности,  построенная  для  каждаго  пола  отдѣльно,  ие 
одинакова.  Уклоненія  одной  изъ  этихъ  линій  отъ  другой,  объясняются  удовлетворитель¬ 
нымъ  образомъ  различіемъ  Физическаго  и  нравственнаго  быта  муаічнны  и  женщины. 

Составленіе  таблицъ  смертности,  но  изложенному  выше  способу,  было  бы  чрезвычайно 
затруднительно,  въ  особенности  же,  еслибъ,  для  возможной  ихъ  точности,  слѣдила  только 
за  значительнымъ  числомъ  младенцевъ,  родившихся  въ  одно  время.  Такія  таблицы,  хотя 
и  существуютъ,  но  очень  рѣдки,  да  и  къ  тому  жъ  слишкомъ  одпосторошга ,  и  поэтому 
нельзя  осповать  на  нихъ  никакого  общаго  заключенія.  Онѣ  относятся  только  къ  пемпо- 
гпмъ  классамъ  людей ,  и  смертность  въ  этихъ  сословіяхъ  не  можетъ  быть  принята  за 
общую  мѣру. 

Составители  таблицъ  смертности  извлекаютъ  обыкновенно  изъ  метрическихъ  книгъ  значи¬ 
тельное  число  показаній  объ  умершихъ,  и  распредѣляютъ  ихъ  по  возрастамъ.  Потомъ,  изъ 
полнаго  числа  умершихъ,  отппмаюгь  число  младенцевъ,  достигшихъ  одного  года ;  далѣе,  изъ 
этого  остатка  вычитаютъ  число  умершихъ  двухъ-лѣтняго  возраста,  тамъ  трсхъ-лѣтияго,  и 
такъ  далѣе,  до  предѣла  человѣческой  жпзпн.  Дѣйствуя  такимъ  образомъ  допускается,  что 
народонаселеніе  той  страны,  для  которой  составляютъ  таблицу,  остается  неизмѣннымъ,  пли, 
иначе,  что  число  умирающихъ  равно  числу  новорожденныхъ;  это  предположеніе  мало  уда¬ 
ляется  отъ  пстипы,  когда  разсматриваемый  промежутокъ  времени  довольно  малъ,  и,  вмѣстѣ 
съ  тѣмъ,  объемлетъ  значительный  рядъ  наблюденій.  Замѣтимъ  также,  что  точлость  та¬ 
блицъ,  составленныхъ  по  изложенному  сен-часъ  способу,  требуетъ  чтобы  вносили  въ  пихъ 
только  сверстниковъ,  чтб  копечпо  невыполнимо.  Но,  при  маломъ  нзмѣпспіп  народонаселе¬ 
нія,  несоблюденіе  этого  условія  пе  будетъ  имѣть  чувствительнаго  вліянія  па  окончательныя 
заключенія,  почему  и  можетъ  быть  вообще  оставлено  безъ  вниманія. 
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У  пасг,  пъ  Россіп,  таблицы  смертности  располагаются  обыкновенно  слѣдующимъ  обра¬ 
зомъ:  противъ  каждаго  возраста,  для  плтплѣтппхъ  промежутковъ,  показано  чпсло  умер¬ 
шихъ  въ  п стекшее  пятилѣтіе,  а  не  тело  остающихся  въ  живыхъ.  Въ  этомъ  видѣ 
таблица  нс  такъ  удобна  для  рѣшеиія  разныхъ  вопросовъ  о  ходѣ  смертности.  Къ  тому 
жъ  пятплѣтиіе  промежутки  слишкомъ  значительны  для  того,  чтобы  можно  было  ожидать 
большой  точности  въ  найденныхъ  результатахъ,  о  чёмъ  будетъ  упомянуто  въ  слѣдую¬ 
щемъ  №  61. 

Нѣкоторые  математики  пытались  связать  аналитическою  Формулою  показанія  таблицъ 
смертности.  Германскій  математикъ  Ламбертъ  предложилъ  слѣдующее  уравненіе  для  кри¬ 
вой  смертности: 

которое  онъ  составилъ  на  основаніи  Лондонскихъ  таблицъ.  Чпсло  рожденій  предпола¬ 
гается  въ  этомъ  уравненіи  равнымъ  десяти  тысяча.**,  а  предѣлъ  человѣческой  жпзип, 
девяносто  шести  годамъ;  у  изображаетъ  чпсло  людей,  достигающихъ  возраста  х,  а  е 
основаніе  Пейеровой  системы  логарпомовъ.  Дювильяр »,  въ  своихъ  Пссксгскез  зиг  Іез 
етрпшіз,  предлагаетъ  употреблять  Формулу  Ламберта  и  при  друтихъ  таблицахъ  смерт¬ 
ности  по  съ  измѣненіемъ  постоянныхъ  коэффиціентовъ,  именно  въ  такомъ  видѣ: 

гдѣ  N  означаетъ  число  рожденій,  а  I  самую  глубокую  старость,  показываемую  таблицею. 
Числа  т,  к  и  п  'опредѣляются  такъ,  чтобъ  уравненіе  согласовалось  самымъ  удовлетвори¬ 
тельнымъ  образомъ  съ  употребляемою  таблицею  смертности.  Величины  х,  у  и  е  имѣютъ 
въ  Формулѣ  Дювпльлра  то  же  зиачсніе,  какъ  п  въ  Формулѣ  Ламберта. 

ЛІоавръ •),  замѣтипъ  нѣкоторую  правильность  въ  законѣ  смертности  отъ  22  лѣтплго 
возраста  до  предѣла  долголѣтія,  предполагаемаго  имъ  въ  86  лѣтъ ,  предложилъ  на  этомъ 
основаніи  слѣдующее,  весьма  иростос  уравненіе,  принадлежащее  прямой  лиши: 

у  =  86  —  х , 

въ  -которомъ  х  изображаетъ  какой  пц  есть  возрастъ,  заключающійся  иея:ду  22  и  86 
годами,  а  у  чпсло  людей,  достигающихъ  х  лѣтъ.  II  такъ,  полагая  послѣдовательно 


*)  Тгсаіис  «г , 


і:  Оосігіпе  ор  Скапсы. 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


177 


ю~23,  2-Ѵ ,  25,...,  заключаемъ  изъ  этой  Формулы,  что  изъ  63  человѣкъ  23  лѣтъ, 
62  достигаютъ  2^-хъ  лѣтъ,  61,  25-тп  лѣтъ  и  такъ  далѣе. 

Изъ  извѣстпыхъ  таблицъ  смертности,  первое  мѣсто,  по  своей  давности,  занимаетъ  та¬ 
блица,  составленная  въ  1693  году  Га.ше. нв  по  метрическимъ  книгамъ  города  Бреславлл 
въ  Силезіи.  Послѣ  пего  многіе  учёные  трудились  надъ  составленіемъ  такихъ  же  таблицъ 
для  главнѣйшихъ  городовъ,  преимущественно  въ  Европѣ.  Примѣчательнѣйшія  таблицы 
смертности  принадлежатъ  Депарсъё,  Дювішяру,  Францису  Бэили *)  и  неутомимому  по 
своему  трудолюбію  Бельгійскому  учёному  Капле**). 

61.  Объяснивъ  какимъ  образомъ  составляются  таблицы  смертности,  покажемъ  ихъ  упо¬ 
требленіе  при  рѣшеніи  разиыхъ  задачъ,  относящихся  къ  вѣроятностямъ  жиапп  человѣческой. 
При  этомъ  можно  замѣтить,  что  рѣшеніе  подобныхъ  вопросовъ  приводится  вообще  къ 
простымъ  ариѳметическимъ  дѣйствіямъ  надъ  показаніями  таблицъ;  но  оцѣнка  стспепи  точ¬ 
ности  пли  достовѣрности  найденныхъ  результатовъ  зависитъ  отъ  аналитическихъ  Формулъ, 
болѣе  или  менѣе  сложныхъ,  чему  предложены  будутъ  примѣры  въ  №№  66  и  67  этой  Главы. 

Возьмемъ  таблицу  смертности,  составленную  для  умершихъ  обоего  пола  Православнаго 
вѣроисповѣданія  въ  городѣ  Москвѣ  за  18\2  годъ.  По.іиое  число  умершихъ  простиралось 
до  9276;  распрсдѣіня  пхъ  по  возрастамъ,  какъ  объяснено  въ  предъпдущемъ  N°  60, 
п  ограничиваясь  при  томъ  пятп.іѣтипмп  промежутками,  получимъ  слѣдующую  таблицу: 
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Основываясь  па  этой  таблицѣ,  рѣшимъ  теперь  нѣсколько  вопросовъ.  Напримѣръ,  пусть 
требуется  пайтп  вѣроятность,  что  поворождепный  достигнетъ  пзвѣстпаго  возраста,  поло¬ 
жимъ  25  лѣтъ.  Для  этого  раздѣляемъ  Ш8,  то  есть  число  достигающихъ  25-ти  лѣтияго 
возраста,  па  9276,  нмеппо  на  полное  число  новорожденныхъ,  п  получаемъ  для  искомой 
вѣроятности  дробь  —  0,467...,  и  какъ  эта  дробь  менѣе  — »  то  заключаемъ,  что 
въ  Москвѣ,  для  новорожденнаго  младенца,  менѣе  вѣроятности  дожить  до  25  лѣтъ,  чѣмъ 
умереть  не  достигнувъ  этого  возраста.  Замѣтимъ  впрочемъ,  что  для  ббльшей  точпости 
какъ  этого  результата,  такъ  и  послѣдующихъ,  надлежало  бы  имѣть  таблицу  съ  тѣснѣй¬ 
шими  промежутками,  напримѣръ  годовыми,  а  нс  нптплѣтипмп.  Въ  смыслѣ  болѣе  стро¬ 
гомъ,  нрсдъндуіцій  выводъ  изображаетъ  вѣроятность,  что  младенецъ  доживетъ  до  нѣко¬ 
тораго  возраста,  заключающагося  между  20  и  25  годами,  потому  что  многіе  нзъ 
умершихъ  отъ  20  до  25  лѣтъ  вошли,  при  составленіи  таблицы,  въ  разрядъ  25-тп 
лѣтнихъ. 

Положимъ  еще,  спрашивается,  какую  вѣроятность  имѣетъ  человѣкъ  30-тп  лѣтъ  отъ 
роду,  прожить  еще  20  лѣтъ,  то  есть,  достигнуть  50-тп  лѣтпяго  возраста.  Чтобъ  полу¬ 
чить  искомую  вѣроятность,  должно,  очевидно,  раздѣлить  число  людей,  дожившихъ  до  50 
лѣтъ,  на  число,  соотвѣтствующее  30  годамъ.  Но  приведенной  выше  таблицѣ  найдемъ 
дробь  2—  —  0,551 ... .  II  такъ,  въ  сложности ,  скорѣе  можно  полагать,  что  человѣкъ 
30  лѣтъ  отъ  роду  доживетъ  до  50  лѣтъ,  чѣмъ  противное,  именно,  что  умретъ  нс  дости¬ 
гнувъ  этого  позраста.  Впрочемъ,  здѣсь  перевѣсъ  вѣроятности  первой  случайности  въ 
сравненіи  со  второю  весьма  незначителенъ;  дѣйствительно,  вѣроятность  первой  есть 
0,551 .  . ,  а  второй  1 — 0,551 . . .  ~  0,448  .  . 

Опредѣлимъ  теперь  продолжительность  вѣроятной  жизни  при  данномъ  возрастѣ.  Подъ 
вѣроятною  жизнію  разумѣемъ  число  лѣтъ,  по  прошествіи  которыхъ  вѣроятность  остаться 
въ  живыхъ  пли  умереть  одна  и  та  же,  и  слѣдоватсльио  равна  у  Для  онредѣіенія  этой 
вѣроятности,  очевидно  стоитъ  только  найти,  какому  возрасту  по  таблицѣ  соотвѣтствуетъ 
половиппое  число  живыхъ  даннаго  возраста.  Такъ  напримѣръ,  если  бы  требовалось  рнать 
продолжительность  вѣроятной  жизни  для  новорожденнаго  по  приведенной  выше  таблицѣ 
для  Москвы,  то  раздѣливъ  число  9276  на  2,  получили  бы  4638,  которое  падаетъ  между 
15-ю  п  20-ю  годами ,  по  ближе  къ  20  годамъ.  При  болѣе  обширной  таблицѣ,  опре¬ 
дѣлили  бы  этотъ  возрастъ  съ  большею  точностію.  Извлекаемъ  подобные  результаты  для 
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другихъ  городовъ  изъ  Тгаііе  ёіётепіаіге  іи  Саісиі  іи  РгоЬиЫШёз  соч.  Лакроа.  Вѣроятная 
жизнь  для  новорожденнаго  въ  Парижѣ  простирается  отъ  8  до  9  лѣтъ ;  въ  Лондонѣ  нсвступио 
3  года;  въ  Вѣнѣ,  нсвступио  2  года;  въ  Берлинѣ,  съ  небольшимъ  2  года.  Для  Франціи 
вообще,  отъ  20  до  21  года;  для  Англіи,  отъ  27  до  28;  въ  Брандебургѣ,  отъ  25  до  26; 
въ  Швейцаріи,  41  годъ.  Вообще,  замѣчеиъ  значительный  перевѣсъ  вѣроятной  жпзнп  въ 
деревняхъ  передъ  большими  городами ;  прпчипа  этой  разиостп  весьма  поиятна,  принявъ  въ 
соображеніе  вредное  вліяиіе  городской  жизни  на  общественное  здоровье,  въ  особенности 
же  относительно  иисшпхъ  сословій,  которыя  болѣе  другихъ  подвержены  болѣзнямъ,  ни¬ 
щетѣ,  тѣснотѣ  помѣщенія  и  проч. 

Найдемъ  еще  вѣроятную  жизнь  для  человѣка  40  лѣтъ.  Этому  возрасту,  въ  нашей 
таблицѣ,  соотвѣтствуетъ  число  2980;  раздѣливъ  его  пополамъ,  получимъ  1<ь90,  которое 
падаетъ  между  55  и  60,  но  очень  близко  къ  60  годамъ.  Слѣдовательно,  для  Москвы, 
вѣроятная  жизнь  человѣка  40-ка  лѣтъ  будетъ  около  20  лѣтъ.  При  томъ  же  сорока- 
лѣтпемъ  возрастѣ,  вѣроятная  жизнь  въ  Парижѣ  слишкомъ  21  годъ;  въ  цѣлой  Фрапціп 
23  года;  въ  Лопдоиѣ,  18  лѣтъ;  въ  Вѣнѣ,  болѣе  19  лѣтъ;  въ  Берлинѣ,  также  19  лѣтъ; 
въ  Швейцаріи,  около  25  лѣтъ*). 

Мѣрою  домолѣтія  называется  отношеніе  числа  дожившихъ  до  глубокой  старости  къ 
полному  числу  рожденій.  Обыкиовенио  принимаютъ  за  глубокую  старость  90  лѣтъ;  въ 
этомъ  предположеніи  мѣра  долголѣтія  для  Франціи  выражается  дробью  —  0,0038; 
д.™  Лондона,  4н  =  0'0020'  «•  Е*ш>  ЙЮ  =  0-°“20;  Бч"”*"  5^=0,001.2;  д.ія 

Швейцаріи,  0,0050.  По  приведеішой  выше  таблицѣ  смсртиости,  мѣра  долголѣтія  для 
Москвы  превышаетъ  всѣ  предъпдушія,  п  равна  дроби  0,0064.  Но  это  показаніе 

пѣсколько  значительно,  потому  что  въ  разрядъ  90  лѣтнихъ  стариковъ  вошли,  безъ  сомнѣнія, 
иедостигшіе  этого  возраста,  п  умершіе  въ  пятилѣтіе  отъ  85  до  90  лѣтъ. 

Среднимъ  продолженіемъ  жизни,  или  просто  среднею  жизнію,  соотвѣтствующею  та¬ 
блицѣ  стсртностн,  называется  отношеніе  суммы  годовъ  жпзнп  всѣхъ  умершихъ,  внесен¬ 
ныхъ  въ  таблицу,  къ  но.іпому  ихъ  числу.  Пусть  будетъ  N  число  всѣхъ  умершихъ  по 
таблицѣ,  а  V  искомая  средняя  жизнь.  Изобразимъ  чрезъ  а,,  а1,  а3.  ■ .  чнела ,  соотвѣт¬ 
ствующія  всѣмъ  возрастамъ,  предполагая,  напримѣръ,  годовые  промежутки  между  ними; 
поэтому  аІ  изобразитъ  число  оставшихся  въ  живыхъ  по  истеченіи  одного  года,  аг  по 

*)  іліегоіі,  Тгаііі  сістсаіаіге  Ли  Саісиі  Ли  РгоЪаЫШёч  Рагія,  3-шо  ёіііііоп,  стр.  197. 
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истеченіи  двухъ  дѣтъ,  и  такъ  далѣе.  Но  какъ  Число  новорожденныхъ,  умершихъ  въ  пер¬ 
вый  годъ,  до.іжио  быть  распредѣлено  па  весь  двѣиадцатп-мѣсячпыи  промежутокъ,  то  въ 
сложиостп  можно  положить  приблизительно,  что  каждый  изъ  иихъ  прожилъ  —  года.  По 
указанію  же  таблицы ,  число  умершихъ  въ  теченіи  перваго  года  ,  есть  N — а, ;  слѣдова- 
тсльпо  сумма  лѣтъ  числа  N — а,  младенцевъ  выразится  чрезъ 
4-(іѴ— а,). 

Равнымъ  образомъ,  умершіе  по  таблицѣ  въ  промежутокъ  отъ  1  года  до  2  лѣтъ,  должны 
быть  распредѣлены  па  весь  второй  годъ,  почему  за  среднюю  ихъ  жизпь  можно  принять 
1-1  —  А  года.  Но  число  ріеришѵь  съ  1-го  иа  2-ой  годъ  равно  а, — а,;  слѣдоватсльио, 
сумма  годовъ  ихъ  жизни  будетъ 

Точно  такимъ  образомъ  найдемъ  для  слѣдующихъ  промежутковъ  выраженія 

\  <«.-«.) . 

до  предѣла  человѣческой  жизни.  II  такъ 

У_  1 1-  л-я,+5(о.-<»і)+»(<ч-д,Н-7(°,-»4)+-  •  •  ^ 


По  сокращеніи  найдется: 

У- ^.+  . . ,  («0») 

Легко  распространить  этотъ  результатъ  иа  опрсдѣіепіс  средней  жпзии  при  какомъ  ии 
есть  данномъ  возрастѣ  п ,  которому  въ  таблицѣ  смертности  соотвѣтствуетъ  число  я„ . 
Пусть  будутъ  ап+1  ,  я„+1,  ап+ъ-’-  показанія  таблицы,  относящіяся  къ  годамъ  лЦ-1, 
п-\-2,  п-Ц-3 ,  . .,  а  Ѵп  и  Ѵп+1  продолженія  средией  жизни  для  человѣка,  достигшаго 
/і-лѣтняго  и  (я-(-І)-лѣтняго  возраста.  Найдется  по  предыдущему : 

У"  —  .1  °„+і-К-и+«„ч- з+ . •.  (ЮЗ) 

V  - і_  I  ап4-1  дп-4-3+дп-4-«+- 

"  л+‘  _  *  _Г  ««+» 
откуда 

г„ =| +|)^-  («>») 

На  основаніи  этой  послѣдней  Формулы  очень  легко  вычислять  среднюю  жизпь  для 
послѣдовательныхъ  возрастовъ,  начиная  съ  предѣіа  старости. 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


181 


Приведемъ  числеинос  приложеніе  Формулы  (103).  Положимъ,  ищется  средняя  жизпь 
старика  87  лѣтъ  по  таблицѣ  Дювильяра *),  составленной  для  Франціи,  прпппмая  въ  рас¬ 
чётъ  одинъ  милліонъ  новорожденныхъ.  Здѣсь  п  будетъ  равпнться  87;  сверхъ  того  па- 


таблицѣ  слѣдующія  по 

года: 

различныхъ 

возрастовъ, 

года: 

87 

7165 

95 

1140 

103 

88 

5670 

96 

851 

104 

89 

4686 

97 

620 

105 

90 

3830 

98 

442 

106 

91 

3093 

99 

307 

107 

92 

2466 

100 

207 

108 

93 

1938 

[101 

135 

109 

94 

1499 

102 

84 

НО 

Слѣдователыю,  средияя  жизнь  V  87-мп  лѣтняго  старпка  во  Франціи  опредѣлится  Формулою: 
у—  I  .  ИЙ7О-Н00С+  ..-И+а+1. 

—  2  '  7103  * 


совершивъ  означенныя  здѣсь  дѣйствія,  иайдемъ 


то  есть  5  лѣтъ  3  мѣсяца  п  1  недѣля. 

Лакроа**),  рѣшая  ту  же  задачу,  и  употребляя  па  этотъ  конецъ  таблицу  смертности 
Депарсьё,  которая  много  уступаетъ  Дювильлровой  со  сторопы  обширности,  нашелъ  для 
средпеіі  жизни,  при  томъ  же  87  лѣтисмъ  возрастѣ,  только  2  года  и  8  мѣсяцевъ.  Зна¬ 
чительность  этой  разности,  съ  одной  стороны  5  лѣтъ  п  слишкомъ  3  мѣсяца,  а  съ  другой 
только  2  года  п  8  мѣсяцевъ,  достаточно  показываетъ,  сколько  результаты,  получаемые 
изъ  разныхъ  таблицъ,  могутъ  протпворѣчить  одпиъ  другому.  Не  говоря  уже  о  недостат¬ 
кахъ,  происходящихъ  отъ  исвѣриости  показаній  метрическихъ  книгъ  и  отъ  погрѣшностей, 
въ  которыя  безъ  сомнѣнія  впадаютъ  составители  таблицъ,  можно  замѣтить,  что,  по  сущ¬ 
ности  дѣла,  эти  таблицы  зависятъ  еще  отъ  мѣстности  и  отъ  эпохи,  для  которой  были 
составлены,  а  также  п  отъ  класса  людей,  преобладающаго  въ  показаніяхъ.  Поэтому, 
средпяя  жизнь  въ  разныхъ  Государствахъ  и  городахъ  должна  быть  различная.  Вотъ  нѣ¬ 
которые  результаты,  относящіеся  къ  продолженію  средней  жизни  новорожденнаго:  во 
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Франціи,  28  лѣтъ  9  мѣсяцевъ;  въ  Лоидонѣ,  17  лѣтъ  11  мѣсяцевъ;  въ  Вѣнѣ,  15  лѣтъ  9 
мѣсяцевъ;  въ  Берлинѣ,  17  лѣтъ  1  мѣсяцъ;  въ  Швейцаріи,  37  лѣтъ  1  мѣсяцъ*).  У 
Кетле**)  иаходшгь  для  Фраиціп  число  нѣсколько  большее  противъ  приведеннаго,  именно 
32  2  года.  У  пего  же,  для  всей  Аигліп,  показана  средняя  жизнь  33  года  (32  для 
мужчинъ,  а  34  для  женщинъ),  а  для  Бельгіи  32,15  года  (для  мужчинъ  въ  горо¬ 
дахъ  29, 24,  а  въ  деревияхъ  31,97;  для  женщинъ  въ  городахъ  33,28,  а  въ  деревняхъ 
32,95  года). 

Для  Россіи,  вообще  пе  достаетъ  довольно  вѣрпыхъ  данныхъ  для  опредѣленія  этого 
элемента.  Дѣйствительно,  наши  таблицы  смертности  составлены  по  пятилѣтіямъ,  п 
этотъ  промежутокъ  слишкомъ  значителенъ  для  того,  чтобы  можно  было  вывести  среднюю 
жпзнь  съ  удовлетворительною  точностію.  Основываясь  иа  таблицѣ  смертности  за  1842 
гоп.  составленной  для  мужескаго  пола  Православнаго  вѣроисповѣданія,  вычисленіе  прпве- 
ДСП.  п  прпгмпжоіілопу  числу  22-лт,  лѣтъ,  плл,  точнѣе,  22  года  а  2  иедѣлв.  Вароче.и, 
по  прпве  генной  сен-часъ  причинѣ  несовершенства  нашпхъ  таблицъ,  нельзя  положиться  па 
точность  этого  числа. 

Средняя  жизнь  измѣняется  также  съ  возрастомъ.  Въ  сложности  можно  положить,  что 
наибольшая  средняя  жпзнь  относится  къ  5-тп  лѣтнему  возрасту,  когда  младенецъ  избѣ¬ 
жалъ  опасностей,  сопровождающихъ  первые  годы  его  жпзпп.  Тогда  средпяя  его  жпзнь, 
вообще,  будетъ  болѣе  40  лѣтъ.  Что  же  касается  до  вѣроятной  жизни,  то  она  дости¬ 
гаетъ  наибольшаго  своего  значенія  нѣсколько  ранѣе:  въ  сложности  можно  положить,  что 
вѣроятная  жпзпь  бываетъ  наибольшая  для  4-хъ  лѣтняго  младенца,  и  простирается  для 
него  отъ  45  до  50  лѣтъ. 

Посредствомъ  таблицъ  смертности  можно  также  опрсдѣіпть  по  приближенію  полное 
народонаселеніе  того  мѣста,  для  котораго  онѣ  составлены,  н  распредѣлить  это  народона¬ 
селеніе  по  возрастамъ.  Впрочемъ,  при  такомъ  вычисленіи  предполагается,  что  народона¬ 
селеніе  остается  постояннымъ  Пусть  будетъ  а0  полное  годовое  чнело  новорожденныхъ  въ 
томъ  мѣстѣ,  для  котораго  желаемъ  опредѣлить  народоиаселеніе ;  а, ,  а,,  я,...  числа, 
соотвѣтствующія  возрастамъ:  одному  году,  двумъ,  тремъ  годамъ,  п  такъ  далѣе  до  предѣла 
,і  .гЬтъ.  Наконецъ,  изобразимъ  чрезъ  Р  искомое  народонаселеніе.  Число  младеицевъ,  ниже 
одного  года,  соотвѣтствующее  народонаселенію  Р,  онредѣштся  приблизительно  среднею 

*)  Ьястпіх,  Гг.  сііт.  Ли  Саіе.  Ли  РгоЬаЫІіІсі,  стр.  201. 
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ариѳметическою  -^-(а0— (-а,).  Подобнымъ  образомъ,  дѣтей  отъ  1-го  года  до  2-хъ  лѣтъ 

будетъ  і(я,-|-я,),  отъ  2-хъ  до  3-хъ  лѣтъ,  — (я,-)-^,),  и  ироч.  Слѣдовательно,  сумма 

т(*.-Н)+ 4<«і+».)+ . 

изобразитъ  искомое  народонаселеніе  Р.  П  такъ 

р  =  4К-Ю+ѴК+ѴІ-.  •  .-К-,.  («05) 

Для  распредѣіенія  этого  народонаселенія  Р  по  возрастамъ,  надлежитъ  поступать  слѣ¬ 
дующимъ  образомъ:  вычтя  изъ  Р  первую  среднюю  — (я0-4-я,),  получимъ  остатокъ,  кото¬ 
рый  изобразитъ  число  жителей  разсматриваемой  страны,  нс  моложе  одного  года.  Вычтя 
изъ  этого  перваго  остатка  вторую  среднюю  4(вГІ-а*)і  получится  число  жптелей  свыше 
двухъ  лѣтъ,  и  такъ  далѣе;  такшгь  образомъ  легко  будетъ  составить  таблицу  народонасе¬ 
ленія,  распредѣіешіую  по  возрастамъ. 

Приложимъ  это ть  способъ  къ  опредѣленію  числа  жителей  города  Москвы,  основываясь 
на  таблицѣ  смертности  за  1841  годъ.  Легко  видѣть,  что  по  причинѣ  пятплѣтпихъ  про¬ 
межутковъ  въ  Русскихъ  таблицахъ  смертпостп,  должно  будетъ,  для  полученія  посредствомъ 
нихъ  народонаселенія,  помножить  на  5  вторую  часть  Формулы  (105).  Дѣйствительно,  по¬ 
ложимъ  что  Ь0,  6, ,  Ьг. .  .ЬИ  означаютъ  числа,  соотвѣтствующія  возрастамъ:  0  лѣтъ,  5  лѣтъ, 
10  лѣтъ  и  такъ  далѣе.  Если  между  60  и  6,  включимъ  четыре  числа  такъ,  чтобы  они  съ 
крайними  Ь0  и  6,  составляли  арпометпческую  прогрессію,  то  эти  шесть  чиселъ,  именно: 


соотвѣтственно  изобразятъ  число  новорожденныхъ,  приближенное  число  младенцевъ  дожи¬ 
вающихъ  до  одного  года,  до  двухъ,  до  трехъ,  до  четырехъ  п  до  пяти  лѣтъ.  На  такомъ 
основаніи  число  дѣтей,  ниже  одного  года,  опредѣлится  полу-суммою  -^Ь0-|-60 — — ^-і) 
пли  1(26в —  0~--1-) ;  подобнымъ  образомъ,  -^(260 — — изобразить  ,чпсло  младен¬ 
цевъ  отъ  одного  года  до  двухъ  лѣтъ,  п  такъ  далѣе.  Слѣдовательно,  дѣтей,  ниже  5-тп 
лѣтъ,  будетъ 

4.(2Ь.-‘Л^)  +  і(2».-?йсУ)+  і(М,-всЫ) 

+4(“.-%И)+4(^.-^=4(б.+б,> 
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Точно  такъ  же  найдемъ,  что  дѣтей  отъ  5-ти  до  іО-тп  лѣтъ  будетъ  отъ 

10-тп  до  15-тп  лѣтъ  ,  п  такъ  далѣе.  Поэтому,  длп  нашихъ  таблицъ  пай- 

дется  Формула 

р  =  |(МЛ)+5(МА+М-  •  -+Ѵ-.)-  О06) 

отлпчаюшаяся  отъ  (105)  тѣмъ  только,  что  вторая  ея  часть  понножепа  на  5. 

Прпподпмъ  теперь  таблицу  смертности  для  обоего  пола  Православнаго  исповѣданія, 
за  1841  годъ,  лія  г.  Москвы. 


На  основаніи  этихъ  данныхъ  и  Формулы  (ЮС)  найдемъ,  съ  вѣрностію  въ  вычисленіи  до 
простыхъ  тысячь, 

Р  —  301000  жителей. 

Этотъ  результатъ  довольно  мпого  уклоняется  отъ  вывода,  полученнаго  другимъ  обра¬ 
зомъ.  Въ  Мѣсяцословѣ  за  1844  годъ  народонаселеніе  Москвы,  въ  18И  году,  показано 
въ  330000  человѣкъ,  включая  сюда  и  иновѣрцевъ,  относительное  число  которыхъ  впрочемъ 
не  слишкомъ  велпко.  Эту  разность  въ  двухъ  результатахъ  можпо  объяснить  рахшчнымн 
причинами:  можно  приписать  ее  несовершенству  таблицы,  показывающей  возрасты  умер- 
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шпхъ  между  предѣлами  слишкомъ  отдаленными,  пмепно  отъ  5-ти  до  5-тп  лѣтъ;  также, 
песовсѣмъ  вѣрному  предположенію  относительно  неизмѣняемости  народонаселенія.  Мо¬ 
жетъ  быть  'даже  есть  небольшая  неточность  и  въ  прямомъ  опредѣленіи  народонаселенія 
Москвы,  то  есть  въ  числѣ  330  тысячь. 

62.  Различіе  половъ  имѣетъ  также,  въ  сложпостп,  довольно  значительное  вліяніе  па 


смертность.  Поэтому,  прн  составленіи  таблицъ  вѣроятностей  жпзнп  человѣческой,  надобно 
непремѣнно  отдѣлять  показанія  для  мужескаго  пола  отъ  показаній  для  женскаго.  Сраппепіс 
таблицъ  смертности  приводитъ  вообще  къ  заключеніямъ:  1°  что  число  новорожденныхъ 
муж.  пола  превосходитъ  число  новорожденныхъ  женскаго;  2°  число  умершихъ  муж.  пола 
превосходитъ  число  умершихъ  жепск.  пола;  3°  число  женщинъ,  въ  живомъ  поколѣпіи, 
вообще  превышаетъ  число  мужчинъ;  4°  средняя  жизнь  женщины  продолжительнѣе  сред¬ 


ней  жпзнп  мужчины. 

Мы  пе  будемъ  останавливаться  на  подтвержденіи  всѣхъ  этихъ  результатовъ  числен¬ 


ными  примѣрами,  которые,  при  пособіи  надлежащихъ  таблицъ  смертности,  открываются 
безъ  малѣйшаго  затрудненія.  Ограничимся  только  пѣкоторымп  показаніями  относительно 
перваго  результата,  наиболѣе  важнаго.  Перевѣсъ  числа  рожденій  младепцевъ  мужескаго 
пола  передъ  женскимъ "  по  видимому  составляетъ  общій  законъ  природы ,  ибо  во  всѣхъ 
странахъ  и  въ  разпыя  времена  онъ  подтверждался  наблюденіями.  Въ  сложпостп  можпо 
положить,  что  па  100  рожденій  женскаго  пола  приходится  отъ  104  до  109  мужескаго. 
Вотъ  пѣкоторыя  показанія,  заимствованныя  изъ  книги  Котле:  8иг  V Поттс  (Томъ  I,  стр.  44): 


рожд^еГк' 

На  ІОО  ново- 
рожл.  жепск. 

Государства  п  Провшіціп. 

Государства  п  Провпвціи. 

Россія.. . . . 

108,91. 

Пруссія  со  всѣми  ея  владѣніями . 

105,94. 

Миланская  Провинція . 

107,61. 

Вестфалія  и  Великое  Герцогство 

107,07. 

105,86. 

Франція . 

106,55. 

Впртсмбергское  Королевство  . 

105,69. 

Нидерланды  (Бельгія  п  Голландія) 

106,44. 

Восточная  Пруссія  и  Познаиское 

Брандепбургская  Провинція  и 

Герцогство . 

105,66. 

Померанія . 

106,27. 

Богемское  Королевство . 

105,38. 

Королевство  обѣихъ  Сициліи . . . 

106,18. 

Великобританія . 

104,75. 

Австрійское  Государство . 

106,10. 

Швеція . 

104,62. 

Силезія  и  Саксонія . 

106,05. 

Средняя  для  всей  Европы . 

106,00. 
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Въ  Россіи,  по  таблицѣ  за  18Ѵ1  годъ,  вмѣсто  108,91,  получаемъ  106,33;  это  послѣд¬ 
нее  число,  весьма  близкое  къ  средней  для  всей  Европы,  пе  согласуется,  какъ  мы  видимъ, 
съ  показаніемъ  Кетлс,  которое  кажется  намъ  невѣрнымъ.  Если  отношеніе  100  къ  106,33 
выразимъ  приближенно  цѣлыми  числами,  то  получимъ,  съ  достаточною  точностію,  содер¬ 
жаніе  чпела  рожденій  женскаго  пола  къ  числу  мужескихъ  въ  Россіи,  какъ  16  къ  17. 

Замѣченный  перевѣсъ  рожденій  младенцевъ  мужескаго  пола  передъ  женскимъ,  под¬ 
тверждаемый  многочисленными  наблюденіями,  заставляетъ  полагать,  что  тому  должна  быть 
постоянная  причина.  Въ  №  68  мы  опредѣлимъ  вѣроятность  этой  прпчпны. 

63.  Во  всѣхъ  рѣшенныхъ  до  спхъ  поръ  задачахъ,  мы  предполагали  народонаселеніе 
постояннымъ;  такое  допущеніе  можно  считать  справедливымъ  только  для  незначительнаго 
промежутка  времепп.  Вообще  же,  народонаселеніе  н  число  рожденій  возрастаютъ,  и  сте¬ 
пень  этого  приращенія  зависитъ  отъ  многоразличныхъ  причинъ.  аВъ  человѣческомъ  родѣ, 
говоритъ  Лапласъ*),  нравственныя  прпчпны  имѣютъ  значительное  вліяніе  па  народонасе¬ 
леніе.  Если  земля,  прн  легкомъ  обработовапіп,  можетъ  доставить  обпльиую  нпщу  новымъ 
поколѣніямъ,  то  отъ  увѣрониостп,  что  многочисленное  семейство  будетъ  обезпечено,  браки 
умножаются,  заключаются  своевременнѣе,  н  поэтому  бываютъ  плодовитѣе.  На  такой  землѣ, 
народонаселеніе  и  число  рожденій  должпы  возрастать  въ  прогрессіи  геометрической.  Но, 
при  тяжеломъ  и  неудобномъ  обработывапіп  полей,  приращеніе  народонаселенія  умень- 
піаетсл:  оно  пепрестаппо  приближается  къ  перемѣнному  состоянію  жпзпеппыхъ  припасовъ, 
совершая  около  него  колебанія,  падобпо  тому,  какъ  маятнпкъ,  побуждаемый  сплою  тяжсстп, 
качается  около  точки  провѣса,  когда  передвигаютъ  ее  укоспепнымъ  движеніемъ.  Трудно 
опредѣлить  наибольшее  зпаченіе  приращенія  народонаселенія:  изъ  пѣкоторыхъ  наблюденій 
оказывается,  что  прн  обстоятельствахъ  благопріятныхъ,  народонаселеніе  могло  бы  удвоиться 
въ  теченіи  пятнадцати  лѣтъ.  Въ  Сѣверной  Америкѣ,  по  соображенію,  это  удвоеніе  проис¬ 
ходитъ  въ  двадцать  пять  лѣтъ.  Прн  такомъ  предположеніи,  народонаселеніе,  число  рож¬ 
деній,  браковъ,  смертность,  всё  растётъ  въ  той  же  геометрической  прогрессіи,  знамена¬ 
тель  которой  опредѣляется  чрезъ  сравненіе  числа  годовыхъ  рожденій  въ  двѣ  разлнч- 

Мы  нс  'будемъ  останавливаться  на  щекотливомъ  вопросѣ:  въ  какой  степени  и  прн 
какихъ  предѣлахъ  прирашепіе  народонаселенія  способствуетъ  благосостоянію  Государства. 
Этотъ  вопросъ  прямо  относится  къ  Политической  Экономіи.  Вообще  по  предмету  прпра- 

*)  Еиаі  рНиогорНіі/ие  гиг  Іег  РгоЬаЫІіІсг. 
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шепія  народонаселенія  можно  обратиться  къ  превосходнымъ  сочиненіямъ  Мальтуса,  Шторха 
и  другихъ  ученыхъ  статистиковъ*). 

64.  Къ  числу  причинъ,  уменьшающихъ  смертность,  плп,  чтб  всё  равно,  увеличиваю¬ 
щихъ  народонаселеніе,  относится  уничтоженіе,  плп  по  крайней  мѣрѣ  ослабленіе  дѣйствія 
опасныхъ  и  частыхъ  болѣзней.  При  достаточномъ  числѣ  наблюденій,  легко  опредѣлить 
прибыль  въ  людяхъ,  происходящую  отъ  ослабленія  какой  либо  прпчпны  смертностп.  По¬ 
ложимъ,  папрпмѣръ,  что  отъ  пзвѣстпой  болѣзни  умираетъ  до  1-го  года  6,  младенцевъ,  до 
2-хъ  лѣтъ,  6,,  до  3-хъ  лѣтъ,  Ьа  п  такъ  далѣе.  Сверхъ  того,  пусть  будетъ  N  полпое 
число  новорожденныхъ,  а  а,,  а,,  а4  ..  указанія  таблицы  смертностп,  соотвѣтствующія 
1  году,  2  годамъ,  3  годамъ  п  проч.  Наконецъ  положимъ,  что,  чрезъ  ослаблспіе  болѣзни, 
уменьшаемъ  смертность  слѣдующими  числами:  с,  отъ  0  до  1  года;  сл  отъ  I  до  2  лѣтъ; 
с.  отъ  2  до  3  лѣтъ  и  такъ  далѣе.  Въ  такомъ  предположеніи,  число  умирающихъ  отъ 
этой  болѣзни  въ  различные  возрасты,  какъ  то: 

годы:  вмѣсто:  будетъ: 

отъ  0  до  1  Ь,  6,—  с, 

отъ  1  до  2  Ьл  6, — с2 

отъ  2  до  3  Ь5  Ьл—  св 


При  существованіи  болѣзни,  число  умершихъ  послѣ  одного  года,  двухъ,  трехъ . 

лѣтъ,  было  бы 

N-41,,  о, — о,,  . . 

а  по  ослабленіи  ея  оно  будетъ  только 

Отношенія  этихъ  послѣднихъ  разностей  къ  числу  живыхъ  разсматрпвасмаго  возраста, 
изобразятъ  вѣроятности  умереть  въ  томъ  возрастѣ  въ  продолженіи  одного  года,  если  бъ 
болѣзнь  была  ослаблена;  эти  послѣдовательныя  вѣроятности  будутъ 

N  ’  “7  ’  Н  . . 

Когда  изъ  единицы  вычтемъ  сумму  этпхъ  дробей ,  до  какого  нп  есть  возраста ,  папрп¬ 
мѣръ  до  л  лѣтъ,  то  получимъ  вѣроятность,  что  новорожденный  проживетъ  до  п  лѣтъ, 

•)  Еиаі  гиг  Іе  ргіпсірс  Не  Іа  рориіаііоп ,  рдг  МіНЬш:  Сспеѵе  1830.  Ргіпсірсг  А'Есопотіс  роШі^ие,  раг 

МаІіЬііі;  Рагіа  1820.  Сейм  А'Есопотіс  роШіцие,  он  ехроііііоп  Лег  ргіяеірег  уиі  Асісгяипспі  Іа  ргогрёгііё 
Лег  паііом,  раг  И.  8іогсЬ;  81.  РсЧсгаЬоигс  **«• 
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допуская  ослаб.ісиіе  болѣзни.  На  такоиъ  основаніи  легко  составить  таблицу  смертности, 
соотвѣтствующую  сдѣланному  предположенію,  и  опредѣлить  новое  значеніе  для  средней 
жизни,  которая,  очевидио,  въ  настоящемъ  случаѣ,  получитъ  приращеніе. 

Такимъ  образомъ  Дюоіиъяръ*) ,  собравъ  показанія  ипогочпеленпыхъ  наблюденій  надъ 
оспою  нашелъ,  что  предохранительное  оспопрививаніе  увеличиваетъ  средпюю  жизнь 
слишкомъ  тремя  іода.ни.  Такое  приращеніе  средпей  жизни  влечетъ  за  собою  п  прира¬ 
щеніе  самаго  народонаселенія. 

Предложенное  здѣсь  правило  для  опредѣленія  того  вліянія ,  котораго  должно  ожидать 
отъ  уничтоженія  нѣкоторой  болѣзни,  можетъ  подвергнуться  справедливому  возраженію,  и 
поэтому  не  имѣетъ  безусловной  степени  точности.  Дѣйствительно ,  не  упоминая  даже  о 
нѣкоторыхъ  менѣе  важныхъ  возраженіяхъ,  замѣтимъ  только,  что  въ  употребленномъ  нами 
пріёмѣ,  мы  не  принимали  въ  расчётъ  одпого  обстоятельства,  которое  обнаруживается  въ 
слѣдующемъ  вопросѣ:  прививаніе  искусственной  оспы,  охраняя  человѣка  отъ  губительнаго 
дѣйствія  натуральной,  ио  дѣлаетъ  ли  его  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  болѣе  воспріимчивымъ  къ  дру¬ 
гимъ  болѣзнямъ?  Недостатокъ  наблюденій  ие  позволяетъ  рѣшить  этотъ  вопросъ  совер¬ 
шенно  удовлетворительнымъ  образомъ;  но,  допуская  даже  эту  воспріимчивость  въ  нѣкото¬ 
рой  степени,  вліяніе  ея  не  можетъ  быть  очень  значительно,  и  благотворное  дѣйствіе 
оспопрививанія,  во  всякомъ  случаѣ,  останется  несомнѣннымъ  Фактомъ. 

Для  опредѣленія  средпей  жизни  въ  томъ  случаѣ,  когда  уничтожается  какая  пибудь 
причина  смертности,  Лапласъ  поступаетъ  слѣдующимъ  образомъ.  Пусть  будетъ  N  полное 
число  рожденій,  а  х  разсматриваемый  возрастъ.  Сверхъ  того,  изобразимъ  чрезъ  V  число 
дѣтей,  которыя,  изъ  полнаго  числа  N  остаются  въ  живыхъ  по  пстечепін  ж  лѣтъ  въ  томъ 
предположеніи,  что  одна  причина  смертности  уничтожена,  а  чрезъ  и  число  младеицевъ, 
достигающихъ  того  же  возраста  х,  по  при  существованіи  этой  причины  или  болѣ:  пи, 
которую  назовемъ  В.  Пусть  будетъ  гЛх  вѣроятность  что  человѣкъ,  имѣющій  отъ  роду 
х  лѣтъ,  умретъ  отъ  В  въ  весьма  малый  промежутокъ  времени  Лх;  игЛх  изобразитъ 
приблизительно,  въ  силу  теоремы  Якова  Бернулли,  совокупность  людей,  которые,  изъ  числа 
ц,  умрутъ  отъ  этой  болѣзни  В  въ  промежутокъ  Лх,  если  только  и  значительное  число, 
что  мы  дѣйствительно  и  полагаемъ.  Равнымъ  образомъ,  изобразивъ  чрезъ  уЛх  вѣроят¬ 
ность,  что  человѣкъ  имѣющій  отъ  роду  х  лѣтъ,  умретъ  отъ  другихъ  причинъ  смертности 
въ  промежутокъ  времени  Лх,  произведеніе  иуЛх  покажетъ,  весьма  приблизительно,  со- 
ІаЫеаих  Не  Гіп/Іиспсе  Не  Іа  рсіііс  ѵсгЫс  тг  Іа  тогІаШс. 
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вокупность  людей,  которые,  изъ  числа  и,  умрутъ  отъ  остальныхъ  причинъ  смертности. 
Поэтому,  полное  число  умершихъ,  изъ  числа  и,  въ  промежутокъ  Лх,  будетъ  и(у-\-г)Лх. 
Это  выраженіе  изобразить  убыль  части  и  въ  продолженіи  времени  Лх,  и  поэтому  должно 
равняться  — Ли.  И  такъ 

чс  —Ли  —  и(у-\-і)Лх. 

Совершенно  Удобнымъ  образомъ  найдемъ 

-ЛѴ  —  V  .у Лх. 

Исключивъ  у  изъ  этихъ  двухъ  уравненій,  получимъ 

-у  =  т+іЛ. 

Если  допустимъ,  что  разсматриваемый  промежутокъ  времени  Лх  чрезвычайно  малъ,  то 
конечпыя  прнрашенія  можно  будетъ  приблизительно  замѣнить  дифференціалами,  въ  слѣд¬ 
ствіе  чего  предъидущее  уравненіе  обратится  въ  дпФФереиціалыюе 

% =-:+ ** 

интегралъ  котораго  будетъ 

І05.П  ~  1о§.и -+■/** іВх. 

Мы  не  прибавляемъ  постояннаго  количества ,  потому  что  при  х ~ 0  будетъ  1}  —  и~  N. 
Послѣднему  уравненію  ыожио  дать  видъ 


Если  бы  г  былъ  пзвѣстепъ  въ  Функціи  х,  то  эта  Форму.іа  показала  бы  зависимость 
между  V  и  и,  посредствомъ  которой  легко  бы  обыкновенную  таблицу  смертности  превра¬ 
тить  въ  другую,  относящуюся  къ  предположенію,  что  одна  бо.іѣзиь  уничтожена.  Но  какъ 
эта  Функція  ие  можетъ  быть  опредѣлена,  то  интегралъ  У  ~&х  вычисляютъ  по  [прибли¬ 
женію  слѣдующимъ  образомъ:  такъ  какъ  игЛх  изображаетъ  число  людей ,  которые,  дос¬ 
тигнувъ  возраста  х,  умираютъ  въ  промежутокъ  времени  Лх  отъ  болѣзни  В,  то  прибли¬ 
женное  значеніе  пптеграла  получится,  когда,  положивъ  Лх  равнымъ  незначительному  про¬ 
межутку  времени,  напримѣръ  одному  году,  возьмемъ  изъ  таблицъ  смертности  сумму  всѣхъ 
значепіп  величины  г,  начиная  отъ  0  до  ж  лѣтъ,  и  предполагая  въ  этой  таблицѣ  число 
рожденій  равнымъ,  какъ  выше,  N.  Каждая  величина  для  г  опрсдѣіптся  составивъ  дробь, 
у  которой  числитель  равенъ  числу  умершихъ  отъ  болѣзни  В  па  разсматриваемомъ  году, 
а  знаменатель  числу  дѣтей,  которыя,  изъ  полнаго  числа  N,  остаются  въ  живыхъ  въ  сре- 
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динѣ  того  ікс  разсматриваемаго  года.  Если  бы  наблюденія  доставляли  показанія  для  мень¬ 
шихъ  промежутковъ  времени,  напримѣръ  для  полу-годовыхъ,  то  интегралъ  ^  іЛх  опре¬ 
дѣлился  бы  съ  большею  точностію  на  основаніи  тѣхъ  же  самыхъ  правилъ.  Когда  такимъ 
образомъ  будетъ  вычислена  величина  V  для  каждаго  возраста,  то  составится  таблица 
смертности,  соотвѣтствующая  предположенію,  что  извѣстная  болѣзнь  В  уничтожена.  Изъ 
этой  таблицы  легко  будетъ  уже  вывести  и  продолжительность  срсдпей  жизни  (№  61). 

65.  Предложимъ  еще  рѣшеніе  нѣсколькихъ  задачъ,  относящихся  къ  движенію  народо¬ 
населенія.  Желающіе  имѣть  болѣе  обширныя  свѣдѣнія  въ  этомъ  предметѣ,  могутъ  обра¬ 
титься  къ  труду  Эйлера:  Песіісгсііез  депсгаіез  зиг  Іа  тогіаіііё  еі  Іа  тиИірІісаІіоп  Ви 
денге  Іиітаіп,  помѣщенному  въ  Л Іе'тоігез  Ле  I  Асайётіе  йе  Всгііп  за  1760  годъ. 

Вообще,  всѣ  рѣшенія,  которыя  будутъ  предложены  ппже,  осповапы  па  томъ  допуще¬ 
ніи,  что  число  рожденій,  а  равно  и  смертность,  пропорціональны  живому  поколѣпію,  то 
есть,  что  при  двойномъ,  тройномъ  и  проч.  народонаселеніи ,  какъ  число  новорожденныхъ, 
такъ'  и  число  смертныхъ  случаевъ  будетъ  также  вдвое,  втрое.  . .  болѣе.  Хотя  эту 
ипотезу  нельзя  считать  безусловно  точною,  но  замѣчено  однакожъ,  что  опа  вообще  мало 
удаляется  отъ  истины.  II  такъ,  мы  примемъ,  что  отношенія  числа  годовыхъ  рожденій  и 
числа  смертныхъ  случаевъ  къ  полному  народонаселенію,  суть  величины  постоянныя.  Пер¬ 
вое  изъ  этихъ  двухъ  отношеній  можно  назвать  мѣрою  умноженія  пли  плодовитости,  а 
второе,  мѣрою  смертности. 

Изобразимъ  соотвѣтственно  чрезъ  Р0,  ЛГ0,  Л/0  народонаселеніе,  число  годовыхъ  рож- 
дели,  і.  піело  ріершлхі,  ОТІІОСЯШІІІСЯ  ь-ь  той  .лохѣ,  он  которой  рхіокишс  .ост»  слйть 
.решил.  Пусть  будутъ  Р„  Я„  II,  тѣ  же  Шелл  »0  летелеши  одлого  год»,  Р„  N..  II, 
по  остслсиін  двухъ  дѣть,  п  вообще  Р, ,  II.  по  вегеленіп  ж  лѣтъ.  По  пстелелі» 
одлого  годе,  п.родоолседеліс  Р ,  увелвлцтел  ■ішиоіп.  Я,  рожденій,  а  уиспшптся  II.  упер- 
піпми;  слѣдовательио  будетъ 

Рі  —  Р0+Я0—М0 

Если  изобразимъ  чрезъ  п  отношеиіе  числа  рождепій  къ  народоиасслепію ,  а  чрезъ  т, 
отношеніе  числа  умершихъ  къ  тому  же  народопасе-іепію,  то  получимъ 

3>  =  п,  3—  т  пли  Я0  =  пР0,  »І0  —  тР0. 

Чисма  н  и  т  соотвѣтственно  означаютъ  мѣру  модовитости  и  мѣру  смертности,  по¬ 
чему,  какъ  замѣчено  выше,  ихъ  можно  принимать,  безъ  чувствительной  погрѣшности,  за 
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числа  постоянныя.  Подставляя  найденныя  величины  для  1Ѵ0  и  М0  въ  предъпдушес  урав- 
р,  —  Р04-пР0—  тР0  =.  Р0(і-\-п — т). 

Такъ  какъ  число  1— п — от  предполагается  постояннымъ ,  то  для  народонаселенія ,  соот¬ 
вѣтствующаго  двухъ-лѣтнему  промежутку,  получимъ 

Р%—  Р,(1+п— от)  =  Р0(1+п— от)*, 

п  вообще 

Рх  =  Р0(1+н—т}х. 


Это  равенство  очевидно  показываетъ,  что  народонаселеніе  будетъ  возрастающее,  убы¬ 
вающее,  или  неизмѣияющееся,  смотря  по  тому,  имѣемъ  ли  п >  от,  пли  п  <от,  или  п~т. 
Изобразимъ  для  краткости  1+п — т  чрезъ  7,  и  назовемъ  эту  величину  7  коэффиціентомъ 
приращенія.  Найдется 

РХ  =  Р0  7х.  (107) 


Такъ  какъ  вообще  народонаселеніе  увеличивается ,  если  нѣтъ  особенныхъ  причинъ 
большой  смертности  пли  многолюдныхъ  переселеній ,  то  мы  условимся  принимать  7>1. 
Подставимъ  въ  уравненіе  (107)  на  мѣсто  Рх  сперва  —  а  потомъ  — »  также  —  п  — 
на  мѣсто  Р0  ;  получимъ  двѣ  Формулы 

Лх  =  УѴ0.тг  и  Мх  —  М0. 4х.  (108) 


Уравненія  (107)  н  (108)  показываютъ,  что  при  допущенной  ппотезѣ  пропорціональ¬ 
ности,  количество  народонаселенія,  число  рожденій  и  число  умершихъ  составляютъ  про¬ 
грессіи  геометрическія,  знаменатель  которыхъ  одинаковъ  для  всѣхъ  трехъ  чпее.іъ. 

На  основаніи  Формулы  (107)  очень  легко  будетъ  рѣшить  слѣдующіе  три  вопроса: 

1°  Но  данному  коэффиціенту  приращенія  7  найти,  чрез л  сколько  времени  народо¬ 
населеніе  Р0  увеличится  въ  извѣстномъ  отношеніи,  напримѣръ  какъ  1  къ  А. 

2°  По  данному  7  м  числу  а  протекшихъ  лѣтъ ,  опредѣлить  народонасе.іеніе  Р„ 
посредствомъ  первонача.ѣнаю  Р0. 

3°  По  извѣстному  народонасе-іепію  въ  двѣ  опредѣленныя  эпохи,  найти  коэффи¬ 
ціентъ  приращенія  7. 

Для  рѣшенія  перваго  вопроса,  стоитъ  только  вывести  величину  х  изъ  уравненія 


Рх  =  Р0.  чх, 

•  Рх  величиною  АР0 .  Такимъ  образомъ  получн.чі 
Я  о*  пткѵіа  х  —  — . 


откуда 
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Рѣшеніе  втораго  вопроса  выводптсп  пспосрсдствснво  пзъ  того  же  уравненія  (107), 
подставивъ  въ  йенъ  а  па  мѣсто  х.  Будетъ 

Ра  —  Р0.д°. 

Наконецъ,  предположивъ  въ  третьемъ  вопросѣ,  что  Р0  п  Р„  извѣстны,  найдемъ 


Въ  рѣшенныхъ  сен-часъ  задачахъ  разсматривалось  движеніе  иародопаселспія ;  но  оче¬ 
видно,  что  посредствомъ  Формулъ  (108)  можно  получить  рѣшеніе  подобныхъ  задачъ^въ 
отношеніи  къ  числу  рожденій  и  умершихъ. 

Предложимъ  еше  нѣсколько  вопросовъ,  въ  которыхъ  соединимъ  предыдущія  предпо¬ 
ложенія  съ  указаніями  таблицъ  смертности. 

66.  Удержимъ  въ  этомъ  №  означенія  предыдущаго;  сверхъ  того,  для  сокращенія 
Формулъ,  условимся  въ  слѣдующемъ:  пусть  будутъ  в„  «„  а,. .  .ах  указанія  таблицы 
смертности  для  числа  Лг0  рожденій;  ах,  ал,  аг.  .  .  будутъ  изображать  число  живыхъ,  пзъ 
іУо  младенцевъ,  по  истеченіи  одного  года,  двухъ  лѣтъ,  трехъ  лѣтъ,  и  такъ  далѣе.  Вѣро¬ 
ятности,  что  новорожденный  проживетъ  одинъ  годъ,  два  года,  три  года  п  проч.,  выра¬ 
зятся  очевидио  дробями 


которыя  мы  означимъ  такъ: 

со.  м.  га . м- 

Въ  силу  такого  зпакоположеиія ,  произведеніе  [®]ІѴ ,  каковъ  бы  пе  былъ  N,  изобразить 
приблизительно  число  живыхъ,  пзъ  N  рожденій,  по  истеченіи  х  лѣтъ. 

ВОПРОСЪ  I.  Полагая  предѣлъ  человѣческой  жизни  во  100  лѣтъ,  опредѣлить  какъ 
велико  Судетъ  народонаселеніе  по  истеченіи  100  лѣтъ,  считая  отъ  настоящей  эпохи, 
и  предполагая  притомъ  коэффиціентъ  приращенія  и  число  годовыхъ  рожденій  из¬ 
вѣстными. 

Вотъ  табличка,  которая  прямо  ведетъ  къ  рѣшенію  этого  вопроса: 
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ЧИСЛО  рожденій. 

По  истеченіи  100 
лѣтъ  будетъ  въ 

Вначалѣ  ІѴ0 

[  1 00]ІѴо 

послѣ  1  года  д)Ѵ0 

Г991дЛГ„ 

.  2  лѣтъ  д’іѴ0 

№**'. 

.  3  лѣтъ  ^ІN0 

[97], *Я, 

послѣ  98  лѣтъ  д**ЛГ0 

№4 

.  99  лѣтъ  д”(Ѵ0 

[>],”». 

.  100  лѣтъ  ^^00N0 

Слѣдовательно ,  совокупность  всѣхъ  оставшихся  въ  живыхъ,  пли  полное  народонаселеніе 
Р100 ,  будетъ: 

е„=гЧ'+^+М+-"  +  ™> 

Эта  Формула,  рѣшающая  вопросъ,  можетъ  быть  продставлсппа  въ  другомъ  видѣ,  когда, 
въ  силу  перваго  пзъ  уравненій  (108),  подставимъ  въ  ией  ЛГ100  вмѣсто  ^'00N0 .  Такимъ 
образомъ  получимъ 

^=^0+^+^+|і+-+рз>  О09) 

Замѣтимъ,  что  въ  этой  послѣдней  Формулѣ,  народонаселеніе  Р100  и  число  годовыхъ  рож¬ 
деній  N^0,  относятся  къ  одной  п  той  же  эпохѣ. 

Сообразно  съ  замѣчаніемъ,  сдѣланнымъ  въ  №61,  можно,  въ  Формулѣ  (109),  замѣнить 


і  бблыией  точности 


средними  величинами 


1  , 


[1], 

№НИ 


[2],... 

М+И 


тогда  она  приметъ  видъ 

Если  допустимъ,  что  народонаселеніе  неподвижно,  то  будетъ  д=1,  п  предыдущая 
Формула,  по  замѣнепіп  въ  вей  количествъ  РІ00  и  (Ѵ100  величинами  Р  и  N ,  доставитъ: 

Р  =  №(-Ъ+[І]+ГО+[3]+.--+[1°0])' 


Срш.  -і-к*ЖЧ+----И,003>  “  тп*  №>  «“  *■  "6  “"гь 

выраженіе  средне»  жизни  [№  61,  мри.  (102)].  Саідонатмьпо,  пр»  иепод.пжпоиъ  наро¬ 
донаселеніи,  средняя  жпавь  нодрянтся  раздѣ.пігъ  иародоваседсніс  на  вне.»  годо.ыхь  рожденій. 

ВОПРОСЪ  11-оіі.  Зная  число  рожденій  и  число  умершихъ  по  возрастамъ,  а  также 
коэффиціентъ  приращенія ,  опредѣлитъ  законъ  смертности. 

Пусть  N  даппое  число  рожденій,  а 

моі  л/,,  л/,,  л/, . 

числа  умершихъ  до  і  года,  до  2-хъ,  до  3-хъ. . .  лѣтъ.  Найдется 
т_^о,  откуда  Л/0  “  ЛГ(1 — [I]). 

За  год»  до  разсматриваемой  эпохи,  то  еств  до  той,  »  которой  относится  висдо  )*  рожде¬ 
ній,  число  новорожденныхъ  Рыло  только  — ;  по  закону  же  смертности  отъ  этихъ  ново 
рожденныхъ  осталось  въ  живыхъ  [1}і  но  иогетеніи  периго  года,  а  [2]і  по  истене- 
піп  второго.  Слѣдовательно,  между  1-ымъ  и  2-ыиъ  годами  умерло 

и,=[і]^-га-7-=т<г']-и>- 

За  два  года  передъ  разсматриваемымъ  временемъ,  число  новорожденныхъ  бьио  по 
истеченіи  двухъ  л«ь  и»  „ихъ  осталось  въ  живыхъ  И]|,  а  „о  истетеніи  трехъ,  только 
[3]4 ;  поэтому,  умершихъ  между  2-мя  и  3-мя  годами  было 
Л/1=^([2]-[3]). 

Продолжая  такимъ  образомъ,  и  опредѣляя  изъ  получепныхъ  уравненій  вѣроятности  [I], 
[2],  [3]  и  проч.,  найдемъ 

[<]=*  -9 


[2]  =  [,]-^  =  .-^ 

[3]  =  М-#  =  <  -і+МЬз! 


При  неподвижномъ  народонаселеніи  будетъ  д  — - 1  ,  “  предъидушія  равенства  прн- 
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[1] ЛГ  =  ЛГ— Л/0 

[2] /Ѵ  =  N — Л/0 — Л/, 

[3] ІѴ  =  ЛГ— ЛГв— ЛГ,— Л/, 

0]ЛГ  =  ЛГ— Л/в — Л/, — ЛГ, — МЛ 

Эти  посіѣдпія  Формулы  заключаютъ  въ  себѣ  правило  для  составленія  таблицъ  смерт¬ 
ности,  при  употребленіи  числа  умершихъ,  распредѣленныхъ  по  возрастамъ,  какъ  то  было 
показано  въ  №  60. 

Задачи  о  движеніи  народонаселенія  можно  разпообразпть  по  пропзволеиію ;  ограничимся 
рѣшеніемъ  сше  одного  вопроса. 

ВОПРОСЪ  ПІ-ін.  Зная  число  рожденій  N  и  число  умершихъ  М  въ  теченіи  одною 
іода,  найти  народонасе.іеніе  Р  этою  самаю  іода  и  коэффиціентъ  приращенія  ц,  пред¬ 
полагая  притомъ  законъ  смертности  извѣстпъинъ. 

Пусть  Р,  N  и  М  относятся  къ  началу  разсматриваемаго  времепп,  напримѣръ  къ 
истекшему  году.  Въ  слѣдующемъ  году  народонаселеніе  Р  обратится  въ  дР;  оно  будетъ 
состоять  изъ  дЛГ  поворождеппыхъ  и  изъ  дР — ^N  человѣкъ,  оставшихся  въ  живыхъ  отъ 
народонаселенія  Р.  Слѣдовательно ,  изъ  народонаселенія  Р  умерло  Р — (дР— дТѴ)  чело¬ 
вѣкъ;  поэтому  будетъ 

Л/=  Р— (дР— д/Ѵ), 

М  —  д/Ѵ — (д — І)Р.  (НО) 

Въ  это  уравненіе  входятъ  двѣ  неизвѣстныя  Рад.  Для  опредѣленія  ихъ  пужпо  имѣть 
другое  уравненіе,  которое  уже  найдено  при  рѣшеніи  І-го  ВОПРОСА.  Дѣйствительно,  под¬ 
ставивъ  Р  и  ЛГ  па  мѣсто  Р100  и  ЛГ,00  въ  уравненіе  (109),  получимъ 

5=і+М+Щ+и+...+  «  (,„) 

Уравненія  (110)  и  (111)  рѣшаютъ  задачу.  Дѣйствительно,  исключивъ  изъ  ппхъ  велп- 


Вотъ  уравненіе,  опредѣляющее  коэффиціентъ  приращепія  д.  Правда,  по  значитель¬ 
ное™  степени  этого  уравненія,  нельзя  предложить  общаго  его  рѣшенія.  Но,  руковод- 

25* 
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„„чипъ  извѣстимъ  способомъ  Нютоиа,  ножи»  осредѣлмт  «ыѣдоютольиш  прпбхижсн- 
,шя  ос-шчілы  для  пепзвѣстяоіі  ,  безъ  особенныхъ  затрудненій,  кромѣ  продолжптелшосгп 
выкладокъ.  По  найденному  я»  ч,  норну.іа  (111)  достают,  вспосрсдст.сшю  зяаасп.е  вто- 

Р°^іГа"ГГ*сл™шіо  почерпнутъ  о.ѣдѣвія  о  томъ,  какъ  мривимастсв  ю.  расаСть  «.».«- 
„ее  дтжтіе  иародовасслсиія.  то  есть,  какомъ  образомъ  вводится  въ  ви,яслев,е  увелв- 
■іеоіо  плп  уменьшеніе  народонаселенія,  происходящее  отъ  переселеній  н  отъ  водворенія  ко¬ 
лоній,  могут»  обратятся  въ  Введенію,  помѣшенному  въ  наяалѣ  труда  Фурье,-  Песіипіт 
мійщие,  ляс  Іа  оШе  *  Рагі,  еі  Іе  МрагитеШ  іе  Іа  Зеіпе,  1821.  Подобнаго  яге 
рода  изслѣдованія  помѣщены  в»  XV  томѣ  Сотри  геніи  іе,  Йядсеі  іе  - ѴАЫетіе  іе, 
Зсіепсе,  іе  Раг„  за  1812  годъ,  въ  статьѣ  Г.  Ну.™-).  Хот.  зтогъ  трудъ  н  подвергся 
справедливымъ  эщЛчапіпнъ  со  стороны  ГГ.  «ннХ  н  Де.тнферта  (тогъ  яге  XV  томъ 
стр.  1021  н  1096),  однакоагъ  т.татсн  найдутъ  въ  немъ,  а  равно  и  въ  возраягет.хъ, 
остроумиый  взглядъ  па  этотъ  предметъ. 

67.  Распространимъ  теперь  сказанное  въ  нредъндушнхъ  №№  на  опредѣленіе  средней 
продолжите., ьностн  какихъ  нн  есть  товариществъ  нлв  обществъ,  составившихся  съ  извѣст¬ 
ною  ЦѢЛІЮ.  Рѣшеніе  слѣдующаго  частнаго  вопроса  нослуяяітъ  лучшимъ  объясненіемъ 
этого  предмета,  н,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  наведетъ  на  дальнѣйшій  наслѣдованія. 

Положимъ,  разсматривается  значительное  число  товариществъ  между  двумя  дицамв, 
изъ  которыхъ  одному  А  лѣтъ  от»  роду,  а  другому  Л'  лѣтъ.  Спрашивается,  какъ  велнка 
средняя  п  вѣроятная  продолжите., ыюсть  такого  товарищества ,  а  также  вѣроятность 
ш-лѣтпяго  его  существованія? 

Изъ  сказаннаго  в»  №  61  легко  найдется,  помощію  таблицы  смертности,  вѣроятность, 
что  человѣкъ ,  имѣющій  отъ  роду  А  лѣтъ,  проживетъ  еще  т  лѣтъ,  то  остъ  достигаетъ 
возраст  А+т  лѣтъ.  Пусть  будетъ  р,  эта  вѣроятность.  Изобразим»  чрезъ  р ,  вѣроят¬ 
ность,  что  человѣкъ,  ІШѢЮШІИ  отъ  роду  А'  лѣтъ,  достегаетъ  А+т  лѣтъ.  Произ¬ 
веденіе  и  опрсдѣштъ  сложную  вѣроятность,  что  товарищество  будетъ  существовать 
по  истеченіи  т  лѣтъ.  Сверхъ  того,  если  означимъ  чрезъ  л  число  разсматривае¬ 
мыхъ  товариществъ,  которое  предполагаемъ  весьма  зпечнтельпыиъ ,  то  членъ  разложенія 
Су>,-Рд-К1_Р.-р03',  заключающій  множителемъ  (раУН-РАГ1.  изобразитъ  вѣроят¬ 
ность*  что  изъ  числа  л  товариществъ ,  і  будутъ  существовать  „о  петечеиш  ш  лѣтъ.  Эта 
вѣроятность  опредѣлится  выраженіемъ 

~^~»с«оігс  іыг  Іа  Іоіх  дспігаім  4с  Іа  рориіаііоп,  рог  М.  Гошііс!,  стр.  001. 
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Наибольшее  значеніе  найдспноГі  вѣроятности  (№  18)  соотвѣтствуетъ  тому  предположенію, 
что  показатели  і  и  і — і  пропорціона-іьны  величинамъ  рхрг  п  1 — •р,р1;  и  такъ,  найдется 


Вотъ  вѣроятнѣйшее  чпело  товариществъ,  которыя  будутъ  существовать  по  истеченіи 
т  лѣтъ.  Очсвпдно,  что  въ  томъ  же  предположеніи,  то  есть,  при  весьма  значительномъ  х, 
произведеніе  хр,  изобразитъ  приблизительно  число  лицъ,  имѣвшихъ  отъ  роду  А  лѣтъ  мри 
вступленіи  въ  товарищество,  п  оставшихся  въ  жпвыхъ  по  прошествіи  т  лѣтъ,  а  хр2  то 
же  самое  въ  разсуждепіп  тѣхъ  лицъ,  которымъ  было  отъ  роду  А'  лѣтъ.  На  такомъ 
основаніи  легко  составить  таблицу  смертности  для  разсматриваемаго  ро.іа  товарищества. 
Дѣйствительно,  пусть  будетъ  р  число,  соотвѣтствующее  въ  обыкновенной  таблицѣ  смерт¬ 
ности  возрасту  А,  а  д',  возрасту  А-\-т.  Получимъ  весьма  приблизительно  />,  —  у-  Изо¬ 
бразивъ  чрезъ  р"  ц  ч"  показанія  тон  же  таблицы,  соотвѣтствующія  годамъ  А'  и  А'-\-т, 

найдется  р,  —  %-.•  Слѣдовательно 
Р 


Посредствомъ  этой  Формулы  составятся  безъ  малѣйшаго  затрудненія  таблица  различ¬ 
ныхъ  значеній  числа  і  по  годамъ.  Сумма  всѣхъ  чиселъ  вычисленной  такпмъ  образомъ  та¬ 
блицы,  раздѣлеппал  па  х,  изобразитъ  среднюю  продолжительность  товарищества,  заклю¬ 
ченнаго  между  двумя  лицами,  изъ  которыхъ  одному  А  лѣтъ,  а  другому  Л'  лѣтъ.  Вѣроятная 
продолжительность  товарищества  опредѣлится  еще  проще  посредствомъ  этой  же  таблицы, 
какъ  объяснено  въ  №  61. 

Сказанное  здѣсь  прямо  отпосптся  къ  вопросу  о  средней  □  вѣроятной  продолжитель¬ 
ности  браковъ.  Дѣйствительно,  можно  положить,  что  одно  изъ  двухъ  лицъ,  составляю¬ 
щихъ  товарищество,  есть  мужъ,  а  другое,  жена.  Въ  такомъ  предположеніи  стоитъ  только 
принять  А  за  возрастъ  вступающаго  въ  супружество,  а  />',  д'  за  указанія  таблицы  смерт¬ 
ности,  составленной  для  мужчшгь,  п  соотвѣтствующія  возрастамъ  А  и  А-\-т ;  также, 
ирпппсать  буквамъ  А",  р",  д"  тѣ  же  значенія  въ  отношенія  къ  жеишииѣ.  Получимъ,  какъ 
и  выше,  Формулу  і  —  въ  которой  іпі  имѣютъ  одппаковыіі  смыслъ  съ  прежнимъ. 

Здѣсь  представляется  вопросъ  объ  опредѣленіи  вѣроятности  этого  результата  і.  Иначе, 
требуется  узнать,  какъ  велика  вѣроятность,  что  дѣйствительное  число  і  существующихъ 
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браковъ  по  пстечепіп  т  лѣтъ,  разпптся  отъ  опредѣленнаго  выше  пе  болѣе  какъ 

даннымъ  числомъ,  напримѣръ  ±  I,  пли,  иначе,  что  »  заключается  между  предѣлами 
р  іІ  гдѣ  I  зпачптельпо  меньше  числа  •  Рѣшеніе  этого  вопроса  требуетъ  вы- 
сложныхъ:  мы  пе  будемъ  останавливаться  па  немъ  тѣмъ  болѣе,  что  въ 
послѣднемъ  №  этой  Главы  помѣшено  рѣшепіе  совершенно  подобном  задачи.  Впрочемъ, 
читатели  найдутъ  подробное  изложеніе  упомппаемаго  вопроса  у  Лапласа,  въ  его  ТНёогіе 
апаіуіідие  Лез  РгоЬаЫШсз  (стр.  Мб),  гдѣ  положено  для  простоты  А—А',  р'—р"  и  9=9". 

Когда  товарищество  будетъ  состоять  изъ  трехъ,  четырехъ  и  вообще  изъ  какого  пи 
есть  числа  лицъ,  то,  основываясь  па  тѣхъ  же  началахъ  какъ  выше,  легко  опредѣлить 
вѣроятнѣйшее  число  товариществъ,  существующихъ  по  пстечепіп  извѣстнаго  числа  лѣтъ. 
Дѣйствительно,  положимъ,  что  разсматривается  значительное  число  з  обществъ,  каждое 
изъ  г  лицъ;  пусть  будутъ  А1 ,  Ал,  Аь  ..Аг  лѣта  участниковъ  прп  учрежденіи  обще¬ 
ства.  Изобразимъ  чрезъ  р'  р"  р  " ■ .  .р(г1  числа,  взятыя  изъ  таблицы  смсртпостн  и  соот¬ 
вѣтствующія  возрастамъ  Ах  ,  АЛ,'-А,...А г  ,  а  чрезъ  9,9,9  •••91г>  показанія  той 
же  таблицы,  относящіяся  къ  возрастамъ  //,-{- /л,  Ал-\-іп,  Аш-\-іп,, .  .Аг-\-т.  Подъ  т  мы 
разумѣемъ  то  число  лѣтъ,  по  прошествіи  которыхъ  желаемъ  знать,  сколько  изъ  всѣхъ  з 
разсматриваемыхъ  обществъ,  осталось  нерасторгпутыхъ  смертію  лицъ,  вступившихъ  въ 
нихъ.  Пусть  это  существующее  число  обществъ  будетъ  і.  Найдется,  подобно  предъпдушему, 
.  _  ^  Ну  .  .д  г>  4 
рУУ-  •рѵ)' 

этотъ  результатъ  будетъ  тѣмъ  точнѣе,  чѣмъ  з  значительнѣе,  и  чѣмъ  таблицы  смертности 
вѣрнѣе.  Если  всѣ  лица,  составляющія  товарищества,  будутъ  одного  п  того  же  возраста 
прп  учрежденіи  его,  то  получимъ  р'—р'—р"—. .  .—р(г\  9  — 9"— 9"—-  •  ■  — 91г>, 
и  слѣдовательно 

і  =  5-Х'- 


Очевидно  также,  что  сумма  чиселъ  «,  соотвѣтствующихъ  всѣмъ  значеніямъ  т,  раздѣ- 
леипая  па  з,  изобразить  среднюю  продолжительность  разсматриваемаго  рода  товариществъ. 

68.  Въ  началѣ  №  61  мы  сказали,  что  опредѣленіе  степени  точиостп  результатовъ, 
получаемыхъ  изъ  таблицъ  смертности,  зависитъ  отъ  аналитическихъ  Формулъ,  болѣе  или 
менѣе  сложпыхъ.  Эти  Формулы,  для  каждаго  вопроса,  выводятся  изъ  началъ,  подробно 
изложенныхъ  въ  Главѣ  VII.  Пояснимъ  этотъ  предметъ  примѣрами. 

Въ  №  62  мы  уже  говорили  о  постоянномъ  перевѣсѣ  рожденій  младенцевъ  мужескаго 
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пола  передъ  женскимъ.  Опредѣшмъ  теперь  вѣроятность,  что  возможность  рожденій  дѣ¬ 
тей  мужескаго  пола  превышаетъ  возможность  рожденій  женскаго  пола. 

Пусть  будетъ  р  число  мужескихъ  рожденій,  а  д  число  женскихъ,  наблюдеппыхъ  въ 
теченіи  извѣстнаго  промежутка  времени  въ  какомъ  либо  городѣ  или  странѣ.  Изобразимъ 
чрезъ  х  вѣроятность,  что  дитя,  который  долженъ  родиться,  будетъ  мальчикъ;  1 — х  изо¬ 
бразитъ  вѣроятность,  что  это  дитя  будетъ  дѣвочка.  Вѣроятность  а  ргіогі,  что  изъ  числа 
р-\-д  рожденій,  будетъ  р  мужескихъ  а  д  женскихъ,  опредѣлится  произведеніемъ 


Слѣдовательпо,  положивъ 


1  2.3.  ..(Н-?) 
і.а.з..  1.2.3. . 


для  простоты 

«/■(!-*)»  =Г, 


и  принявъ  за  предѣлы  велпчнпы  х,  числа  —  н  1  ,  получимъ  для  вѣроятности  Р,  что  : 
заключается  между  предѣлами  -у-  и  1,  слѣдующее  выраженіе  [№  5<ь  Формула  (90)]: 

г = у 

і0  *** 

Взявъ  за  предѣлы  верхняго  иптеграла  числа  у  п  1 ,  мы  тѣмъ  самымъ  очевпдпо  выразило 
что  Р  изображаетъ  вѣроятность  большей  возможности  рожденія  младенца  мужескаго  пол 
передъ  женскимъ. 

Найдемъ  теперь  по  приближенію  числитель  дроби,  опредѣляющей  величину  Р,  т< 
есть  интегралъ 

У  уЛх  —  у  а^(І — х)чЛх, 


к 


к 


не  теряя  изъ  виду ,  что  р  и  9  означаютъ  числа  весьма  большія.  Хотя  мы  и  лывелп 
этотъ  иитегралъ  въ  конечномъ  видѣ  [№  58  Формула  (100)],  но,  при  значительныхъ  чис¬ 
лахъ  р  яд,  вычисленіе  посредствомъ  упоминаемой  Формулы,  по  продолжительности  своей, 
почти  невыполнимо.  II  такъ,  предложимъ  другой,  приближенный  способъ.  Такъ  какъ 


У  'уЛх  =  У**  +  У  У<*®, 

[  1  у Лх  =  Г  уЛх  —  [  ^уЛх  , 

к 
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~~  7^ 

Отсюда  видимъ,  что  вопросъ  приводится  къ  опредѣленію  двухъ  интеграловъ  /#.уЛв 
и  /  уйх. 

Для  опредѣленія  интеграла 

•  /уіх  —  |  Ѵ(1-х)''<Іх, 


полагаемъ 

>'  =  -еь-г4.  О12) 

такъ  что  при  1  =  0,  х  обращается  въ  Выведемъ  теперь  изъ  уравненія  (112)  вели¬ 
чину  х  въ  Функціи  <;  Маклоренова  теорем  доставитъ  разложеніе 

■=т+бр.нг©).А+ . 

„  которояъ  (^)  ,  пзобржшоп  заачмія  проиюдпыхъ  да-  *“  ,=  0> 

0  ° _  1 

пли,  чтб  всё  равно,  для  х  —  * 

Написавъ  уравненіе  (112)  въ  логариѳмическомъ  видѣ 

Р  Іод.х+д  1ое.(1-х)  гг  —і—(р+ч)  Ч-2, 
и  дифференцируя  его  потомъ  нѣсколько  разъ  сряду,  получимъ 


(&-*$=-• 

-&+с^)ё+Й-гЬ)$=»’ 

і.„  «фмМІ.  .33.™»  (%),  (да)-®»  этяхъ  ливяевій,  до.,»но  «ж*™,  п 
нихъ  X  —  у ;  тогда  найдется 

«Р— »х^)=— *:  -Иі>+і)(г);+а(і>чК$)0=». . 


— _ 

\Л  /0  ”  *(р-ф 


(Иі\  —  _ _Е±1,, 

V  Л1/ о  2(р-9)  (р-9) 
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дифференцируя  : 


2  го--?)  \ 

)  выраженіе,  по.іучпмъ 


1  -  (і_  Р-Н  ......  | 

Чр—і)  I  (р-ч)  ^  > 


20--9)  I 

Замѣтимъ  теперь,  что  въ  силу  уравненія  (112),  предѣлы  0  и  въ  отношеніи  къ  с 
мѣняются  соотвѣтственно  предѣлами  -|-оо  и  0  въ  разсужденіи  1;  поэтому  будетъ 


/0  хР(1-<с)’Лв_  -  {  I— д^-Н— 


-'А, 


пли,  перемѣнивъ  порядокъ  предѣловъ, 

Но  извѣстно,  что 

/С°е-/  А  гг  1 ,  І‘С°е~*Ш  —  1 . [те-*еЛі— 1 . 2 . 3 . . .  л ; 

слѣдовательно,  получимъ  окончательно: 

4  ®)9<*«=  2А^-'0>-9)  {  !— О^ІИ  1  *  (* ,3) 

Для  вычисленія  интеграла,  входящаго  въ  знаменатель  дроби,  выражающей  вѣроятность 
Р,  съ  точностію  до  величинъ  порядка  —  пли  у  >  употребляемъ  пріёмъ  подобный  тому, 
которымъ  руководствовались  въ  №  56;  по,  вмѣсто  Формулы  (18)  [ГЛАВА  II,  №  21),  бе¬ 
ремъ  Формулу  (17)  того  же  №  21.  На  такомъ  основаніи  получимъ 


_  ('+іЬ)і1+й;) 

'  (я+!+')«+* 


/'ЯГЦ-хуіЪ:- 

. . Р«(р+,+і) 

Таігъ  какъ  мы  условились  удерживать  величины  порядка  у  пли  у  >  то  количество 
(Р"Ь9+1  пе  можетъ  быть  замѣнено,  какъ  въ  №  56,  произведеніемъ 

(р-\-чУ+ч+і  -Ѵр-\-Я  -в-  Чтобъ  получить  его  съ  требуемою  точностію,  даемъ  ему 
сперва  видъ 

(/,+,+,)«■«■! - (р+,)«+|(  1+4-П 1+^)* , ' 
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и  принявъ  потомъ  для  краткости  р-\-д~і,  пишемъ  разложеніе 

0+7)'= 

«+«+(.-і)Л+(*-і)0-^+0-7)0-тХ<-і)о!я+- 

Отсюда,  откпдьгаая  степени  дроби  — >  превышающія  первую, 

(н4У=«-Кі(+і!й+;^+да+-]- 

Но,  легко  видѣть,  что  рядъ,  заключающійся  въ  квадратныхъ  скобкахъ,  равепъ  велп- 
чппѣ  е;  дѣйствительно,  общій  членъ  этого  ряда  будетъ 
я(я-«) 

1+2+3+.  •  .+(»-!)  _  2  _  1  1 

1.2.3...»  —1.2.3...»—  2  "  1.2.3... (л-2)  ’ 

почему 

-4-*+*+*  I  Н*+»-Н  і  .  —  Ѵп  I  I  «  I  1  .  ^ 

1.2  г1.2зТ  1.2.3ДТ  1.2. 3.4.3  ’  “ІІ*'  *'  1.1 +  1.1,3+  ) —  2  е  )■ 

Н  такъ 

(«+УУ=  •(«-© =  <*т?га> 

и  накопецъ 

(т^о^»=<жг)'^1-^Х,+^),=^)^,0+н5)' 

Если  теперь  въ  знаменателѣ  дроби  откппемъ  1  передъ  суммою  р- 4-д,  то,  при 

допушепной  точности,  получимъ 


і  окончательно 


(!+  Н-»Х‘+  і2(Н-7))  —  «2  (/>+*)’ 

"  =  О+м^О+і^Х1"*"  120+Ь))  =  І_ 


*)  Это  простое  в  довольно  любопытное  преобрааовавіі 


2[т+Й+ТТ+і^+гЬ+і^4+Г.8Х»+Г5ХіТІТГІ+гг5Г,+"-]> 
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•рч—(р+ч)г 


12р7(Я+?) 

такъ,  па  осповапіп  Формулъ  (113)  п  (114),  приближенное  значеніе  вѣроятности  Р  будетъ : 
(Р+Ч^^+І 

р=і — К-Ц — г—  { і-^±ѵ 

[р-ч)рР+і.^+\.Ѵп  I  (Р-ЧГ 
Вычисленіе  этой  Формулы  по  обыкновеннымъ  логарпомпчеекпмъ  таблпцамъ  пе  удобпо 
»  прпчппѣ  зпачптсльпостн  чпсслъ  рад;  подобно  имѣть  логариѳмы  чиселъ  р,  д  и 


(иі) 

будетъ: 

(115) 


пе  иепѣе  какъ  съ  двѣнадцатью  десятпчпымп  цифрами.  Поэтому,  выгодпѣе  прямо  е 
лить  логарпомъ  выраженія 

,р±,чР-Н+і  ,р±ч\Г+1  _ 

х  2  )  —  ѵ  а  )  р+ч  -і/р+ч , 

рР.,1  2  *РЧ 


/+і .,*+* 

)  перваго  множителя 


Р+Ч 


потому  что  вычис-іеше  произведенія  * 
Замѣтимъ,  что 


(?) 

рР-ч4  ’ 

Р+  пе  представляетъ  ппвапого  затрудненія. 


.[Мл 

''I-  рР.,>  .1 


=  (р+ч)  ІОЦ (  *тг)  —■ Р Нр— Ч  І»В? 

А-І4.Е =1.  А  —  ._{=!, 


Пря  Неперовыхъ  логариѳмахъ,  разложеніе  второй  части  доставитъ: 
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^■0+й)=й-^(й;)‘+т(й)’-т(й)‘+ . 

•  ю  . 

Пустъ  будутъ 

.  (р-і\1п~1  і  (р=і\1п 

'  2/.-ІЧНѴ  2п\і>+<і; 

два  смежные  члена  разложенія  1ое.(і+|^)>  а 

“  2^1  (р+?)  —  2^(н^) 

два  смежные  члепа  разложенія  ІО{у.(і — Помноживъ  первые  на  —  р,  а  вторые  на 
— п  взявъ  алгебрпческую  сумму,  получимъ: 

_  Р-Ч  (Р-Ч\гп~1  I  Р±Ч  (Р^Ч')П— 

2л— 1  \р+іУ  2л  \р+<1^ 

П  такъ,  искомое  раможепіе  «гарте»  будетъ  миочакь  то.іько  кетшая  стспеші  дроби 
На  осиовапіп  послѣдняго  проведенія,  получимъ: 

Р+9 

/р+^Р+Ч 

Ѵ]=-(^)і«®),+«®ф4+='<я)+" 


І0&. 


(<«е) 


Для  перехода  отъ  этого  логарпома  къ  таблпчпому,  стоитъ  толь 
мулы  (116)  помножить  па  модуль,  то  есть  на  чпело  0,43429448. . 
логарпому  табличный  же  логарпомъ  выраженія 

(юЬй* 

а(р-,)Ѵ5йі 


>  вторую  часть  Фор- 
'  Продавъ  къ  этому 


п  пріискавъ  число ,  соотвѣтствующее  этой  суммѣ,  получимъ  чпелеппое  зиачепіе  коэффи¬ 
ціента  при  безконечной  строкѣ  1-^ [формула  (115)];  наконецъ,  перемноживъ 
между  собою  эти  два  числа,  и  вычтя  произведеніе  изъ  1,  найдемъ  искомую  вѣроятность  Р. 

Проложимъ  теперь  пайдеипыл  Формулы  къ  рожденіямъ  въ  Петербургѣ.  Въ  те¬ 
ченіи  десяти  лѣтъ,  изъ  издаваемыхъ  у  насъ  Вѣдомостей  усматриваемъ,  что  въ  Петер¬ 
бургѣ  съ  1835  по  1844  годъ  родилось  младенцевъ  Православнаго  исповѣданія,  въ 
томъ  числѣ  незаконнорожденныхъ  и  подкидышей:  мужескаго  пола  56917,  а  женскаго 
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пола  54636*).  И  такъ,  въ  пашемъ  вопросѣ  р  —  56917,  д—  54636.  Отсюда  выхо¬ 
дитъ,  что  приближенное  отношеніе  числа  рожденій  мужескаго  лола  въ  чпелу  женскаго, 
для  Петербурга,  буд  етъ  почти  Ц- 

Для  вычисленія  по  Формулѣ  (115)  вѣроятности  Р  правдоподобія  рожденія  мальчика  не- 

(^Г 

редъ  дѣвочкой,  будемъ  искать  послѣдовательно:  Испоровъ  логарпомъ  числа - •  По 

рР.дЧ 

Формулѣ  (116)  найдется,  что  онъ  равенъ:  — 23,3212701.  Табличный  логарпомъ  того  же 
числа  ~  — 10,0848694.  Табличный  логарпомъ  выраженія 

— равенъ:  —1,3314434. 

Сумма  этпхъ  двухъ  логарцоновъ  — — 11,4163128.  Если  положимъ 
1°Б.  =— 11,4163128, 


то  получимъ 

ІО&./С  =  0,5836872, 

откуда  к  —  3,8343. . . ,  и  слѣдовательно  =  • 

Рядъ  1  —  ^_+---  =1—0,02144...+...  =  0,97856.... 

п  .  0,30313...  „„.„.л  0,378200... 

Произведете  — ^ —  X  0,97856  •••  =: — ^ —  • 

Наконецъ 

р  _  ,  0^73200. . . 

-  10“ 
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Эта  вѣроятность  такъ  близка  къ  единицѣ,  что  возможность  рожденія  младенца  му¬ 
жескаго  пола  преимущественно  предъ  женскимъ,  въ  Петербургѣ,  должно  считать  въ 
высшей  степени  вѣроятною.  Вообще,  этотъ  Фактъ,  подтверждающійся  всюду,  можно  при¬ 
нимать  за  Физіологическій  законъ,  ие  подверженный  никакому  сомнѣнію. 

69.  Въ  Кэ  61  мы  показали  какимъ  образомъ,  посредствомъ  таблицы  смертности, 
опредѣляется  цѣюе  народонаселеніе.  Съ  тою  же  цѣлію,  для  обширнаго  Государства, 
можно  употребить  число  годовыхъ  рожденій;  по,  въ  такомъ  случаѣ,  необходимо  знать  по 
приближенію  отношеніе  народонаселенія  къ  числу  годовыхъ  рожденій.  Самое  вѣрное  сред¬ 
ство  для  полученія  этого  отношенія  состоитъ  въ  томъ,  чтобы,  па  многихъ  пунктахъ  Го¬ 
сударства,  произвести  точное  народосчпсдеиіе ;  сравнивая  иолучениое  показаніе  съ  числомъ 
рожденіи  въ  тѣхъ  же  мѣстахъ,  въ  продолженіи  нѣсколькихъ  лѣтъ,  найдется  требуемое 
отношеніе.  Потомъ  уже,  зная  число  годовыхъ  рожденій  для  всего  Государства,  полу¬ 
чится  и  самое  его  народонаселеніе  посредствомъ  простой  пропорціи.  Такое  опредѣленіе 
будетъ  тѣмъ  точнѣе,  чѣмъ  число  избранныхъ  пунктовъ  пли  округовъ  значительнѣе,  и  рас¬ 
предѣлено  па  большемъ  пространствѣ.  Дѣйствительно,  при  соблюденіи  этихъ  условій, 
разнообразіе  климатовъ  и  другія  мѣстныя  обстоятельства,  имѣющія  вліяпіе  на  плодови¬ 
тость,  будутъ  отпасти  устранены  или  уравновѣшены. 

Такимъ  образомъ  Лапласъ  пашелъ,  что  число  жителей  во  Франціи,  въ  1802  году, 
можно  было  полагать,  съ  достаточною  степенью  приближенія,  равпымъ  28352845;  опъ 
получилъ  этотъ  выводъ  на  основаніи  данныхъ,  которыя,  по  его  просьбѣ,  Французское 
Правительство  предписало  собрать  иа  разныхъ  пунктахъ  Государства.  Въ  тридцати  де¬ 
партаментахъ  Франціи  были  выбраны  общнны,  коихъ  меры,  по  усердію  и  знанію  дѣла, 
„рпзнаны  наиболѣе  способными  лгь  доставленію  точнѣйшихъ  свѣдѣній.  Пародосчпслсніс  въ 
этихъ  общинахъ,  приведенное  къ  окончанію  22  Сентября  1802  года,  доставило  число 
2037615  жителей  обоего  пола.  Рожденій,  браковъ  и  умершихъ  въ  тсчеиіп  трехъ  лѣтъ, 
отъ  22  Сеитября  1799  года  по  22  Сситябрл  1802  года,  для  всѣхъ  этихъ  общинъ,  оказалось: 

Рожденій :  Браковъ:  Умершихъ: 

110312  муж.  пола.  103659  муж.  пола. 

105287  женск.  пола.  99443  женен,  пола. 

Изъ  этихъ  данныхъ  выводятся  слѣдующіе  численные  результаты  для  Франціи,  отно¬ 
сящіеся  къ  показанной  выше  эпохѣ:  отношеніе  числа  рожденій  мальчиковъ  къ  дѣвочкамъ, 
выходитъ  какъ  22  къ  21;  число  браковъ  къ  числу  рожденій  какъ  3  къ  14;  наконецъ, 
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отношеніе  народонаселенія  къ  числу  годовыхъ  рождепііі  какъ  28,352845  къ  1.  Отсю.іа 
Лапласъ,  прпиявъ  число  годовыхъ  рожденій  во  Фрапцін  равпымъ  одіюму  мплліопу,  а  это 
опредѣленіе  было  весьма  близко  къ  пстппѣ,  заключилъ,  что  народонаселеніе  Франціи  со¬ 
ставляло  въ  тб  время  28352845  жителей  обоего  пола.  Далѣе,  посредствомъ  анализа 
вѣроятностей,  опъ  вычислилъ  погрѣшность,  которой  можпо  опасаться  при  этомъ  выводѣ. 
Предложимъ  это  вычисленіе  придерживаясь  пріемовъ  и  изложенія  Французскаго  геометра, 
но  прибавляя  къ  нпмъ  нѣкоторыя  объясненія  и  необходимыя  развитія. 


Лапласъ  воображаетъ  сосудъ,  заключающій  въ  себѣ  безконечное  число  бѣлыхъ  и  чёр¬ 
ныхъ  шаровъ,  отпошепіе  которыхъ  неизвѣстно.  Положимъ,  что  при  первомъ  пріёмѣ, 
вынули  изъ  сосуда  р  шаровъ,  въ  числѣ  которыхъ  пахо.шлось  ^  бѣлыхъ,  а  при  второмъ 
пріёмѣ  вынуто  неизвѣстное  число  шаровъ,  между  которыми  было  7'  бѣлыхъ.  Для  опредѣ¬ 
ленія  этого  неизвѣстнаго  числа,  полагаемъ,  что  отпошепіе  его  къ  7'  одинаково  съ  отно¬ 
шеніемъ  р  къ  7,  и  получаемъ  такимъ  образомъ  величину  —•  Такое  опредѣленіе,  при 
значительныхъ  величинахъ  р,  7,  7',  будетъ  мало  разнствовать  отъ  истиннаго  въ  слѣдствіе 
теоремы  Якова  Берну.ыи.  Теперь,  предложимъ  себѣ  вопросъ,  пайтп  вѣроятность,  что 
число  шаровъ,  вынутыхъ  изъ  сосуда  при  второмъ  пріёмѣ,  заключается  между  предѣлами 
~  +  Т,  разумѣя  подъ  Т  число,  которое  чувствительнымъ  образомъ  меньше  —  •  Пусть 
будетъ  х  неизвѣстное  -  отношеніе  числа  бѣлыхъ  шаровъ,  заключающихся  въ  сосудѣ,  къ 
полиому  числу  шаровъ,  пли,  пиаче,  простая  вѣроятность  появленія  бѣлаго  шара.  Вѣроят¬ 
ность  а  ргіогі  сложнаго  событія,  наблюдеинаго  при  первомъ  пріёмѣ,  изобразится  членомъ, 
умноженнымъ  па  ж’(1 — х)Р~^  въ  разложеніи  [ж-|-(1— х)]р,  и  слѣдовательно  будетъ 

Вѣроятность  величины  х,  выведенная  изъ  наблюдеинаго  сложнаго  событія,  къ  которому 
привелъ  пасъ  первый  пріёмъ,  изобразится  дробью 


хЧ(і-х)Р-<></.ѵ 
У*  х9Ц-ху>-Ч<Іх 

чтб  слѣдуетъ  изъ  Формулы  (92),  выведенной  въ  №  55. 


(ш) 


Положимъ  теперь,  ч1 
роятпость  наблюденнаго 


чпело  шаровъ,  прп  второмъ  пріёмѣ,  равно  Вѣ- 

бѣлыхъ,  вычисленная  а  ргіогі,  будетъ 
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'•»  3...(Д+і) 


1  2.3...дМ.2.3...(-^  +  1— ?') 


(.18) 


Умиожпмъ  вѣроятность  (117)  предположенія  на  вѣроятность  (118)  новаго  событія,  п 
возьмемъ  сумму  всѣхъ  подобныхъ  пропзвсдспШ,  распространяя  ее  па  всѣ  возможныя  зна- 
ч  нія  -г-  отъ  х  —  0  до  х~  1 ;  подучимъ  въ  соду  №  55  вѣроятность  Р',  выведенную 
изъ  наблюденныхъ  двухъ  событій,  что  поднос  число  вынутыхъ  шаровъ,  прп  второмъ 
пріёмѣ,  равнялось  И  такъ 


Р'  — 


1.23.. 


(.19) 


1.2.3.  .  .д.1. 2.3. . ~Н— ч)/0 
Прежде  псжсдп  отъ  вѣроятности  Р'  перейдемъ  къ  искомой  вѣроятности  Р,  что  число 
„,„,ТЫ,Ъ  шаропъ,  прп  пторош,  пріёмѣ,  амиичается  исжду  прсдѣдаш  &-  +  Т,  прсоОра- 
артмг  приличнымъ  обрааоиъ  аторую  часть  формулы  (119),  которая,  по  причин*  апачптоаь- 
ностп  чпссіъ  р  Ч,  ч',  требуетъ  особеннаго  приготовленія  для  чпслсиныхъ  приложеніи. 
На  этотъ  конецъ  испомипмъ,  что  и,  спа,  Формулъ  (18)  [Г  21]  п  (97)  [N-56],  имѣемъ: 

,.2.з...(а:+.)=(^+0т""*«-<^н)ѵ'й' 

1.2.3... 9*  —чч'+^-^'У  2я 

1 .2.3. .  .(ЛІ+І-ч Ѵ2І 

[1хч+ч\і—х)п-п+-гі‘-+,-ч'.<1х 

_  (,+,г»'+і * 

-  уая- - 1 — — : - 


(Р+-Т+0 


у‘йѴ(1— ху-Чх  —  У2я 


_  ѵЕ ,зС±(г=2С^. 
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І.2.3...(-^-И) 


1.2.3  ..ч  1.2.3...(-^-+1— ч)  ' 


(*+^Г 


Подобнымъ  образомъ  найдется: 

/  '*Ч+»'(1^п)Т-?+ 


(,+й=я) ' 


Произведеніе  этихъ 
гдѣ,  для  краткости, 


/  ж»(1— ху-і.Ох 

*****  ('+д&Г*~* 

двухъ  выраженій,  опредѣ-іяющее  величппу  Р',  будетъ: 


Р'=Ѵ6 


*»?'( />-?)(?+? 


•II, 


Л'+ЪТ 


/И _ ,  _2_у+ Т-ФЧ+І 

ѵ^Нт-НУ 

Взявъ  Непсровъ  логариѳмъ  чпе-іа  Л/,  получимъ: 

і»8-"=(^+>+т)'ов{,+Й)-К^+^+^'+4)1»б<.+5^л) 

-  (т+‘-,'+т),ое-(,+,Т7^і)  -  (я+ т^+'+І )‘"в(и-]^т)- 

Разложивъ  логарпомы  въ  ряды,  и  откинувъ  третьи  и  высшія  степеии  количества  I,  пред¬ 
полагаемаго  весьма  малымъ  въ  разсужденіи  найдется: 

Іо р.Л/  — 

(т'+1+  тХ5'-^) +(я-ч+  т+1-ч'+тХ(7=#'йѴІ  ~  чі,-«С+чг) 
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откуда,  откинувъ  і 
сокращеніи : 


і  произведеніяхъ  третьи  степени  і 


і  I ,  получимъ  послѣ  всѣхъ 


Прп  составленіи  коэффиціента  у  Р,  мы  откииулп  тѣ  члепы,  въ  которыхъ  измѣреніе  зна- 
меиателл,  въ  отношеніи  всличииъ  р,  7,  г/,  превосходило  двумя  единицами  измѣреніе  чис¬ 
лителя,  по  причинѣ  малости  тѣхъ  членовъ.  Въ  удержанномъ  же  коэффиціентѣ  прп  I1, 
измѣреніе  знаменателя,  въ  отношеніи  велпчинъ  р,  7,  г/,  превосходитъ  только  единицею 
измѣреніе  числителя;  и  дѣйствительно,  рц'(р — <])(я+я)  состоитъ  изъ  четырехъ  множите¬ 
лей,  между  тѣмъ  какъ  только  изъ  трехъ. 

Положивъ  для  краткости 

— *?У +»т'  . 


и  перейдя  с 


А  — 

.  логариома  къ 
ЛІ  —  е~М 


числу  ЛІ,  получимъ 


"  «/-7  0'-7)(?-Н> 


(,го) 

Мы  видѣли  выше,  что  эта  величина  Р'  изображаетъ  вѣроятность,  выведенную  изъ 
наблюденныхъ  двухъ  событій,  что  полное  число  вынутыхъ  шаровъ,  прп  второмъ  пріёмѣ, 
равняется  Но  замѣтимъ  попервыхъ,  что  это  полное  число,  когда  разсматриваемъ 

его  независимо  отъ  полученныхъ  сложпыхъ  событій  при  двухъ  пріёмахъ,  можетъ  прини¬ 
мать  множество  разлпчпыхъ  значеній,  какъ  то: 

— +*,  -у^-И-И»  у--Н+2.'  и  пре- 


ЛІ-А-1 — I,  —  4-* — 2,  — -И— 3  п  проч. 

7  7  7 

Сверхъ  того  вспомнимъ,  что  вѣроятность  какого  либо  предположенія  равняется  вѣроят¬ 
ности  иаблюдениаго  событія,  вычисленной  при  томъ  же  предположеніи,  и  раздѣленной  на 
сумму  вѣроятностей  того  же  событія,  относящуюся  ко  всѣмъ  возможнымъ  предположе¬ 
ніямъ  (№  52).  Прпмѣинвъ  это  правило  къ  настоящему  случаю,  мы  усмотримъ,  что  раз¬ 
личныя  предположенія  будутъ  относиться  къ  числу  -у-  4-  I,  которое,  по  смыслу  вопроса, 
можетъ  измѣняться  отъ  7'  до  +оо,  потому  что  число  вынутыхъ  шаровъ  ис  можетъ  быть 
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меньше  7,  п  между  тѣмъ  можетъ  простираться  до  безконечности.  II  такъ,  количеству 
I  можно  будетъ  приписать  всѣ  цѣлыя  значеиія  отъ  1~ — (&■ — ?  — *«  д0  *— +°°- 
Слѣдовательно,  изобразивъ  чрезъ  Р,  вѣроятность  числа  —  -+- 1,  прп  опредѣленномъ  I, 

>.=ъ5г- 

2Р' 

Интегралъ  въ  копечиыхъ  разностяхъ,  находящійся  въ  знаменателѣ  этого  выраже¬ 
нія,  можио  преобразовать  въ  обыкновенный;  дѣйствительно, .  такъ  какъ  вообще  имѣемъ 
(ПРИМѢЧАНІЕ  I) 

— у-Л  —  /уйх—^ук  -\-  Л1 — 

гдѣ  Л  изображаетъ  копечиое  приращеніе  перемѣнной  х,  то,  по  причинѣ  показательной 
величины  съ  отрицательною  степспью  — ВР,  входящей  въ  Р',  а  также  значительности 
предѣловъ  — іі  и  -|-оо  разсматриваемаго  пптеграла,  можпо,  безъ  ошутптельпой  погрѣш¬ 
ности,  откпиуть  члены,  слѣдующіе  за  интеграломъ,  п  принять  просто: 

'=+ 


ІП  =  /"Ѵ<И  ■ 
Ч*-<) 


і  чпелитель  и  знам 
рашеніе  перемѣнной  I,  п  изображал  а 


Ру¬ 


гатель  велпчшіы  Р,  на  А,  означающее  здѣсь  прп- 
)  приращеніе  чрезъ  А,  получимъ 

РА 


/  Р'А 

-(?-<) 

По  свойству  Функціи  Р',  быстро  уменьшающейся  даже  прп  посредственномъ  увеличе¬ 
ніи  перемѣнной  I,  предѣлъ  —  (у—  7')»  довольно  значительный  по  смыслу  вопроса, 
можио  замѣнить;  безъ  чувствительной  погрѣшности,  отрицательною  безконечностію  (ПРИ¬ 
МѢЧАНІЕ  IV,  коиецъ  §  2).  Далѣе,  подставивъ  на  мѣсто  Р'  его  величину,  получимъ 

/+°Ѵа=  V 

2*7  ( 


2*7  0»— 7)(7+7 


Но 


/_ 


С 


Ш  —  0; 
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слѣдовательно,  подставлял  па  мѣсто  В  равную  ему  величину,  пайдется 

С™ = ъ 


р‘  =  Ѵй,р,'ь.-ШЯ7)  1 •  ■  \г*-л- 

Теперь  уже  легко  будетъ  наіітп  искомую  вѣроятность  Р,  что  полное  число 
вынутыхъ  при  второмъ  пріёмѣ,  заключается  между  предѣлами  ~ — Т  п  Т;  і 

стоитъ  только  взять  интегралъ  Функціи  Р,  отъ  I  ~  —  Т  до  Получим 


Ст 


найдемъ  просто 


г  =  Ѵ, 


Если  положимъ 


Ь'РІІР-МЧ+Ч1 


р -  Г  +т - 

-?>(?-Ь?Ѵ— г  е 


^рч\р-чКч+ч') 


2^0»-9)(9+9 0‘  ’ 

то  предъпдушій  интегралъ  приметъ  слѣдующій,  весьма  простой  видъ: 

р  =  .  ™*  в=  . 

Сверхъ  того,  какъ  подъпптегральпая  функція  чётная,  то  можно  замѣнить  нулемъ  : 
ііііі  предѣлъ,  удвоивъ  интегралъ;  тогда  получимъ: 

'  =  Ни 

Далѣе,  принявъ  въ  соображеніе  равенство 

У'°°е-и  іи  —  /°е~и  іи-\- ^  е~и  іи, 

[°е~и  іи  —  /Ѵ“  Ди —  /о  е— “  іи  —  ^Уп —  'е~и*іи , 

=  і-4 

ѵ**ѵ 


найдемъ  окончательно : 


:  и  =  т  Ѵ„- 


(І20 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


213 


Эти  двѣ  Формулы  доставляютъ  полпос  рѣшеніе  занимающаго  пасъ  вопроса.  Дѣйстви¬ 
тельно,  можпо  предположить,  что  чпело  р  шаровъ,  вынутыхъ  прп  первомъ  пріёмѣ,  изобра¬ 
жаетъ  результатъ  частныхъ  народосчислсній ,  произведенныхъ  па  разныхъ  пунктахъ  Госу¬ 
дарства,  а  г/  чпело  женщппъ,  которыя,  въ  теченіи  года,  должны  родпть,  плп,  что  всё 
равно,  ^  означаетъ  чпело  годовыхъ  рожденій,  соотвѣтствующее  этому  пародосчпсленію. 
Въ  такомъ  предположеніи,  ц  будетъ  означать  число  годовыхъ  рожденій  для  цѣлаго  Го¬ 
сударства,  а  Р,  вѣроятность,  что  полное  его  народонаселеніе  заключается  между  предѣлами 

РЗІ—т 


По  недостатку  довольно  точныхъ  данныхъ,  мы  не  можемъ  сдѣлать  приложенія  Формулъ 
(121)  къ  опредѣленію  народонаселенія  Россійскаго  Государства.  Для  соображенія  пред¬ 
лагаемъ  чпелепиые  результаты,  относящіеся  къ  Франціи. 

Лапласъ,  сообразно  съ  прпведепиыми  выше  даипымп,  полагаетъ: 


р  —  2037615,  ч~ 


110513-)- 103207 


потомъ,  принимая 

ц  —  1500000,  Т—  500000, 

находитъ: 

ИР 

откуда 

Р  —  1 - - — 

'  —  пег 

Изъ  этого  слѣдуетъ  заключить,  что  прп  закладѣ,  можпо  держать  1161  противъ  еди¬ 
ницы  ,  что  принявъ  па  полтора  милліона  рожденій  42529267  жителей ,  погрѣшность  въ 
этомъ  числѣ  пе  превзойдетъ  полу-милліона.  Прп  болѣе  значительномъ  Т,  вѣроятность  Р 
будетъ  еще  мепѣе  разнствовать  отъ  достовѣрностп,  въ  чёмъ  легко  удостовѣриться,  обра¬ 
тивъ  вниманіе  на  быстрое  уменьшеніе  интеграла  ^  е~“  сіи  съ  увеличеніемъ  II,  плп,  чтй 
всё  равно,  съ  возрастаніемъ  Т.  Прп  чпелеппомъ  рѣшеніи  подобныхъ  задачъ,  большую 
пользу  принесетъ  таблица  интеграловъ  ^  е~‘  іі,  помѣщенная  въ  концѣ  этой  книги. 
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ГЛАВА  IX. 

О  ПОЖИЗНЕННЫХЪ  ДОХОДАХЪ,  ВДОВЬИХЪ  КАССАХЪ,  ТОНТИНАХЪ, 
СБЕРЕГАТЕЛЬНЫХЪ  КАССАХЪ  И  О  СТРАХОВЫХЪ  УЧРЕЖДЕ¬ 
НІЯХЪ  ВООБЩЕ. 

70.  Въ  предыдущей  Главѣ  мы  разсмотрѣли  съ  подробностію  нпогіе  вопросы,  отно¬ 
сящіеся  къ  вѣроятностямъ  жпзнп  человѣческой.  Теперь  перейдемъ  къ  прпмѣчательнѣй- 
шпмъ  примѣненіямъ  изложенныхъ  изслѣдованій  къ  разнымъ  общеполезнымъ  Учрежденіямъ, 
какъ  то:  і>~ь  опредѣленію  пожпэиспныхъ  доходовъ,  едпповрсмснпыхъ  денежныхъ  выдачъ, 
премій  на  застрахован^  различнаго  рода ,  зависящихъ  также  отъ  закона  смертности ,  и, 
кромѣ  того,  отъ  иѣкоторыхъ  другихъ  данныхъ,  опредѣляемыхъ  наблюденіями.  Приступая 
къ  этому  предмету,  предложимъ  сперва  общія  замѣчанія,  необходимыя  при  рѣшеніи  всякой 
задачи,  въ  которой  принимаются  въ  расчётъ  денежныя  суммы  п  время  пхъ  обращенія. 

Съ  какою  бы  цѣлію  пс  вносили  лпцу  пли  Обществу  извѣстную  сумму  для  полученія  со 
временемъ  опрсдЬлеппой  пспсіп  или  единовременной  выдачи,  эта  сумма  до.іжпа  быть  раз¬ 
сматриваема  какъ  капиталъ,  измѣняющіяся  вмѣстѣ  со  временемъ  его  обращенія.  II  такъ, 
если  капиталъ  С0  отданъ  по  с  процентовъ  со  100,  то  по  пстечепіп  одного  года  опъ 
обратится  въ  С0  -(-  =  С0(і+-^) ;  по  прошествіи  двухъ  лѣтъ,  прпппмая  въ  расчётъ 

сложные  проценты,  опъ  изобразится  чрезъ  С0^1-|-щ)  ;  по  пстечепіп  трехъ  лѣтъ,  чрезъ 
,  и  такъ  далѣе.  Вообще,  если,  со  времени  его  вклада,  прошло  I  лѣтъ,  то 
капиталъ  С0  обратится  въ  С0(і-|-щ)-  Положимъ  для  краткости  к  —  прпра- 

щеиный  капиталъ,  который  озпачпмъ  чрезъ  С,,  по  пстечепіп  I  лѣтъ  будетъ: 


•  ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 
С,  =  к!.С0  | 

гдѣ  к  =  1  +  4- 


(122). 


внести  въ  настоящее  время, 
цио,  слѣдовало  бы  пзъ  предъ- 


(123) 


Если  бы  требовалось  узнать ,  какой  капиталъ  д 
чтобы  получить  сумму  С,  по  пстечепіп  I  лѣтъ,  то, 
идущаго  уравненія  иывсстп  величину  С0;  слѣдователь! 

С.=^- 

На  основаніи  Формулъ  (122)  п  (123)  легко  приводить  къ  настоящему  времени  какъ 
самые  вклады,  такъ  п  выдачи  денежныхъ  суммъ  при  различныхъ  срокахъ.  Потомъ  уже, 
при  рѣшеніи  какой  либо  задачи,  въ  которой  разсматриваются  капиталы,  находящіеся  въ 
обращеніи,  уравниваютъ  приходъ  Общества  съ  его  расходомъ,  п  получаютъ  такимъ  обра¬ 
зомъ  желаемую  Формулу.  Впрочемъ,  для  покрытія  издержекъ  п  для  полученія  извѣстной 
выгоды,  Общество  должио  плп  увеличить  нѣсколько  платимую  ему  премію,  пли  уменьшить 
выдаваемую  имъ  пенсію,  противъ  результата,  показываемаго  вычисленіемъ. 

Приведеніе  суммъ  къ  настоящему  времени  необходимо  пс  только  для  вывода  аналити¬ 
ческихъ  Формулъ,  рѣшающихъ  разлпчпые  вопросы,  которые  мы  приведемъ  ниже,  по  п  для 
самаго  Общества ,  при  общемъ  сводѣ  расчётовъ.  Дѣйствительно ,  такъ  какъ  Общество 
получаетъ  в  выдаетъ  разиыя  суммы  въ  разлпчпые  сроки ,  то  и  не  можетъ  ппаче  опредѣ¬ 
лить,  положимъ  годовой  результатъ  своихъ  дѣйствій,  какъ  приведя  первоначально  къ 
настоящему  времеии  полныя  приходъ,  и  вычтя  пзъ  него  весь  расходъ,  отнсссниыя  также 
къ  настоящей  эпохѣ.  Впрочемъ,  для  надёжнаго  существованія  Общества,  приходъ  непре¬ 
мѣнно  долженъ  превышать  расходъ ,  а  это  самое  необходимо  парушптъ  математическое 
равенство  подобнаго  оборота,  склоиивъ  выгоду  на  сторону  Общества.  Но  мы  уже  видѣлп, 
говоря  о  нравственномъ  ожиданіи ,  что  ие  смотря  на  невыгоду  со  стороны  мате.иати- 
чсснаю  ожиданія  для  людей,  платящихъ  преміи,  свыше  опредѣляемыхъ  строгою  безобид¬ 
ностію,  опп,  при  незначительномъ  пожертвоваиіп,  выигрываютъ  въ  отношеніп  нравственномъ, 
обезпечивая  самихъ  себя  или  близкихъ  имъ  людей.  Поэтому,  при  умѣренномъ  избыткѣ 
платимой  преміи  противъ  той,  которую  указываетъ  правило  математической  безобидности, 
обѣ  стороны.  Общество  и  вкладчики,  остаются  въ  выигрышѣ,  первое,  въ  отношеніп  ма¬ 
тематической  выгоды,  а  вторые,  въ  разсуждеиіо  нравственнаго  ожиданія. 

Пожизненные  доходы,  п  вообще  всякаго  рода  обороты,  при  которыхъ  лицо  вноситъ 
въ  одпиъ  разъ  пли  въ  нѣсколько  сроковъ  пзвѣстиыя  суммы  Обществу  съ  тѣмъ ,  чтобы 
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оно,  по  пстсчсіііп  опредѣленнаго  времена,  производило  ему  устаповлеппую  пенсію,  плп 
выдало  едпновремсппо  капиталъ,  соразмѣрный  вкладу,  опредѣляется  прп  пособіи  надлежа¬ 
щихъ  таблицъ  смертпостп  а  вычисленія  сложныхъ  процентовъ.  Мы  проведемъ  здѣсь 
рѣшеніе  пѣсколькахъ  вопросовъ,  которые  ознакомятъ  читателя  съ  сущностію  этого  рода 
изслѣдованій. 

71.  ВОПРОСЪ  I.  Человѣкъ,  имѣющій  т  лѣтъ  от»  роду,  желает»  получать  по¬ 
жизненную  пенсію  въ  р  рублей.  Спрашивается,  какой  капитал»  он»  должен»  едино¬ 
временно  внести  Обществу  застрахованія  жизни. 

Пусть  будетъ  у,„  искомый  капиталъ,  а  N  зпачптельпое  число  лицъ,  одного  возраста 
іи,  желающихъ  обезпечить  себѣ  ту  же  пожизненную  пенсію  р.  Очевидно,  что  Страховое 
Общество  получитъ  отъ  всѣхъ  этихъ  лицъ  сумму  N ,ут.  Цзъ  этой  суммы,  но  истеченіи 
одного  года,  Общество  должио  будетъ  уплатить  по  р  рублей  каждому  изъ  N  застрахова- 
телей,  оставшихся  въ  живыхъ. 

Сверхъ  того,  условимся  означать  знакоположеніемъ  (п)  показаніе  употребляемой  та¬ 
блицы  смертности,  соотвѣтствующее  п-лѣтнему  возрасту,  или,  иначе,  число  людей,  имѣ¬ 
ющихъ  отъ  роду  п  лѣтъ,  п  оставшихся  въ  жпвыхъ  изъ  совокупности  всѣхъ  новорожден¬ 
ныхъ,  показываемыхъ  таблицею.  Произведеніе  изобразитъ,  приблизительно,  сколько 

изъ  числа  N  лицъ,  останется  въ  живыхъ  по  истеченіи  одного  года;  и  такъ,  Общество 
должио  будетъ,  черезъ  годъ,  выплатить  рублей.  Съ  другой  стороны,  получен¬ 

ная  пмъ  сумма,  по  прошествіи  одного  года  [формула  (122)],  обратится  въ  к№ут;  слѣдо- 
ватслыю,  по  истеченіи  одного  года,  наличный  капиталъ  Общества  будетъ  Шут — 

Этотъ  капиталъ  должеиъ  служить  для  производства  пожизненной  пенсіи  р  каждому  изъ 
У-*  вкладчиковъ,  оставшихся  въ  живыхъ  изъ  иолиаго  числа  N.  Но,  кип,  каждому 
изъ  ипхъ  будетъ  въ  разсматриваемое  время  т  1  годъ,  то  взносъ  каждаго  изобразится 
чрезъ  ут+ , ,  а  слѣдовательно  за  всѣхъ  •  N  прпшлось  бы  Обществу  получить  сумму 
’^-Уп'+і  •  Аля  обоюдной  безобидности  оборота,  эта  сумма  должиа  равняться  налич¬ 
ному  капиталу  Общества,  почему  п  будетъ 

Шут-^-Яр=^.  ПГш+,, 

откуда 

г.  =  4-Ч?-[н-г«.]-  (>») 
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Вотъ  уравненіе,  пзъ  котораго,  при  пособіи  таблицъ  смертности,  легко  будетъ  вывести 
лное  рѣшеніе  занимающей  пасъ  задачи.  Дѣйствительно,  измѣняя  въ  немъ  послѣдова- 
льно  т  въ  /и— И,  т+2,  /л+З,  и  такъ  далѣе  до  предѣла  человѣческой  жизни,  по.іучпмъ 

*-.  =  *№>+>■.«] 

г.  =  т+^+*^і+~>  (■«) 


и  слѣдовательно 


таблицы  вкладовъ,  приипмаютъ  доходъ  р  равнымъ  опредѣленной  суммѣ,  папрпмѣръ  100 
рублямъ,  и  потомъ,  посредствомъ  Формулы  (124),  находятъ  вклады  застрахователсіі  для 
послѣдовательныхъ  возрастовъ,  начиная  съ  глубокой  старости.  Такъ,  напримѣръ,  принявъ 
за  предѣлъ  долголѣтія  100  лѣтъ,  а  поэтому  (100.)  “0,  откуда  у„  — 0,  получимъ 
послѣдовательно 

ѵ  -<Ш.„ 

—  к  (ГО)  г 

Л-=Тй[|+Г.] 

*.=Шс+п,] 


гдѣ  чпела  (96),  (97),  (98),  (99)...  найдутся  пзъ  таблицъ  смертности,  а  к  опредѣлится 
второю  пзъ  Формулъ  (122). 

Прп  этомъ  рѣшеніи  предполагалось  ,  что  лица  ,  пользующіяся  пенсіонами ,  умираютъ 
чрезъ  годовые  срокп;  но  какъ  вообще,  по  условію,  Общество  платить  наслѣдникамъ  при¬ 
читающуюся  часть  пенсіона  по  расчёту  за  мѣсяцы ,  по  день  смсртп  пенсіонера  ,  то ,  для 
большем  точности,  можно,  въ  Формулѣ  (125), 

-ртп.  М-0  М2),  мд> . 

„Лето:  _ 


поставить : 
сообразно  съ 


сказаннымъ  въ  №  61  предъпдущеіі  Главы 


«ГМ2)  ,  (>«+5)-| 

2І  (т)  1"  (т)  Д 

прп  выводѣ  Формулы  (105). 

28 
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Сверхъ  того  сдѣлаемъ  еще  замѣчаніе,  которое,  вмѣстѣ  съ  предъпдущпмъ ,  относится 
ко  всѣмъ  вопросамъ  одпого  рода  съ  рѣшаемыми  въ  этой  Главѣ.  Должпо  по  возможности 
стараться,  чтобы  таблицы  смертиости,  изъ  которыхъ  заимствуемъ  числа  (»і),  (ш+  I), 

(т  I  2) . . . ,  были  составлены  для  разсматриваемаго  въ  задачѣ  сос-іовія  люден.  Такъ 
напримѣръ,  въ  настоящемъ  случаѣ,  человѣкъ,  который,  для  обезпеченія  себѣ  извѣстной 
годовой  псисіи,  въ  состояніи  жертвовать  капиталомъ  доволыю  значительнымъ,  по  этому 
самому  уже  принадлежитъ  къ  безбѣдному  классу  людей;  слѣдовательно  п  смертность  въ 
этомъ  классѣ  слабѣе,  чѣмъ  въ  общей  массѣ.  Такія  таблицы  были  составлены  между 
прочимъ  Переломомъ  (КепЬоот)  для  сословія,  пользующагося  пенсіями  въ  Голландіи. 
Изъ  новѣйшихъ  пособій  въ  этомъ  родѣ,  укажемъ  па  спеціальную  таблицу  смертности, 
составленную  для  Дома  Призрѣнія  прсстарѣлыхъ  Заіпіе-Рёгіпе,  въ  Шальо.  Въ  это  За¬ 
веденіе  принимаются  пенсіонеры  обоего  пола,  которые  за  поступленіе  платятъ  извѣстную 
сумму  въ  годъ,  пли  вносятъ  единовременно  капиталъ,  зависящій  отъ  ихъ  возраста.  Новая 
таблица  смертности,  о  которой  упоминаемъ,  помѣщепа  въ  Донссспіп  ГГ.  Арто,  Ліувиллп 
и  Маты  объ  Домѣ  Прпзрѣпіл  8аіпІе-Рёгіпе ,  напечатанномъ  въ  Сотріез  гепсіиз  ЬеЫІота- 
(Іаігез  йс$  8ёапссз  йе  І'Асайётіе  йез  8сіепсез;  Тоте  XX,  18^5,  п°  26. 

Вычисленіе  вклада  у,„,  опредѣляемаго  Формулою  (125),  можно  упростить,  раздѣливъ 
на  періоды  промежутокъ  времени  отъ  тл-лѣтпяго  возраста  до  предѣла  долголѣтія,  и  до¬ 
пустивъ  притомъ  приблизительно,  что  число  ежегодно  умирающихъ  постоянно  въ  продол¬ 
женіи  каждаго  періода. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  отъ  возраста  т  до  возраста  т,  изъ  N  разсматриваемыхъ 
лицъ,  ежегодно  умпрастъ  Л/  человѣкъ;  отъ  т  до  ш",  умирающихъ  числомъ  Л/  ;  отъ  т 
до  т",  умирающихъ  Л/'',  и  такъ  далѣе  до  предѣла  человѣческой  жизни.  Вычислимъ  те¬ 
перь  часть  вклада,  соотвѣтствующую  первому  періоду  ;  изобразимъ  ее  чрезъ  5,  ;  равнымъ 
образомъ,  пусть  будутъ  8%,  8Ш,  8 %...  части  вклада,  относящіяся  ко  второму,  третьему, 
четвертому...  періоду.  Очевидно  получимъ 

Ут  —  1- -  •  •  • 

Но  мы  сеіі-часъ  предположили,  что  въ  продолженіи  всѣхъ  годовъ,  составляющихъ  первый 
періодъ,  чпело  умирающихъ  постояпио,  и  для  каждаго  года  равно  Л/;  слѣдовательно  будетъ 
<!!±В.] У=И—М,  <гН.Л'=ІѴ—  2М,  ЗМ,  и  проі. 

Подставляя  ятя  выіташы  въ  фортяі  (125)',  в  прятоіп.  г.,,  вмгапою  8, , 
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®‘—  {[|-4]4+[,-г^]  р  +  [|— 3-ж]‘ІП  -1 - }Р- 

Еслп  для  простоты  положимъ  —  ~  [і,  п  замѣтимъ,  что  первый  періодъ  состоитъ  г 
т — т  лѣтъ,  то  зиачеиіс  8,  выразится  разностію  слѣдующихъ  двухъ  рядовъ: 

—  (т + г*  +  Т? +”■+  )р — ( т  +  Ь  +  ?Н - 1-  тй)рр. 

Сумма  перваго  ряда,  въ  конечномъ  видѣ,  равна 

(к-і]*т'-т'Р' 

Для  опредѣленія  суммы  втораго  ряда,  придаемъ  къ  выраженію 
+  - —  л 

кт'-г”-\ 


рядъ 

п  получаемъ 


^  А1  I"  кт'~т  — (к- 


1)к"*~ 


Раздѣливъ  всё  уравненіе  па  к, 

,  т'-т-\-\  _  I 


■+ 

найдется  *-)- 


мѣппвъ  потомъ  первую  его  часть  суммою 

,+і  і  _ ,  .  к-1--, 


откуда,  по  сокращеніи, 


>=п 


кт'~п 


(А-І)*'”'-"*’ 


-  (*-!)**“' 

Ес.іп  умножимъ  теперь  эту  велпчппу  па  /гр ,  и  вычтемъ  пропзведеніе  изъ  перваго  ря 
то  получимъ  искомую  велпчппу  5, ,  которая  будетъ 

е  _  Кт'-т-\  _  т'-т+І 

~  (к-*)к"и-т'Р  I  (*-!)**“*-“  }“Р' 

гдѣ  //,  какъ  сказапо  выше,  равно  отношенію  ^  • 

Легко  видѣть,  что  для  полученія  89,  стоитъ  только,  въ  этой  Формулѣ,  количества 


зачѣнпть  соотвѣтственно  величинами 


1  У-(т'-т)ЛГ 

далѣе,  до  ве.шчппы  8,  относящейся  къ  послѣднему  періоду. 
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Замѣтамъ  сто,  что  еслп  по  требуется  особенной  точности  въ  онрсдѣіспіп  вклада  ут , 
то  можно  довольствоваться  одномъ  періодомъ,  сообразно  съ  ппотсзою  Моавра  (К°  60), 
которая  выражается  весьма  простымъ  уравненіемъ  у  г=  86 — х.  Но,  въ  такомъ  случаѣ, 
возрастъ  т  долженъ  быть  не  менѣе  22  лѣтъ.  Еслп  пзобразпмъ ,  въ  этомъ  предположе¬ 
ніи,  чрезъ  ѵ  предѣлъ  долголѣтія  по  таблицѣ,  то  получимъ 

х»-"1  I  г-хѵ-лн-і-і  Г-Я.-Н  -) 

Г"*  —  (А— I  І(Х-Ч*Х»—  (X- 

Сообразно  съ  сказаннымъ  выше,  .Общество,  для  покрытія  издержекъ  по  содержанію 
Директоровъ,  конторъ  п  проч.,  а  равно  для  удовлетворенія  вкладчиковъ  въ  непрсдвпдѣн- 
ныхъ  случаяхъ  большой  смертности,  должпо  нѣсколько  увеличить  вкладъ  ут ,  опредѣляе¬ 
мый  вычисленіемъ.  Мѣра  же  этого  увеличенія  зависитъ  отъ  столькихъ  неопредѣленныхъ 
обстоятельствъ,  что  разъисканіе  ея  не  можетъ  быть  подвергнуто  анализу. 

Теперь  предложимъ  вопросъ,  относящійся  къ  сложнымъ  вѣроятностямъ  человѣче- 

72.  ВОПРОСЪ  II.  Мужъ  желаетъ  по  смерти  своеіі  оставитъ  женѣ  пожизнен¬ 
ную  юдовую  пенсію  р.  Отъ  роду  ему  а  лѣтъ  ,  а  женѣ  Ь  лѣтъ.  Спрашивается : 
1°  сколько  мужъ  долясснъ  вносить  Обществу  застрахованы  жизни  ежегодно  по  день 
своеіі  смерти;  2°  сколько  онъ  до.шенъ  заплатить  единовременно  Обществу  для  обезпе¬ 
ченія  женѣ  сказанной  пенсіи  р,-  3^  какъ  великъ  долженъ  быть  взносъ  мужа,  [чтобы 
жена,  по  с.нсрти  ею,  получила  опредѣленную  напередъ  единоврсліенную  су.нму. 

Вычислимъ  сперва  приходъ  Общества,  а  потомъ  расходъ,  и,  сообразно  съ  сказан¬ 
нымъ  въ  Л  70,  уравнпмъ  эти  два  выраженія. 

Положимъ,  что  разсматриваемъ  общій  случай,  представляемый  задачею,  именно,  что  мужъ 
вносить  сперва  едпиоврсмепно  нѣкоторую  сумму  5,  а  потомъ  платитъ  по  деиь  смерти 
своей  ежегодно  сумму  л.  Огь  этого  предположенія  очень  легко  будетъ  перейти  къ  пер¬ 
вому  и  ко  второму  требованію  задачи:  первое  условіе  выразится  равенствомъ  8~з,  а 
второе  доставитъ  5  —  0. 

II  такъ  вообразимъ,  что  значительное  число  N  мужей,  желая  обезпечить  женамъ  по 
смертп  своей  пенсію  /»,  обращаются  въ  одно  время  къ  Страховому  Обществу.  Мы  допус¬ 
каемъ,  что  каждому  мужу  отъ  роду  а  лѣтъ,  а  каждой  я:епѣ  Ь  лѣтъ.  Ясно,  что  приходъ 
Общества  отъ  этихъ  N  мужей  будетъ  состоять  нзъ  двухъ  частей:  1°  изъ  суммы  8,  вно¬ 
симой  единовременно  въ  настоящее  время  каждымъ  застрахователсмъ,  что  составитъ  ка- 
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ипталъ  IV. 8,  и  2-  изъ  капитала,  соотвѣтствующаго  въ  настоящее  время  годовымъ  упла¬ 
тамъ  л,  съ  каждаго  изъ  N  мужей,  вносимыхъ  по  годъ  пхъ  смертп.  Такъ  пакт,  число  и 
срока  этихъ  уплатъ  зависятъ  отъ  закона  смертности  мужей  и  жёнъ,  ибо  по  смертп  жены 
мужъ  прекращаетъ  взносъ  суммы  «,  то  этотъ  второй  капиталъ  будетъ  пѣкоторою  Функ¬ 
ціею  велпчипъ  а  п  й;  поэтому  мы  пзобразпмъ  чрезъ  у,./,  капиталъ,  приведенный  къ  на¬ 
стоящему  времени,  н  замѣняющій  всѣ  годовыя  уплаты,  которыя  Общество  получитъ  отъ 
каждаго  изъ  N  мужей,  до  смерти  послѣдняго  изъ  и  пхъ. 

Прежде  нежели  выведемъ  уравненіе,  опредѣляющее  уоі,  разсмотримъ  внимательно  что 
случится  по  истеченіе  одиого  года  послѣ  застраховаиія.  Удерживая  знакоположеиіе  предъ- 
пдушаго  вопроса,  ясно,  что  изобразитъ  число  мужей,  оставшихся  въ  живыхъ  изъ 

полнаго  числа  N  по  истечспіп  одного  года,  а  подобное  число  въ  разсуждспіи  ихъ 

жёпъ.  Для  большей  точпостп,  можпо  заимствовать  показанія  (я),  (а— (— І ),...(&),  (Ь— )— 1) ... 
нзъ  различныхъ  таблицъ,  именно:  (а),  (а-(- 1 ),  (а -[-2). . .  изъ  таблицъ,  составленныхъ  для 
женатыхъ,  а  (6),  (Ь-|— і),  (6-4-2)...  для  замужнихъ.  Число  умершихъ  мужей  будетъ  оче¬ 
видно  <а)~^-^---Лг,  а  жёпъ,  <*>У>.ДГ  Далѣе,  легко  видѣть,  что  число  мужей,  у  ко- 

„  •  (Ж>  (Ж)  -*  (Ж) 

торыхъ  жены  живы,  изобразится  пропзведешемъ  ^  ^  -ІУ;  дѣйствительно,  дробь  ~^у- 

изображаетъ  вѣроятность,  что  мужъ,  имѣющій  я  лѣтъ,  проживетъ  одпиъ  годъ,  а 
вѣроятность,  что  жепа  его,  имѣющая  6  лѣтъ,  проживетъ  также  одинъ  годъ;  произведеніе 
Й±Й.&М>  этихъ  двухъ  простыхъ  вѣроятностей,  равиястся  вѣроятности  сложиаго  событія, 
то  есть,  что  мужъ  и  жена  живы  по  пстечепіп  одного  года.  Умноживъ  эту  сложную 
вѣроятность  на  N,  получимъ  вѣроятное  число  супружествъ,  существующихъ  по  истеченіи 
одного  года.  Послѣ  этого  легко  видѣть,  что  число  вдовцовъ  будетъ 

(а~Н)  іи  (Д+*)  (Н~*)  іи (д-4-1) Г . (Ѣ-Н)~|  *г 

(а)  "  (а)  ‘  (6)  —  («)  I.1  (*)  ’ 


(Ж)  »  («+*)  (Ж)  (Ж)Г,  (Ж)  дг 

(*>  (Д)  '  (Ь>  —  (і)  Ь  («)  ^ 

II  такъ,  собравъ  всѣ  приведенные  сей-часъ  результаты,  получимъ  для  N  супружествъ 
слѣдующую  таблицу,  по  пстечепіп  одиого  года  отъ  времсип  застраховаиія: 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


Число  мужеіі  живыхъ: 
Число  умершихъ  мужей: 


Число  супружество,  въ  которыхъ 
мужъ  и  жена  живы: 

(*+<)  (Ч-Р  » 

(я)  (Ь) 

Число  вдовцсвъ: 

(я+ОГ,  (Ч-«П  » 

(я)  I-  (6)  -Г 

ІІрп  пособіи  этой  таблицы,  которую  < 
г  трудно  будетъ  составить  выраженіе  ка 
>да.  На  такомъ  осиоваиіп,  обратимся  і 


Число  жёнъ  живыхъ: 

(6)  " 

Число  умершихъ  жёнъ: 

[<-№ 

Ѵисло  супружество,  въ  которыхъ 
мужъ  и  жена  умерли: 

Г 1  (Ч-Р.СЧ-РТд, 

Ь  (я)  (6)  ^ 

Уисло  вдов»/ 

іепь  легко  распростраішть  на  слѣдующіе  годы, 
ь  для  прихода  Общества,  такъ  п  для  его  рас- 
ь  опредѣленію  величины  уаЬ.  Капиталъ,  раз- 
сматривасмыіі  въ  настоящее  время,  п  замѣняющій  всѣ  годовыя  уплаты  $,  изобразится  чрезъ 
ІЧ.у„і,.  Посмотримъ,  изъ  какихъ  частей  онъ  состоитъ.  По  прошествіи  одного  года, 
такъ  какъ  число  мужей,  у  которыхъ  жспы  живы,  равио  то  Общество  по¬ 
лучитъ  во  первыхъ  сумму  которая,  будучи  обращена  въ  наличный  капи¬ 

талъ,  приведенный  къ  настоящему  времени,  опредѣлится  произведеніемъ  [формула  (123)] 

(«) 

Ясно,  что  отъ  вдовцсвъ,  число  которыхъ  по  истеченіи  года  будетъ 
(я+і)Г.  (М-ЧП  „ 

МІ-  (й)  ^  ’ 

Общество  нс  получитъ  пикакого  взноса.  Такъ  какъ  съ  окончаніемъ  перваго  года  по 
застраховапіп ,  число  мужей,  у  которыхъ  жёны  живы,  равно 
замѣняющій  всѣ  будущіе  годовые  взносы  спхъ  послѣднихъ,  изобразится,  > 
выше  зпакоположепію,  чрезъ 

(я+і)  (й+І)  „ 

ІяГ  (6);  Я^я+1,б+г 

Этотъ  каииталъ,  приведенный  къ  настоящему  времени,  будетъ 

(Д+І)  <6+0  Я-Га+І.Ь*.1 


капиталъ, 

принятому 


(я)  (6) 


Если  величину  (127)  придадимъ  къ  (126),  то  очевидно  получимъ  капптадъ,  который  ( 
чилп  чрезъ  іУ.уоЬ;  сокращая  па  N,  найдется,  для  опредѣленія  у„  ь ,  уравненіе 


(127) 
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ѵ  _  (я+О  (М-«)Г  *  |  ДѴи.Ы-ГІ. 
V  —  [я+а)  (ЬЩ »  . 

—  (в+|)  (6+1)1  *  ^  ь  1 

ѵ  _  (я+5)  (6+3)Гл  ,  Г„+,.И-Л 

Г а+ъЬ+г  —  (о+2)  (6+2)1  к  '  к  ^ 


и  слѣдовательно 


_  г(о+І)  (Ь+і)  1  ,  (я+2)  (Ч±)  1  ,  (я+3)  (Ь+3)  I  .  . -| 

Го, 6  —  I  ія)  '  (6)  '*  "I  (я)  (6)  Л*-1"  (Я)  ІЪ)  к*  '  ^ 

Наконецъ,  означивъ  чрезъ  С  нолиый  приходъ  Общества,  п  вспомнивъ,  что  онъ  со¬ 
стоитъ  изъ  двухъ  частей  N  8  п  іѴ.уаЬ ,  получимъ 

Г  _  ѵ  с  .  Г(я+І)  (6+1)  1  ■  (я+2)(6+2)<  . -1^.,. 

С  —  іу.*+1“Й - ГбГТ+^  (6)  +  (я)  (6)  ] 


Займемся  теперь  опредѣіепіемъ  расхода  Общества,  которыіі  изобразимъ  чрезъ  О.  Этотъ 
расходъ  можно  разсматривать  какъ  бы  состоящимъ  пзъ  совокупности  пенсій,  приведен¬ 
ныхъ  къ  настоящему  времепп,  и  которыя  Общество  должно  выплачивать  по  петочепіп 
одного  года ,  двухъ,  трехъ. . .  лѣтъ,  по  день  смсртп  послѣднсм  вдовы.  Такъ  какъ  по 
истечеиіп  одного  года  чпело  вдовъ  будетъ 

(І±*Г,_<2±1Пѵ 

ІьП  (я)  -Г  ’ 

то  выплаченная  Обществомъ  сумма  изобразится  чрезъ 

и  какъ  эта  сумма  должпа  быть  приведена  ігь  настоящему  времепп,  то  первая  часть  рас¬ 


хода  О  равна 


(М-ОГ,  (я+ОП^-Р 
ІОІ-  (я)  ^  * 


Вторая  часть  изобразится  совокупностію  пенсій,  приведенныхъ  къ  настоящему  времени, 
п  уплачиваемыхъ  всѣмъ  вдовамъ,  оставшимся  въ  жпвыхъ  по  пстсчспіп  двухъ  лѣтъ.  Легко 
видѣть,  что  число  ихъ  будетъ 

(6+2)  (6+2)  (я+2)  „  _  (Ч-2)Г<  .  <“+аПіу. 

(6)  •  (я)  —  (6)  I  — 

слѣдовательно,  каппта.гь,  приведенный  къ  настоящему  времени,  и  составляющій  вторую 
уплату  Общества,  изобразится  чрезъ 
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Третья  уплата  будетъ 


-ЖІ'—ЮЛГ’ 

(М-*»)Г  і  (Я+5ПЛ--Я 

(!>)  I1  <«)  Л*-» 

года,  который  соотвѣтствуетъ  смерти  послѣдней 


Но  какъ,  для  взаимной  безобидности,  приходъ  долженъ  равняться  расходу,  пли  О 
то  по  раздѣленіи  на  N  обѣихъ  велпчппъ  С  и  О,  получимъ 

О  ,  ( (--И)  (Ь+І)  1  ,  (а±2)  (А+2)  і  (д+»)  (6+3)  1  1  , 

*  I  («)  ‘  (А)  А  '  (в)  (А)  ^  ^  (а)  (А)  А*  '  )  I  . 

Этому  уравненію  можно  дать  видъ 

8-{-Л(з-\-р)  —  Вр , 


_  <*+«)  (*+*)  I . 


А— 


(«О  (А) 


п (Ч-*>  1  1  ^-Г*<  *  I  ‘  I  ...  1 

“  ~~~фГ  А  "т”  (А)  А*  '  (А)  А*  '  ' 

Формулы  (129)  и  (130)  заключаютъ  въ  себѣ  полное  рѣшеніе  занимающаго  і 
проса.  Въ  уравпспіс  (129)  входятъ  двѣ  пепзвѣстпыя  величины  5  п  л;  одна  і 
остается  совершенно  произвольною.  Условившись ,  напримѣръ,  съ  Обществомъ  в- 
временномъ  вкладѣ  5,  получимъ,  для  опредѣленія  ежегоднаго  взноса  л,  Формулу 


(Ь+Ц)  «  |  (Ч-з)  «  . 


,  напротивъ  того,  условплі 


Уравненіе  (129)  можетъ  і 
дѣйствительно  будетъ 


:ь  въ  суммѣ  л,  то  для  5  найдется  величина 
$  ~  Вр — А(з-\-р). 

служить  для  опредѣіенія  пенсіи  р  по  даг 

_ 
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Если  мужъ  желаетъ  платить  ежегодпо  пзвѣстиую  сумму  л,  ие  дѣлая  едпповремепиаго 
вклада  8,  то  будетъ  5  =  л,  п  тогда  уравненіе  (129)  приметь  видъ 
л + //(л -4-р)  =  Вр, 


_  (В-Л)Р 
—  • 


Когда  же,  папротпвъ  того,  застрахователь  вноситъ  едпповременпо  капиталъ  5,  ие 
уплачивая  ежегодно  суммы  л,  то,  для  опредѣленія  8,  должно  будетъ,  въ  уравненіи  (129) 
пли  (128),  положить  5  =  0;  въ  такомъ  случаѣ  получимъ 
5  =  [В—А]р, 


( (Н-«Г,  (о+1)-|  і  .  (ь+ВДг,  _(«+іП.І  і(№, 

\  А  +  (А)  I.1  («)  _І  А*  +  (А) 


СН-ЯП*  . 

'  К- 


Еслибъ,  при  прежппхъ  ус-ювіяхъ  отпоептельпо  возраста  супруговъ  при  застраховало, 
мужъ  желалъ,  чтобы  по  смерти  его,  Общество  выдало  жепѣ  едпповрсмепно  извѣстную 
сумму  8',  за  едпповремеппый  же  взносъ  его  8,  то,  для  опредѣленія  этого  капитала  8, 
поступаемъ  слѣдующимъ  образомъ :  проходъ  Общества,  въ  настоящее  время,  получаемый 
отъ  N  мужей,  равенъ  N.8;  что  касается  до  расхода,  приведеннаго  къ  настоящему  вре¬ 
мени,  то  онъ  будетъ: 


по  истеченіи  одного  года: 
двухъ  лѣтъ: 
трехъ  лѣтъ: 


(Н-»Г|  Н-»Л  дг  *  . 
(А)  I1  (а)  _І  А  ’ 

с»)  I.  и  і  «■  ’ 

<н®Гі_  2+аі. 
т  I.  («  ѵ 


п  таь-ь  да.іѣе,  до  сяертп  послѣдней  вдовы.  Слѣдовательно 


Мы  пе  будемъ  останавливаться  па  численныхъ  приложеніяхъ  выведенныхъ  памп  Фор¬ 
мулъ.  Читатели  найдутъ  желаемыя  подробности  по  этому  предмету  въ  сочппоніп  Эклера: 
Га  шел  іез  ѵеиѵез,  а  также  въ  Разсужденіи  подъ  заглавіемъ:  Есіаігсіззетепз  зиг  Іез  ёіа- 
Ыіззетепз  риЫісз  еп  (аѵеиг  ІапС  (іез  ѵеиѵез  цис  іез  тогіз  аѵес  Іа  іезегірііоп  (I  ипс  пои- 
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ѵеііе  езрёсе  сіе  Іопііпе  ачззі  {аѵогаЫе  аи  риЫіс  цчаіііе  а  ѴЁІаІ,  саісчіе'з  зоиз  Іа  Дігесііоп 
ііе  Л/г.  ЬсопагЛ  Ечіег  раг  Мг.  Шсоіаз  Рчзз. 

73.  Скажемъ  теперь  нѣсколько  словъ  о  доходахъ,  называемыхъ  тонтипои  (іопііпе), 
по  имени  Флорентинца  Лаврентіи  Топти,  прсдюжнпшаго  въ  первыіі  разъ  этого  рода 
оборотъ.  Во  Франціи,  первая  тонтина  была  введена  въ  ІбэЗ  году. 

Когда  нѣсколько  лпцъ,  составивъ  нѣкоторый  общій  капиталъ,  условились  въ  томъ,  что 
пережигающія  пзъ  ипхъ  пользуются  пепсіямп  изъ  этого  капитала,  увеличивающагося  но 
мѣрѣ  смерти  участниковъ,  то  подобнаго  рода  обезпеченіе  переживающихъ,  называется 
топтчпою,  а  пользующіеся  прп  этомъ  пенсіями  —  тоюпчпёрами.  Замѣтимъ,  что  про¬ 
стота  п  уравнптельпость  расчётовъ  требуетъ,  чтобы  чпело  тоитпиёровъ  оставалось  по 
возможности  постояннымъ,  и  чтобы  лѣта  ихъ  мало  разпплпсь  между  собою.  •  Изъ  ска¬ 
заннаго  также  усматриваемъ,  что  выгода  тоитпиёровъ,  достигающихъ  преклонныхъ  лѣтъ, 
состоитъ  въ  томъ,  что  они  пользуются  пзвѣстпою  частію  вкладовъ  тѣхъ  изъ  участниковъ 
Общества,  которыхъ  они  пережили. 

Вопросы  о  топтппахъ  весьма 'разнообразны.  Приведемъ  одинъ  простой  случай,  кото¬ 
рый  впрочемъ,  вмѣстѣ  съ  сказаннымъ  въ  предъпдущемъ  №,  вполнѣ  достаточенъ  для  соо- 
браженіл  прп  рѣіпсиіп  другпхъ,  болѣе  сложныхъ  задачъ  ,  относящихся  къ  этому  роду 
оборотовъ. 

Положимъ,  что  Общество  состоитъ  пзъ  N  тоитпиёровъ,  почти  ровесниковъ  между 
собою,  и  что  каждый  пзъ  нихъ  вноситъ  едпповремеппо ,  прп  учрежденіи  тонтины,  нѣко¬ 
торую  сумму  — ;  поэтому  полный  приходъ  Общества  будетъ  5.  Изобразимъ  чрезъ  з  ту 
постоянную  сумму,  которую  Общество  будетъ  выдавать  ежегодио  тоитпнёрамъ,  оставшимся 
въ  живыхъ.  Можно  предложить  себѣ  вопросы:  1°  по  извѣстному  5,  найтп  5,  и,  сверхъ 
того,  2°  опредѣлить  приблизительно,  сколько  будетъ  получать  каждый  тонтинёръ  по  исте¬ 
ченіи  перваго,  второго,  третьяго  п  вообще  котораго  ни  есть  года. 

Первая  часть  вопроса  рѣшается  точно  такъ,  какъ  обыкновенная  задача  объ  содовыхъ 
уплатахъ  ( аппчііёз ).  Дѣйствительно,  изобразимъ  чрезъ  ѵ  предѣлъ  человѣческой  жизни, 
а  чрезъ  и  возрастъ,  общій  всѣмъ  тоитпнёрамъ,  или,  если  между  ихъ  лѣтами  есть  незна¬ 
чительная  разница,  то  среднюю  ариѳметическую  всѣхъ  ихъ  возрастовъ.  Но  истеченіи 
одного  года,  выдача  будетъ  л,  п,  приведя  ее  къ  настоящему  времени,  получимъ  -і- .  Выдача 
на  второй  годъ  та  же  л:  въ  настоящее  же  время  ея  значеніе  есть ^ ;  настоящее  яна- 
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чепіе  третей  выдачи  будетъ  п  такъ  далѣе.  Наконецъ ,  послѣдили  выдача ,  соотвѣт¬ 
ствующая  предѣлу  человѣческой  жпзнп,  и  приведенная  къ  настоящему  времепп,  изобра¬ 
зится  чрезъ  і__.  Слѣдовательно 

*  =  Т+Р  +  І'+'"‘Н!='"=  тЕ*+Т  +  Т+“+Р=»=г]' 


каждаго  пзъ  тоитпиеровъ 
>  вѣроятное  число  остав¬ 


или  паконецъ 

—  (Л— І)*1'-" 

Для  приблизительнаго  опредѣленія  пепсіи,  приходящейся  па 
но  прошествіи  одиого  года,  двухъ,  трехъ. . .  лѣтъ,  замѣтимъ,  ч 
шпхел  въ  жпвыхъ  пзъ  всѣхъ  участниковъ  Л  будетъ: 

0*4*0  яг 

послѣ  перваго  года:  ■(„)  •«» 

(”+а)  іу 

послѣ  втораго: 

(л+5)  „ 

послѣ  третьяго:  ^  11  > 

п  такъ  далѣе;  числа  (и),  (п+1),  (п+2).  (л+3)...  должно  заимствовать  изъ  таблицъ 
сиертиостп,  составленныхъ  для  разсматриваемаго  сословія  людей.  Слѣдовательно,  каждый 
пзъ  тоитпиёровъ,  оставшихся  въ  жпвыхъ,  получитъ  по  окопчаніп  перваго  года  пенсію 

_і_—  _Ю_  ±. 

(2+*>  »  —  («+')  «  ’ 

С"Г 

по  истеченіи  втораго  года,  каждый  тонтинёръ  получитъ 

С")  2., 

(«-И/  я 


по  истеченіи  третьяго 

п  такъ  далѣе.  Такимъ  образомъ,  каждый  годъ,  по  мѣрѣ  уменьшенія  числа  тоитипёровъ, 
пепсіи  будутъ  увеличиваться. 

Положимъ  ешс,  что  Общество  выдаетъ  сжсгодпо  не  полную  сумму  з,  слѣдующую  по 
расчёту  вкладовъ  всѣхъ  умершихъ,  а  меньшую,  соотвѣтствующую  опредѣленной  части  числа 
умершихъ,  напримѣръ  половинной.  Опредѣлимъ  въ  этомъ  предположеніи  пепсіи  тоитпиё- 
ровъ  по  истеченіи  каждаго  года.  При  допущенномъ  сей-часъ  условіи,  Общество,  вмѣсто 
суммы  з,  соотвѣтствующей  полному  числу  Дт  застраховатслей ,  должпо  выдать,  послѣ  пер- 
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ваго  года,  только  такую,  которая  соотвѣтствуетъ  числу  живыхъ  тонтппйровъ  съ  половин¬ 
нымъ  числомъ  умершихъ.  Но  вѣроятное  число  живыхъ  по  пстечепіп  одного  года  будетъ 
<-Н>  у  а  ,пс.„  умсршпзп,  !Ч—  слѣдователи»,  ™сло  жпвш-ь  еь  ооловтішт 

числомъ  умершихъ  изобразится  чрезъ 


такъ,  для  опредѣ-іенія  тоіі  суммы,  которую  Общество  должно  выдать  по  пстечепіп  пер- 
го  года,  стоитъ  только  найти  число,  которое  относилось  бы  къ  какъ  л 

По  пстсоеаіи  пораро  года  число  япип  товгшіврові,  мѣстѣ  съ  ооловошшиъ  чпс- 
)мь  умершихъ,  опредѣлится  выраженіемъ 


с.іѣдовательпо  сумма,  которую  Общество  должно  выдать  по  истеченіи  втораго  года,  будетъ 
•  («)+("+ 8) 

2(/і) 

Подобнымъ  образомъ  паіідстся,  что  по  истеченіи  третьяго  года,  выдаваемая  па  пенсіи 
сумма,  рампа 

(■Жя-НО  .. 

«») 

и  так-ь  далѣе.  Приведя  всѣ  эти  годовыя  выдачи  къ  настоящему  времени,  и  изобразивъ 
чрезъ  8'  капиталъ,  соотвѣтствующій  имъ  въ  настоящее  же  время,  получимъ 


Что  касается  до  величины  пенсіи,  получаемой  каждымъ  топтпнёромъ, 
въ  первый  годъ  она  будетъ: 


во  второй  годъ: 


въ  третій  годъ: 


(Л)-Кя-И) 

а (»)  _  (я)-К«+0  •  . 

("+«)  у  ~~  *(«+*)  « ’ 

(") 

(п)4.Сп+2) 

2(п+8)  К' 
(пНЧл+3)  * 

2(п+5)  ЛГ 
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Въ  сочиненіи:  Есіаігсіззстепз  зиг  Іез  е'іаЫіззетепз  риЫісз  и  проч.  о  которомъ  упо- 
мяпуто  въ  концѣ  №  72,  читатели  найдутъ  описаніе  одной  весьма  примѣчательной  топтаны , 
со  всѣми  надлежащими  подробностями. 

74.  Расчеты  по  сохраннымъ  пли  сберегателыіъиіъ  кассамъ  основаны  совсршсппо  па  од- 
ипхъ  началахъ  съ  опредѣленіемъ  пожизненныхъ  пепсій  (№  71).  Вкладчики  вносятъ  пли 
единовременно  извѣстный  капиталъ,  пли  сжегодпо  нѣкоторую  сумму  съ  тѣмъ,  чтобы  впо¬ 
слѣдствіи,  по  достиженіи  ими  преклонныхъ  лѣтъ,  получать  опредѣленную  пепсію. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  N  вкладчиковъ,  одинаковаго  возраста  а,  внесли  едино¬ 
временно  каждый  сумму  8.  Требуется  узнать,  на  какую  пожизненную  пенсію  5  они 
имѣютъ  право  по  истеченіи  п  лѣтъ. 

Для  рѣшенія  вопроса  замѣтимъ,  что  по  истеченіи  п  лѣтъ,  вѣроятное  число  живыхъ 
изобразится  чрезъ  слѣдоватсльпо  Общество  должно  выдать  сумму  1 

Эта  сумма,  отнесенная  къ  настоящему  времени,  будетъ 

("+”)  . 


,  <*+») 


N.3. 


(«) 


•лч 


Подобнымъ  образомъ  найдется,  что  по  пстечепіп  п-\-1  лѣтъ,  Общество  употребитъ  на 
выдачу  пенсій  сумму,  которая,  по  приведеніи  къ  настоящему  времени,  выразится  чрезъ 

(а+п-И)  ^  г_ _ 

(а)  " 

и  такъ  далѣе.  Слѣдовательно,  какъ  Общество  получило  отъ  всѣхъ  вкладчиковъ  капиталъ 
N8,  то  будетъ 

/ус  —  (а-рп)  ц.1  (а+«-Н)  і у  *  ■ 

™  —  -Щ-  ІТ’*5  +  — й - "  - ’ 

пли,  по  сокращеніи  на  ІѴ, 

о  _  Г(а+лН  (а+л+І)!  (а+л+2)  < _ .  . .  Т, 

Л  —  I  (а)  А"  >  (а)  /Г+1  ^  (о)  ^  _Г- 

Если  бы  каждый  вкладчикъ  внесъ  едпповрсмсппо  капиталъ  8,  а  въ  послѣдующіе  годы 
вносилъ  бы  дополнительныя  суммы  8,,  82 ,  5,...,  то  надлежало  бы  очевпдио  предыду¬ 
щее  уравненіе  замѣнить  слѣдующимъ : 


„,(«+!)  5,  (а+2)  5,  (а+3)  5, 

— *т + ‘ 

Г(а4-л)  і  ■  (а+л+і)  1  (а+я+2)  I 


—  Г<“±2>  1. 

—  Ь  (а)  *»  " 

Иногда  сохранныя  кассы  учреждаются  для  доставленія  денежным 
_  .  ^  .  ...  (а+І)  (а+2)  (о+я) 

Въ  такомъ  случаѣ,  для  опредѣленія  отношенш  (вГ («О-’ 
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шихт,  въ  предъидушіл  двѣ  Формулы ,  необходимо  имѣть  наблюденія  надъ  числомъ  п  ере  д- 
нею  продолжительностію  того  рода  болѣзней,  отъ  которыхъ  вкладчики  застраховываютъ  себя- 
75.  Въ  предъидуншхъ  пяти  нумерахъ  этой  Главы,  застрахованія  относились  къ  вѣро¬ 
ятностямъ  жпзпп  человѣческой.  Теперь  перейдемъ  къ  застрахован^  предметовъ.  Вообще 
застрахована  всякаго  имущества  производится  заплативъ  опредѣленную  сумму  лицу  пли 
Обществу,  отвѣчающему  за  цѣлость  застрахованнаго  предмета.  Такт,  напримѣръ,  когда 
застраховываемъ  домъ  отъ  огня,  пли  судпо  отъ  морскихъ  опасностей,  пли  всякій  другой 
предметъ  оть  утраты  или  поврежденія,  то  беремъ  съ  Общества  обязательство,  что  въ 
случаѣ  пожара,  или  погибели  судна,  пли  утраты  и  порчп  предмета,  опо  вознаградитъ  пасъ 
за  понсссппыс  убытки.  Кромѣ  поименованныхъ  ссй-часъ  застраховапій ,  есть  еще  многія 
другія,  какъ  то:  застрахованія  отъ  града,  отъ  неурожая,  отъ  скотскаго  падежа  и  проч. 

Главное  условіе  обоюдной  выгоды  всякаго  застраховала  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  пре¬ 
мія,  то  есть  проценты,  платимые  Обществу  лпцемъ,  отдающимъ  на  страхъ,  была  умѣрен¬ 
ная.  Когда  это  условіе  выполнено,  то  застраховатсль ,  безъ  пожертвованія  слишкомъ 
чувствительнаго  для  себя,  обезпечиваетъ  рискусмое  имущество,  а  Общество,  съ  своей 
стороны,  если  только  кругъ' дѣйствія  обширенъ,  имѣетъ  вѣрную  выгоду.  При  иссораз- 
мѣрпой  же  преміи,  никакие  учрежденіе  этого  рода  не  можетъ  упрочиться. 

Страховая  премія  зависитъ  преимущественно  отъ  вѣроятности,  что  застраховываемый 
предметъ  можетъ  подвергнуться  потерѣ  нлп  поврежденію.  Для  математической  безобид¬ 
ности  застрахованія,  надіежало  бы  установить  премію,  которая  равнялась  бы  цѣнѣ  веши, 
отдаваемой  на  страхъ,  помноженной  на  вѣроятность  ея  утраты  или  порчп.  Напримѣръ, 
застраховывая  иа  одинъ  годъ  домъ,  оцѣненный  въ  100  тысячь  рублей,  и  предполагая 
5  пожаровъ  па  1000  домовъ  въ  теченіи  года,  застрахователь  долженъ  заплатить  Страхо¬ 
вому  отъ  огня  Обществу,  въ  строгомъ  смыслѣ,  только  100000  рублей— 500  рублей; 
но  онъ  можетъ  заплатить  болѣе  этой  суммы,  п  сохранить  притомъ  выгоду  со  стороны 
правствепшио  ожиданія,  что  объяснено  съ  подробностію  въ  Главѣ  IV.  Если  бы  Стра¬ 
ховое  Общество  получало  только  преміи,  вычисленныя  но  упоминаемому  правилу  безобид¬ 
ности  математической,  то  оно  скоро  бы  рушилось,  потому  что  ие  могло  бы  покрыть 
издержекъ,  сопряженныхъ  съ  содержаніемъ  такого  рода  заведенія,  ".  сверхъ  того,  не 
имѣло  бы  излишка  иа  обезпеченіе  нспрсдвидѣшіыхъ  случаевъ,  каковы  напримѣръ  большіе 
пожары  ,  истребляющіе  иногда  цѣлыя  части  городовъ  ,  пли  сильныя  бури  ,  уничтожающія 
вдругъ  множество  кораблей  и  т.  п. 
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И  такъ,  иѣтъ  сомнѣнія,  что  главную  данпую,  входящую  въ  опредѣленіе  преміи,  соста¬ 
вляетъ  вѣроятность  истребленія  пли  поврежденія  предмета,  отдаваемаго  на  страхъ.  Эта 
вѣроятность  зависитъ  отъ  столькихъ  разнообразныхъ  п  вообще  продолжительныхъ  наблюденій, 
что  опредѣленіе  ея,  съ  достаточною  точностію,  въ  большей  части  случаевъ  почти  невоз¬ 
можно.  Чаще  всего,  должно  довольствоваться  показаніями  весьма  неполными,  и  даже  иногда, 
за  неимѣніемъ  надлежащихъ  наблюденій,  дѣйствовать  почти  па-удачу.  Но,  замѣтимъ,  въ  по¬ 
добныхъ  случаяхъ,  неточность  получаемыхъ  результатовъ  будетъ  проистекать  нс  отъ  теоріи, 
которая  очень  проста  и  вполнѣ  удовлетворительна,  но  единственно  отъ  недостатка  даппыхъ. 

Вотъ  общія  замѣчанія,  относящіяся  къ  застрахованіямъ  имуществъ.  Для  поясненія  же 
аналитическихъ  пріёмовъ ,  употребляемыхъ  при  рѣшеніи  задачъ  этого  рода ,  предложимъ 
одинъ  примѣръ,  который,  въ  совокупности  съ  сказаннымъ  въ  предъпдуишхъ  №№,  а 
также  въ  Главахъ  III  п  IV  объ  ожиданіяхъ  математическомъ  и  нравственномъ,  достаточно 
ознакомитъ  читателя  съ  теоріею  застраховапій.  Положимъ,  напримѣръ,  что  купецъ  застра¬ 
ховываетъ  ш  кораблей,  каждый  на  сумму  а,  платя  за  страхъ  корабля  нѣкоторую 
премію  Ь.  Требуется  опредѣлить  обстоятельства  подобною  застрахованія :  1°  отно¬ 
сительно  Страховою  Общества  и  2°  въ  отношеніи  къ  лицу,  отдающему  корабли  на 
страхъ.  Замѣтимъ,  для  упрощенія  вопроса,  мы  предполагаемъ  здѣсь  возможными  только 
два  случая,  именно:  корабль  пли  погибнетъ,  или  благополучно  дойдетъ  до  мѣста  назна¬ 
ченія.  Другнхъ  предположеній,  какъ  то  поврежденія  части  груза,  или  самаго  корабля,  мы 
нс  будемъ  принимать  въ  соображеніе. 

Пусть  будетъ  р  вѣроятность,  что  корабль  претерпитъ  крушеніе;  въ  этомъ  случаѣ 
Общество  должно  выдать  купцу  сумму  а,  получивъ  отъ  иого  премію  Ь.  Разность  1 — р 
изобразитъ  вѣроятность,  что  судно  достигнетъ  благополучно  мѣста  назначенія,  и,  въ  этомъ 
предположеніи  ,  Общество  нс  произведетъ  никакой  выдачи,  получивъ  за  страхъ  ту  же 
премію  Ь.  Съ  другой  стороны,  но  условію  вопроса,  число  застрахованныхъ  кораблей  есть 
т ;  слѣдовательпо,  въ  силу  №  9,  сумма  первыхъ  /з-)-1  членовъ  разложенія  [(I — р)~\~рУ" 
изобразитъ  вѣроятность ,  что  число  кораблекрушеній  не  превзойдетъ  /і.  Означивъ  эту 
вѣроятность  чрезъ  Р,  получимъ 

г=(<  -і>Г+»і(і -рГ~'-р+- 0— гі'”-1  р'+— 

+  .‘(т-Д.О.З. . .» ('-РГ-'  р"- 

Нычпелнмъ  теперь  наибольшую  возможную  потерю  Общества  при  вѣроятности  Р.  Такъ 
какъ,  по  предположенію,  число  кораблекрушеній  не  свыше  и,  то  наибольшая  выдача 
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Общества  Судетъ  /иа,  а  сборъ  премій  за  всѣ  т  кораблей  доставитъ  сумму  тЬ.  Поэтому, 
потеря  Общества  можетъ  простираться  до  суммы  ца — тЬ,  которую  изобразимъ  чрезъ  с; 


//о  —  тЬ  —  с.  (і32) 

На  такомъ  осповаиіп,  велпчппа  Р,  изображающая  вѣроятность,  что  число  кораблекру¬ 
шеній  не  превзойдетъ  //,  опредѣлитъ  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и  вѣроятность,  что  убытокъ  Об¬ 
щества  пе  превзойдетъ  суммы  с.  Если  эта  сумма  с  значительна,  то  благоразуміе  требуетъ 
такого  распоряженія  со  стороны  Страхового  Общества,  при  которомъ  вѣроятность  Р 
невозможности  потери,  превышающей  с,  мало  разпствустъ  отъ  достовѣрпостп  пли  еди¬ 
ницы.  Если  изобразимъ  чрезъ  /л'  значеніе  для  /*,  приводящее  вторую  часть  Формулы 
(131)  къ  величинѣ  нс  меньшей  той  вѣроятности  Р',  которой  Общество  признало  благо¬ 
разумнымъ  придерживаться,  то  получимъ 

р'а —  тЬ  —  с, 

гдѣ  с'  есть  предполагаемая  наибольшая  потеря  Общества  при  вѣроятности  Р'.  Иначе, 
всличшіа  Р'  весьма  близкая  къ  достовѣрпостп,  изобразить  вѣроятность,  что  Общество  ие 
потерпитъ  убытка,  превышающаго  сумму  с. 

Изъ  послѣдняго  уравненія  выведемъ  для  преміи  6  слѣдующее  значеніе: 


(ізз) 


Изобразимъ  чрезъ  §  прибыль  Страхового  Общества,  соотвѣтствующую  тому  случаю, 
когда  число  кораблекрушеній  будетъ  только  / 1",  разумѣя  подъ  р"  чпело ,  вообще  значи¬ 
тельно  мбиыпее  ц'.  Получимъ 

тЬ  —  р'а  —  ё- 


Исключивъ  тЬ  посредствомъ  уравненія  (133),  найдемъ 


(іЗі) 


Въ  силу  этой  Формулы,  / 1 "  опредѣлится  посредствомъ  ц'  и  Подставивъ  р"  на  мѣсто 
(і  въ  уравненіе  (131),  опредѣлимъ  значеніе  вѣроятности  Р;  потомъ,  соображаясь  съ  сте¬ 
пенью  близости  Р  къ  достовѣрпостп  пли  къ  единицѣ,  Общество  можетъ  разсудить,  вы¬ 
годно  ли  будетъ  для  пего  принимать  па  страхъ  предлагаемые  корабли.  Если  окажется, 
что  вѣроятность  Р  слишкомъ  слаба,  то  можно  увеличить  ей  распространеніемъ  круга  дѣй¬ 
ствія  Общества,  именно,  принятіемъ  иа  страхъ  большаго  числа  кораблей.  Но  мѣрѣ  увсли- 
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ченія  этого  числа  т,  отношеніе  -  будетъ  уменьшаться,  а  равно  и  сумма  члеповъ,  за¬ 

ключающихся  между  двумя  слѣдующими: 

1  Й.З...  (т-Л.  1.2.3...  /(1—р)т  *  П  1 .2.5. .  1.2.3. .  .у."  (,_  Р)П'~'1"  У , 

и  изображающая  разность  вѣроятностей  убытію  и  пробыли. 

Чтобы  сдѣлать  совершенно  вразумительнымъ  сказанное  памп  объ  употребленіи  Фор¬ 
мулы  (131),  считаемъ  ие  излишнимъ  привести  чпелешіый  примѣръ;  съ  этою  цѣіію  во¬ 
спользуемся  выкладками,  прпііедешіымп  у  Аакроа ,  въ  третьемъ  пздаиіп  его  Тгаі/е  сІетсп- 
Іаіге  (іи  Саісчі  йез  РгоЬаЬШіёз  (стр.  2ѴЗ  п  слѣдующія). 

Положимъ  сперва,  что  число  застрахованныхъ  кораблей  т  ~  200 ;  вѣроятность  кора¬ 
блекрушенія  р~— ;  слѣдовательно,  противная  вѣроятность  1 — р— Численныя  зна¬ 
ченія  первыхъ  12  членовъ  разложенія  (йй5+щ)  »  а  также  и  суммъ,  происходящихъ 

отъ  сложенія  послѣдовательныхъ  членовъ,  заключаются  въ  слѣдующей  таблицѣ: 


Такъ  напримѣръ,  если  бы  по  этой  таблицѣ  желали  рнать  вѣроятность  погибели  6  ко¬ 
раблей  изъ  числа  200,  то  пашлп  бы,  что  искомая  вѣроятность  равна  0,011727.  Вѣроят¬ 
ность  же  Р,  что  число  кораблекрушеній  пе  превзойдетъ  С-тп,  будетъ  равняться  суммѣ 
предшествующихъ  шести  члеповъ,  вмѣстѣ  съ  седьмымъ,  то  есть  дроби  0,995706. 

Войдемъ  еще  въ  нѣкоторыя  подробности  отпосптсльпо  употребленія  этой  таблицы. 
Положимъ,  напримѣръ,  что  наибольшая  потеря,  которой  Общество  рѣшается  подвергаться, 
есть  цѣнность  7-мп  кораблей,  то  есть  7а,  съ  вѣроятностію  что  потеря  не  прев¬ 
зойдетъ  этой  суммы.  Въ  такомъ  предположеніи  будетъ  с'п7а,  Р'  ~  0,99999.  Для 
полученія  этой  вѣроятности,  должно  дойти  до  такого  члена  таблицы,  относительно  кото- 
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раго  сумма  вѣроятностей  не  меньше  0,99999,  то  есть  до  11-го  въ  настоящемъ  случаѣ, 
соотвѣтствующаго  10  кораблекрушеніямъ.  Поэтому  найдемъ  Р  =  0,999994;  слѣдовательно, 

[і  — 10,  п  Формула  (133)  доставить  для  преміи 

ь  _  ц'а-с'  _  ІОа— 7д  _  3-.а> 

то  есть  полтора  процента  цѣнности  а  каждаго  корабля. 

Если  бы,  сверхъ  того,  желали  найти  вѣроятность,  что  прибыль  Общества  не  будетъ 
ппже  пэвѣстиой  суммы,  напримѣръ  десятой  части  отъ  с  —7 а,  то  надлежало  бы  взять 
•  г——»  и  тогда,  изъ  уравненія  (134),  вывели  бы 

=  іо— 7*+°'—  =  2,з. 

Такъ  какъ  эта  величина  заключается  между  2  и  3 ,  то"  пріискавъ  по  таблицѣ  въ 
столбцѣ  суммъ  вѣроятностей  показанія,  соотвѣтствующія  2-мъ  п  3-мъ  кораблекрушеніямъ, 
найдемъ  дроби  0,676681  и  0,858036.  II  таігь,  можно  принять  приблизительно  дробь 
0  75  или  —  за  зиачепіе  вѣроятности,  что  прибыль  Страховаго  Общества  будетъ  не  инже 
0, 7. а.  Эту  вѣроятность  можпо  еще  увеличить,  возвысивъ  цѣну  страховой  преміи  6. 

Въ  сдѣланномъ  ссй-часъ  предположеніи,  достаточно  было  дойти  до  4-го  члена  та¬ 
блицы,  то  есть  до  потери  3-хъ  кораблей,  чтобы  сумма  2006,  получепная  Обществомъ  за 
страхъ,  уравновѣшивала  потерю  его,  именно  сумму  За,  которую  оно  облзапо  выдать  за 
крушеніе  3-хъ  кораблей.  Поэтому,  па  сторонѣ  Общества  будетъ  вѣроятность  0,858036>  > 
что  капиталъ  его  останется  нетронутымъ. 

При  большемъ  числѣ  застрахованныхъ  кораблей,  прсдѣіъ  папббльшой  потери,  которой 
подвергается  Общество  съ  равною  вѣроятностію  какъ  и  выше,  то  есть  100000  противъ  1, 
возрастаетъ,  но  несравненно  медленнѣе  чѣмъ  число  застрахованныхъ  кораблей.  Въ  то  же 
время  вѣроятность  постоянной  прибыли,  а  равио  и  вѣроятность,  что  Общество  не  тронетъ 
своихъ  капиталовъ ,  увеличивается.  Эти  результаты  прямо  ведутъ  къ  слѣдствію,  что  вы¬ 
года  Страховаго  Общества  состоитъ  въ  возможномъ  распространеніи  своего  круга  дѣйствія. 

Въ  подтвержденіе  упоминаемыхъ  результатовъ,  приведемъ  еще,  для  сличенія,  другіе 
чнелешіые  примѣры,  которые  мы  также  заимствуемъ  у  Лакроа.  Положимъ,  что  при  преж¬ 
нихъ  дапиыхъ,  число  застрахованныхъ  кораблей  увеличилось,  п  простирается  до  400;  и 
такъ  т  —  400.  Если  премія  6  останется  по  прежнему  въ  полтора  процента,  то  найдется, 
что  предѣлъ  наибольшей  потери  Общества ,  при  вѣроятности  0,99999 ,  соотвѣтствуетъ 
крушенію  отъ  14  до  15  кораблей,  и  слѣдовательно  будетъ  равняться  суммѣ,  заключаю- 
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щейся  между  14а  и  15а;  по  какъ  выручка  Общества  за  страхъ  400  кораблей  равняется 
400 а  ~  6а,  то  продѣть  потери  будетъ  только  отъ  8 а  до  9а.  Чтобы  эта  потеря  не 
превосходила  7 а,  надобно,  или  нѣсколько  увеличить  полутора-процептпую  премію,  или  же 
довольствоваться  вѣроятностію,  нѣсколько  меньшею  дроби  0,99999.  Эта  мёиьшая  вѣроятность 
соотвѣтствовала  бы  крушенію  числа  кораблей,  по  превосходящаго  13-тп,  и  равнялась  бы 
суммѣ  первыхъ  14-тп  члеповъ  разложенія  |-  •  Непосредственное  вычисленіе  ихъ 

доставило  бы  для  этой  вѣроятности  дробь  0,9999321  ,  мало  разпетвуюшую  отъ  0,99999. 

Чтобы  опредѣшть  вѣроятность  прибыли,  равняющейся,  папрпнѣръ,  десятой  части  9а, 
стоитъ  только  положить  въ  Формулѣ  (134)  |іі'~15,  с' ~ 9 .а,  получимъ 

/г'  —  5,1  пли,  въ  цѣіыхъ  числахъ,  /л"  ~  5. 

Сумма  вѣроятностей,  соотвѣтствующая  крушенію  числа  кораблей,  не  превышающаго  5-тп, 
будетъ  0,7859190,  пли,  приближенно, 

Вѣроятность,  что  капиталъ  Общества  остапется  пспрпкосповопнымъ ,  опредѣлится  сум¬ 
мою  первыхъ  7-мп  членовъ  разложенія  ,  ибо  потеря  6-тп  кораблей  возна¬ 

граждается  преміями,  вырученными  за  страхъ  400  кораблей.  Произведя  озпачеппое  вы¬ 
численіе,  найдется,  что  искомая  вѣроятность  равна  0,8903749,  или  почти  — • 

Если  положимъ,  что  число  застрахованныхъ  кораблей  т  ~  4000,  то  получимъ  слѣду¬ 
ющіе  результаты;  найдется,  что  прежняя  вѣроятность  0,99999  соотвѣтствуетъ  крушеиію 
отъ  68  до  69  кораблей;  дѣйствительно,  сумма  первыхъ  69  члеповъ  разложенія  (755 +щ) 
нѣсколько  меньше  0,99999,  а  70-тп  члеповъ,  пѣсколько  больше.  П  такъ,  можпо  Припять, 
что  число  кораблекрушеній  не  превзойдетъ  69  съ  вѣроятностію  100000  противъ  1. 
Этому  наибольшему  чпелу  крушеній  будетъ  соотвѣтствовать  потеря  Общества,  равная  69.а ; 
по  какъ  чпело  застрахованныхъ  кораблей  есть  4000,  за  которые  выручопо  4000-щ-а~60  .а, 
то  дѣйствительная  потеря  Общества  будетъ  не  болѣе  69а— 60а  ~  9а.  Замѣтимъ,  что 
этотъ  результатъ  весьма  мало  разнствуетъ  отъ  того,  который  получили  при  застраховали 
400  судовъ. 

Для  прибыли,  равной  по  крайней  мѣрѣ  десятой  доли  9а,  получится 
р"  —  69  —  0д-И>’°;я  —  59  і  плп  просто  р"  —  59; 
этому  значенію  р" ,  опредѣляемому  суммою  60-ти  первыхъ  членовъ  разложенія 

,  соотвѣтствуетъ  вѣроятность  0,9982161,  то  есть  слишкомъ  500  противъ  1. 
Чіоо  «но  зо. 


236 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


Наконецъ,  такъ  какъ  выручения  Обществомъ  сумма  по  преміямъ  покрываетъ  издержке  за 
погибель  60  кораблей,  то  вѣроятность,,  что  каппталъ  Общества  остаистся  неприкосновен¬ 
нымъ,  выразптся  суммою  6 1  -го  члена  разложенія  (щ  -+-  щ)  ,  которая  будетъ  0,998866 1 , 
ела  слишкомъ  800  противъ  і. 

При  такомъ  обширномъ  кругѣ  дѣйствія,  какъ  напримѣръ  при  оборотѣ,  обнимающемъ 
4-000  застрахованныхъ  кораблей,  предполагаемая  прибыль  —  конечно  покажется  слишкомъ 
маловажною.  Въ  этомъ  отношеніи  должно  замѣтить,  что  дѣйствительная  прибыль,  но  всей 
вѣроятности,  будетъ  несравненно  значительнѣе.  Такъ  напримѣръ,  если  положимъ,  что 
число  крушеній  не  превзойдетъ  48,  а  это  предположеніе  утверждается  вѣроятностію 
0,9086204  >  -^ »  то  прибыль  Общества  будетъ  уже  60а — 48а  =  12а. 

Приведенные  три  случая  относительно  застраховали  200,  400  п  4000  кораблей  при 
одинаковыхъ  условіяхъ,  ясно  показываютъ,  что  съ  увеличеніемъ  круга  дѣйствія,  выгодныя 
статочностп  Общества  возрастаютъ  несравненно  быстрѣе,  чѣмъ  невыгодныя.  Это  очевидно 
слѣдуетъ  изъ  того,  что  при  переходѣ  отъ  ш  =  200  къ  т  =  400  и  къ  /л=4000,  вѣро¬ 
ятность  прибыли  приближалась  къ  достовѣрпостп  довольно  быстро,  между  тѣмъ  какъ  ве¬ 
личина  с'  наибольшей  предполагаемой  потери  возрастала  очень  мало. 

Замѣтимъ  еще,  что  чпелеппыя  выкладки,  относящіяся  къ  застраховащяиъ,  какъ  мы  уже 
отчасти  видѣли  изъ  предыдущаго ,  осповапы  преимущественно  на  употребленіи  Фор¬ 
мулы  (131).  Но  вычисленіе  вѣроятности  Р  по  этой  Формулѣ,  или,  чтб  всё  равно,  суммо- 
ваніе  первыхъ  /л+1  членовъ  разложенія  [(1 — рН-р]"‘»  ПРП  т  и  Р  значительныхъ,  будетъ 
весьма  утомительно  по  продолжительности  выкладокъ.  Поэтому,  при  большомъ  числѣ  сла¬ 
гаемыхъ  членовъ,  употребляются  вычисленія  приблизительныя,  основанныя  па  особенныхъ 
пріемахъ  ападиіпчесміхъ.  Читатели  шіідатъ  въ  Пеагіе  атіуіщие  РгоЬаШіШ  Ла¬ 
пласа  (стр.  149)  унаэапіп  па  рѣшеніе  этой  задачи  по  приближенію,  а  въ  сочиненія 
Поассоиа  ЛеАегйел  лнг  Іа  ргоЬаЫШе  іа  уадетМ,  (стр.  189  я  слѣдящія)  всѣ  по- 
дробности,  относящіяся  къ  этому  рѣшенію. 

Переходимъ  теперь  къ  опредѣленію  статочпостей  лица,  отдающаго  на  страхъ. 

Вспомпимъ,  что  по  сдѣланному  предположенію,  купецъ,  отправляющій  т  кораблей,  под¬ 
вергаетъ  риску  капиталъ,  равпый  та.  Положимъ,  сверхъ  того,  что  эта  сумма  должна 
быть  въ  обращеніи  5  лѣтъ ,  п  что  проценты,  которые  купецъ-  могъ  бы  получить  безъ 
всякаго  риска,  простираются  до  і  со  ста.  Слѣдовательно,  настоящее  значеніе  капитала 
та  будетъ  та(і-\-^ )',  плп  таг’,  принявъ  для  краткости  1+^ю  =  г>  Пусть  6у" 
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деть  к  барышъ  плп  выручка,  которую  купецъ  ожидаетъ  съ  груза  каждаго  корабля,  какъ 
возмездіе  за  труды  своп,  независимо  отъ  упомянутыхъ  ссй-часъ  процентовъ.  Поэтому 
м[аг*- 4-й]  изобразитъ  ту  сумму,  которую  онъ  въ  правѣ  ожидать  отъ  своего  предпріятія 
по  истеченіи  д  лѣтъ,  а  т[аг‘-\-1 1] — та  полпое  приращеніе  первоначальнаго  каппта.іа  та. 
Наконецъ,  пусть  будетъ  В  дѣйствительный  барышъ  въ  случаѣ  успѣха;  излишекъ  этого 
барыша  предъ  ожидаемою  выгодою,  очевидно  изобразится  разностію 
В — [т(аг‘-\-к) — ліа]  ~  В — т\а(г‘ — 1)-|-Л]. 

Вотъ  та  сумма,  которую  купецъ  можетъ  жертвовать  для  обезпеченія  успѣха  своего  пред¬ 
пріятія.  Слѣдовательно  премія  6,  которую  онъ  можетъ  платить  Страховому  Обществу  за 
страхъ  каждаго  корабля,  опредѣлится  Формулою 

6  —  ^  —  а(г* — 1) — /*•  (ш) 

Но  здѣсь  можетъ  еще  представиться  вопросъ,  а  именно:  при  какихъ  условіяхъ  выгод¬ 
нѣе  будетъ  для  купца  отправить  корабли  безъ  застрахованія,  то  есть  безъ  платы  премій, 
п  въ  какомъ  случаѣ,  напротивъ  того,  благоразуміе  требуетъ,  чтобъ  онъ  застраховалъ  пхъ, 
платя  за  страхъ  каждаго  судна  найдеипую  ссй-часъ  премію  Ь? 

Пусть  будутъ  по  прежнему  1 — р  и  р  вѣроятности  успѣха  п  неуспѣха,  то  есть  дости¬ 
женія  корабля  въ  цѣлости  до  мѣста  назначенія  и  его  погибели. '  Разсмотримъ  первые 
^  +  1  члена  разложенія  [(1 — р)-+-р]т;  означивъ  ихъ  сумму  чрезъ  Р,  получимъ,  какъ  п 
выше,  Формулу  (131).  Въ  такомъ  предположеніи  Р  очевидно  изобразитъ  вѣроятность,  что 
изъ  числа  т  отправляемыхъ  кораблей,  достигающихъ  благополучно  до  мѣста  пазиаченія 
будетъ  пе  менѣе  т—ц,  а  погибающихъ,  не  болѣе  ц.  II  такъ,  допустивъ  самое  невы¬ 
годное  событіе  для  купца,  именно,  потерю  ц  кораблей,  прибыль  его  выразптся  чрезъ 

("—1 Р)[~—  «(»''—  *)— Л]  » 

а  потеря  чрезъ 

^[пг'+Л]; 

поэтому,  чистая  выручка,  сверхъ  процента  Л  па  капиталъ  п  барыша  к  за  каждый  грузъ, 
будетъ 

с»—, и)К — =('■' — : о— *]— 

Покамѣстъ  эта  величина  положительная,  п,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  вѣроятность  Р  этой 
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„„„„„и  «то.  б.шзкл  п  Ч™*  »  «*"  "СТ1Ш‘Н 

вывать  своп  корабля.  Но  когда  - 

(„_„)[2  _  «(г*  I)  а]  -  и  |У+»]  <  «• 

1__а(гя_|)_  А 

ТО  ССТЬ  т _ ц  ^  я^+А 

,шс  по»  вѣроятпость  Р  слишкомъ  слабо  для  лого,  -лобъ  и, пет  могъ  подвергаться 
™_  „О  „сему  благоравунію,  омъ  долялеп*  будетъ  засгратоылть  сом  корабли,  о**- 
Г,с  притомъ  :  платѣ  преміи  съ  „абд.мпьлм.  д.умо  предѣлаии ,  опредѣляемъ, м.  тор»,- 
ламп  (133)  п  (135). 

Замѣтимъ,  что  еслп  бы,  напротивъ  того,  допустплп  условіе 

.Т,~~  «г*-*)-*  О36) 

А  ’ 

„р„  которомъ  купепъ  моалятъ  имѣть  «год,  ое  отратошлтъ  кораблей,  то  яъл.ели  №.  .» 
1  „апболъшее  аяаяепіе  для  „  ир»  дапоой  яелптипѣ  В.  По  иа.ѣстпому  ял.  ,  «ярсДѣ- 
тся  11  Г  пэт.  Формулы  (131).  Тогда  можно  видѣть,  по  степени  близости  Г  къ  ед 
ппллѣ  благор.зумп.-лп  пс  отдаяатъ  кораблей  из  стролі,.  Если  примемъ  Г  из.ѣсяъл.ъ,  то, 
чрепь  слоялеиіо  пос.іѣдояательиълтъ  илеиовъ  формулъ,  (131),  „апделгъ  дл,  и,  ллъ  такомъ 
случаѣ,  посредствомъ  „ера.е.стшл  (136),  ие  трудоо  будетъ  опредѣли*  предѣлъ  величием 
В  отъ  вотораго  вмгодкѣе  дш  купца  отправив  корабли,  застраивавъ  итъ  средюірптолъпо. 

'  Мы  „с  будемъ  .ходитъ  въ  другія  подробности,  отиосяшіяся  въ  застраивавши.  По. 
казавпаго  па.ш  достаточио  для  того,  чтобъ,  соота.итъ  себѣ  яс.о.  поя.т.е  о  “ 

осяоваоіп  которыхъ  рѣшаются  подобнаго  рода  задачп.  Прибавимъ  толы, о  въ  атому, 

г .  м„„м,  вѣроятность  р  оогнбело  «ор.бля  ял.  другаго  кавого  лвбо  застрахо.ыяас- 

„4,0  пнутества,  средѣ, .его»  „осредси.мъ  ваблюдевій,  о»  в»з»о,„,осг,,  „„огочислеооѣй- 
шпхъ.  ЭТО.™  паб.оодсяіо,  чаще  всего,  ясдоиаточпы.  Есбъ  омѣш,  дш  разпылъ  морей 
„  для  разоыхъ  временъ  года,  вѣрныя  таблицы  погцбелц  кораблем,  то,  по  полному  „хь 
„мелу  п  м»  млел,  погибшихъ  вам  „мхъ,  орм  одпвхъ  .  тѣхъ  »  .бцг.пт.лъсттъ  Клим, 
бы  прибляялечио  вѣронтпость  корабдеврушевія.  Дѣйствптольпо,  пусть  изо  рада 
мошоГ  чмслоГа  ,Ѵ  число  „огибшохъ  кораблей,  еѣро.тк.стъ  „рушеош^детъ  ороблидеапо 
Л  вѣрнѣе  какъ  обълепено  въ  №  59.  Но  принявъ  р  —  д/+2’  А‘МЯ5П0  иа 

М '  '  ’  1  ’  л/+2  „  „  _  -,,ПпПтс  іьиычъ  образомъ  менѣе 

б.іюдать,  чтобы  число  застрахованныхъ  кораблей  т  был 

М  (ГЛАВА  VII,  №  57). 
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Сдѣлаемъ  еще  одно  замѣчаніе:  суммы,  какъ  получаемыя  Страховымъ  Обществомъ,  такъ 
п  выдаваемыя  имъ  страхователямъ ,  должны  быть  приведены  къ  одной  п  тон  же  эпохѣ, 
что  можетъ  также  представить  не  малое  затрудненіе  по  причинѣ  неизвѣстности  въ  кото¬ 
рой  находнмсл,  когда  именно  корабль  нретерпптъ  крушеніе,  и  слѣдовательно,  когда  Об¬ 
щество  должно  будетъ  заплатить  за  пего.  II  въ  атомъ  отиошеиіп  должно  обратиться  къ 
наблюденіямъ,  п  принять  за  основаніе  расчётовъ  средній  срокъ  кораблекрушеній. 

Пэт  всего  сказаннаго  о  застрахованіяхъ  видомъ,  что  этого  рода  оборотъ  можетъ  быть 
разсматриваемъ  какъ  бы  условіе ,  заключенное  между  значительнымъ  числомъ  лпцъ  съ 
обязательствомъ  взаимно  возпаграждать  потерн,  претерпѣваемыя  отъ  разныхъ  случайностей 
нѣкоторыми  Изъ  договаривающихся.  Въ  такомъ  видѣ,  Страховое  Общество  служитъ  какъ 
бы  посредникомъ  между  договаривающимися  ,  и  за  это  посредничество  ,  въ  видѣ  возна¬ 
гражденія  за  труды,  Общество  пользуется  преміею,  превосходящею  ту,  которую  надлежало 
бы  платпть ,  сслпбъ  руководстповалнсь  правиломъ  математической  безобидности.  Когда 
устранимъ  это  посредничество,  то  страхователи  очевидно  выиграютъ  отъ  пониженія  цѣпы 
платнмой  преміи;  таково  основаніе  обществъ  взаимною  застрахован! п ,  безъ  сомнѣнія 
самыхъ  благодѣтельныхъ  пэт  учрежденій  этого  рода.  Прп  взаимномъ  застраховапіп,  кромѣ 
нѣкоторыхъ  неизбѣжныхъ  расходовъ,  капиталъ,  составленный  пэт  паращеііія  премій,  почта 
во  всей  цѣлости  свосіі,  употребленъ  для  достиженія  прямой  цѣли  товарищества,  именно, 
вознагражденія  случайныхъ  убытковъ,  претерпѣваемыхъ  пѣкоторымп  пэт  участниковъ. 

76.  Въ  заключеніе  этой  Главы  докажемъ,  что  какъ  бы  частная  прибыль  Общества  на 
каждое  застрахованы  не  была  мала,  оно,  почта  съ  достовѣрностію,  получитъ  выгоду  тѣмъ 
значительнѣе,  чѣмъ  кругъ  его  дѣйствія  будетъ  обширнѣе.  Если  озпачнмъ  чрезъ  *  полное 
число  застрахованы,  а  чрезъ  /3  вѣроятную  выручку  Общества  по  каждому  застрахованы», 
то  чистая  его  прибыль  будетъ  очень  мало  разниться  отъ  з./З  съ  тѣмъ  большею  вѣроят¬ 
ностію,  чѣмъ  $  будетъ  становиться  зиачнтслыіѣс. 

Въ  Главѣ  III  (№  31)  уже  было  предложено  доказательство  этого  предложенія.  Дѣй¬ 
ствительно,  чтб  доказано  въ  №  31  относительно  двухъ  игроковъ,  играющихъ  весьма 
значительное  число  т  партій,  тб  самое  можно  примѣнить,  безъ  малѣйшей  перемѣны,  къ 
Стрховому  Обществу,  вотораго  кругъ  дѣйствія  обнимаетъ  т  застрахованы.  Прп  малѣй¬ 
шемъ  перевѣсѣ  благопріятныхъ  статочностен,  выгода  Общества  возрастаетъ  вмѣстѣ  съ 
числомъ  застрахованы,  точно  такъ  какъ  и  выгода  того  игрока,  па  сторопѣ  котораго  болѣе 
статочиостей  для  выигрыша,  отъ  искусства  ли  его,  пли  отъ  другой  причины.  Но,  замѣ¬ 
тимъ,  что  въ  №  31  вѣроятность  событіи  предполагалась  извѣстною  а  ргіогі,  что  вообще 


2^0 
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но  «мѣстъ  мѣста  про  застраховапіяхъ,  гдѣ  вѣроятпостп  ожидаемыхъ  событій,  благопріят- 
пыхъ  пли  неблагопріятныхъ,  опредѣляются  только  а  роііегіогі.  Н  такъ,  для  полноты, 
распространимъ  доказательство  Главы  Ш  па  тотъ  случай,  когда  вѣроятности  событіш, 
доставляющихъ  прибыль  или  потерю,  неизвѣстны. 

Для  бйльшей  вразумительности  положимъ,  что  рѣчь  идетъ,  капъ  и  выше,  объ  застра- 
ховапіяхъ  отъ  морскихъ  опасностей.  Пусть  изъ  предшествующихъ,  весьма  мпогочпслеп- 
шлъ  наблюденіи,  оказалось,  что  изъ  т  отправленныхъ  кораблей,  п  достигли  благополучно 
мѣста  назначенія,  а  остальные  т — п  погибли.  Сверхъ  того  допустимъ,  что  на  страхъ 
Общества  поступило  л  кораблей,  съ  платою  за  каждый  преміи  6;  въ  случаѣ  же  погибели 
корабля,  Общество  платить  страхователю  опредѣленную  сумму  а.  При  такихъ  условіяхъ, 
будемъ  искать  вѣроятную  выгоду  Страховаго  Общества. 

Положимъ,  что  изъ  числа  л  застрахованныхъ  кораблей,  ~а-\-г  достигли  мѣста  назна¬ 
ченія,  и  слѣдовательпо  ЩИІ $ — г  погибли.  Въ  силу  теоремы  Якова  Бернулли,  х  будетъ 
число  довольно  малое  въ  сравненіи  съ  ^з  и  л.  Такъ  какъ  выручка  за  страхъ  пол¬ 
наго  числа  л  кораблей  есть  л. 6,  а  выдача  за  погибшіе  корабли  (~~ * — 2)а>  т0  чистая 
прибыль  Общества  будетъ 

зь  —  > — г)а  —  (ь—  г~~  «>+*»•  (* 37) 

Опредѣлимъ  теперь  вѣроятность  Р  этой  выгоды. 

Пусть  будетъ  х  вѣроятность  (достиженія  корабля  до  мѣста  назначенія.  Вѣроятность 
этой  велпчппы  х,  выведенной  изъ  наблюденныхъ  событій,  изобразится  дробью  [№  55 
♦ормула  (92)] 

"Аг 

/  хп{1-хУп~лЛх 

Вѣроятность  ,  а  ргіогі,  что  изъ  л  кораблей,  ^  Л+х  достигнутъ  мѣста  назначенія,  будетъ 


_ 1.2.3... л 

1 .2.3. ..(^л+х). 1.2.3. 


Произведеніе  послѣднихъ  двухъ  величинъ,  интегрированное  въ  разсужденіи  х  отъ  ®_0 
до  ®— 1,  изобразитъ  (№  55)  вѣроятность  Р',  выведенную  изъ  паблюдеины'хъ  событій, 


что  изъ  числа  л  отправленныхъ  кораблей  ,  і  л+х  достигнутъ  благополучно  мѣста  наз- 
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Преобразовавъ  вторую  часть  этой  Формулы  точно  такъ  какъ  показано  подробно 
№  69,  получимъ: 

р  —  Ѵ~  ,  .ли 


гдѣ,  для  краткости’, 

Возьмемъ  теперь,  какъ  въ  томъ  же  №  69,  Неперовъ  логарпомъ  числа  Ы;  ограничи¬ 
ваясь  тою  же  степенью  прнблпяіепія,  пайдсмъ  послѣ  всѣхъ  совращеній: 

Далѣе,  разсуждая  опять  какъ  въ  упомянутомъ  №,  увидимъ,  что  величина  і  можетъ 
принять  всѣ  слѣдующія  зпачепія: 

почему  настоящая  вѣроятность  числа  ^  л+х,  при  опредѣленномъ  х,  изобразится  отноше¬ 
ніемъ  (№  52) 

Р‘  =  сР' 

Конечный  иптегралъ  2Р'  должепъ  быть  взять  относительно  всѣхъ  возможныхъ  цѣ¬ 
лыхъ  зпачепіп  х,  именно,  отъ  х= — до  х~л — —  включительно. 

Руководствуясь  замѣчаніемъ,  сдѣланнымъ  въ  №  69,  можио,  безъ  ощутительной  по¬ 
грѣшности,  замѣнить  копечпый  иптегралъ  2Р'  обыкновеннымъ  интеграломъ,  взятымъ  между 
тѣми  же  предѣіамп.  Поэтому  получимъ 

„  _  Р’Дх 


/  "Рі-. 
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Съ  небольшомъ  вниманіемъ  увидимъ,  что  функція  Р  такого  свонств  ^ 
посрслсткшоі »—  ч—  *.  - — -*  “озт°ч  ',р"лш 

г == :  -  - 

„  п  5  —  — ,  при  значительномъ  $,  оу 

тоіько  обратить  вниманіе  па  то,  что  пределы  т  т 

кГГк,  0,01,  „ль,.,  .г  тобтото.  »  «П-»  ■»  »”»■  ''™  Д“  Р“- 

2ГЛ-  =.  ѣо  юга  бы’о».  Ш  пров„ш.»  *»о  ““  ““  МШШИ’  ™  “  ” 

гаю»  еяр-,  про  «.„іо  интеграла ,  «о*».  0,до„ ,  Ооо,  югрѣш- 

„„сто  аааѣаать  этотъ  продѣлъ  оодожотодьпою  базкопстаостш.  И  ш> 

„  _  - 


■,_С№  • 

Опредѣляя  интегралъ,  находящіяся  въ  знаменателѣ,  и 
слѣдовательно 

Р,  —  (  |—  Ьі1[ш — п)рл-р0)2'  1  '' 


ь  показаио  въ  №  69,  получи 


Для  опредѣленія  вѣроятное- 
предѣлами 


стоитъ  только  взять  интеграл 
водствуясь  анализомъ  №  69, 


іпЦпі— я)(т+»)  < 

СТО  Р ,  ОТО  выгода  Общества  будетъ  заіыючаться  „.жду 

(б-1—»)*  =Ь  2«. 

ь  Фупвиіо  Р,  между  предѣлами  — 2  п  л— +2-  Р5Ь0_ 


V*  ■’_{/ 


0=2|/*,. 


Замѣтимъ  топоръ,  то  пайдепма.  оѣроатооотъ  Р  будетъ  омомъ  мало  разпотъсп  отъ 
едпішцы  о.»  достовѣроосо,  „ж.  „р„  поеродст.еоо.й  —  V,  —  «„Г 
5  о  „ром.  Дѣйствительно ,  и  такомъ  случаѣ,  „от.гралъ  * 
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чрезвычайно  мало  разнствуетъ  отъ  интеграла  е  “  йи  —  Ѵп,  почему  и  самая  величина 
Р  стремится  неопредѣленно  къ  предѣлу  і. 

Чтобы  составить  себя  ясное  попятіе  объ  значеніи  2 ,  допустимъ ,  что  по  значитель¬ 
ности  чпела  собранныхъ  наблюденій,  порядокъ  величинъ  т  и  я  не  ипже  порядка  коли¬ 
чества  л ,  пли  даже,  что  т  п  я  значительно  превосходятъ  5.  По  сущности  попроса, 
разпость  т  —  я  можно  считать  одного  порядка  съ  т  п  я.  Сверхъ  того,  такъ  какъ  1] 
предполагается  числомъ  посредственной  величины,  то  ясно  что  количество  2  будетъ  одного 
порядка  съ  Ѵі,  пбо  имѣемъ  уравненіе 

2  =  [}Ѵ 

которому  иожюгь  дать  водъ 

Но  отношенія  —  >  по  самомУ  сиысіУ  вопроса,  суть  велпчшіы  посред¬ 

ственныя,  незавпенмыя  отъ  порядка  количествъ  т,  я  и  «;  тб  же  самое  можпо  сказать  п  о 
коэффиціентѣ  V  въ  силу  сдѣланнаго  выше  предположенія.  Слѣдовательпо  2  будетъ  по¬ 
рядка  ѵ$,  а  поэтому  нссравпешю  меньше  5. 

На  осповапін  такого  замѣчанія  о  величинѣ  2  заключаемъ  непосредственно,  что  члепъ 
2а,  состав-іяюшій  вторую  часть  выгоды 

(б— ^а)і  ±  2а, 

будетъ  песравнспію  меньше  перваго  члена  (Ь — а~) *■  Слѣдовательно,  нрп  весьма  боль¬ 
шомъ  чне-іѣ  $  застрахованы,  дѣйствптельная  прибыль  Общества,  какъ  бы  впрочемъ  ип 
была  мала  математическая  выгода  Ь  —  а  по  каждому  застраховапію ,  псопредѣісшю 
приближается  къ  значительной  суммѣ 

(»-“«>■ 

возрастающей  пропорціонально  числу  страховыхъ  оборотовъ. 
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ГЛАВА  X. 

О  НАИВЫГОДНБЙШЙХЪ  РЕЗУЛЬТАТАХЪ  НАБЛЮДЕНІЙ. 

77.  Прп  изслѣдованіи  ряз.шнпьт,  явленій  природы,  Естестнешізя  Философія  оситьі- 
вавтъ  почта  вс*  своп  результаты  яа  опитая,  п.ш  наблюденіяхъ.  Чѣмъ  зта  опыты  п.га 
наблюденія  многочисленнѣе,  п  .мѣстѣ  я  тѣмъ  точнѣе,  тѣмъ  завопи  р.зспатрпваспаго 
яв-іепія  обнаруживаются  съ  большою  опредѣлительностію.  Поэтопу,  для  достиженія  воз¬ 
можнаго  совершенства  въ  наукахъ  наблюдательвыхъ ,  необходимо  подвергая  пзслѣдуемоо 
яв-іепіе  знаштелыгому  числу  тшатс-іьнихъ  паблюденш,  производпть  пхъ  прп  благопріятныхъ 
ус.ювіяхъ,  п  выбирать  самые  способы  съ  большою  осмотрительностію. 

При  всемъ  возмоашонъ  стараиіп  устранить  погрѣшности  въ  наблюденіяхъ,  мы  ппногда, 
я  строгомъ  смыслѣ,  не  достигаемъ  это»  цѣдп.  Такъ  папрпмѣръ,  самое  тщательное  по¬ 
слѣдовательное  измѣреніе  одной  и  топ  же  величины,  положимъ  разстоянія,  угла  в  т.  п. 
приводить  пая  я  результатамъ,  хотя  мало  разнствующимъ  между  собою,  по  однакоягь  не 
тождественнымъ,  не  смотря  по  ва  искусство  наблюдателе»,  ни  па  удовлетворительность 
употребляемыхъ  ими  способовъ,  пи  на  точность  инструментовъ.  Хотя  прочной  погрѣш¬ 
ностей  наблюденій  и  должно  отиестп  преимущественно  я  недостаточности  пріемовъ  на¬ 
блюдателя,  отчасти  происходящей  отъ  несовершенства  его  чувствъ,  и  я  большей  пли 
меньшей  степени  неточности  употребляемыя  имъ  инструментовъ,  но  тѣмъ  не  менѣе  винте 
такого  рода  причинъ  пе  можетъ  быть  подвергнуто  а  ргіогі  математическому  анализу; 
поэтому  и  эта  причины,  паров..*  съ  другими,  которыя  мы  даже  часто  о  пе  подозрѣ¬ 
ваемъ,  останутся  для  пасъ  неизвѣстными.  И  танъ,  точное  опредѣленіе  как»  бы  то  ни 
было  величины  но  сдѣлашіьш,  надъ  пою  наблюденіямъ,  есть  задача  невозможная.  Умъ 
человѣческій  «ожегъ  только  предпринять  приблизиться  я  точном,  значенію  величины, 
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надъ  которою  произведены  многочисленныя  наблюденія ,  чрезъ  совокупленіе  сшъ  послѣд¬ 
нихъ  извѣстнымъ,  ішивыгоднѣйшнмъ  образомъ.  Рѣшеніе  этого  важиаго  вопроса  зависитъ 
отъ  Апалпза  Вѣроятностей. 

Чтобы  придать  возможную  степень  ясности  изложенію  главнаго  предмета  этой  Главы 
—  опредѣленія  папвыгоднѣйшііхъ  результатовъ  наблюденій,  —  мы  предложимъ  сперва  рѣ¬ 
шеніе  нѣсколькихъ  частныхъ  вопросовъ  ,  которые  ознакомятъ  читателей  съ  терминами  и 
аналитическими  пріёмами,  употребительнѣйшими  въ  этой  теоріи. 

78.  Положимъ,  что  производится  л  наблюденій,  какого  бы  то  ни  было  рода,  и  что 
прп  каждомъ  пріёмѣ  иожпо  получить  пли  точный  результатъ,  пли  ошибиться  на  единицу, 
положительную  пли  отрицательную  ,  безразлично.  Допустимъ  сверхъ  того ,  что  вѣроят¬ 
ность  каждой  изъ  этихъ  трехъ  случайностей  извѣстна  а  ргіогі ,  пмеппо ,  что  пзъ  числа 
<Н-2Ь  случаевъ,  а  приводятъ  къ  точному  результату,  6  къ  погрѣшности  -|-І  и  6  къ  по¬ 
грѣшности  —  і.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность  Р,  что  сумма  погрѣшностей 
всѣхъ  л  наблюденій  будетъ  равна  пулю*). 

Такъ  какъ  въ  этомъ  вопросѣ  простыл  вѣроятности  трехъ  случайностей  предполагаются 
пзвѣстпымп  а  ргіогі,  и  будутъ  соотвѣтственно  и  то  можно  предло¬ 

жить  задачу  въ  слѣдующемъ,  болѣе  лспомъ  видѣ:  Дапо  8  мпотраппиковъ  или  костей, 
совершенно  одинаковыхъ,  изъ  которыхъ  каждая  имѣетъ  а-+-2Ь  граней;  на  а  граняхъ 
выставленъ  пуль,  на  Ь,  +1,  на  остальныхъ  Ь  граняхъ,  — I.  Всѣ  8  костей  бросаютъ 
разомъ;  спрашивается,  какъ  велика  вѣроятность,  что  сумма  вскрывшихся  очковъ  бу¬ 
детъ  равняться  иулю. 

Въ  №  35  (ГЛАВА  III)  предложено  рѣшеніе  подобнаго  вопроса.  Разсуждая  какъ 
тамъ,  усмотримъ,  что  если  означимъ  чрезъ  у0  коэффиціентъ  пулевой  степени  х,  или,  что 
всё  равно,  членъ  независимый  отъ  х  въ  разложеніи  . 

[К-НЧ--  •  •+®ТК«Ч-шЧ-  •  .-Ь»‘Ж*'‘+*""Ч-,  ■  ■+“—)]'= [«+б(®'-НО]', 

а  чрезъ  Р  искомую  вѣроятность,  то  получимъ 

Р  =  1 

Такимъ  образомъ  вопросъ  приводится  къ  опредѣленію  величины  у0.  Разлагая  [а+Ь(х‘-+-х— 1 *)]* 
по  Нютоиовой  теоремѣ,  иандется 

*)  Мсіапдса  сіе  РЬІІокорЬіо  с»  <!е  Маііісппіі.ціе  <1о  Іа  8осіе(ё  Поуаіе  4с  Тигіп,  ашіссэ  1770— 1773,  меяуаръ 
Лаграижа:  5иг  І'иІіШс  <1е  Іа  тсіШс  ЛсргспЛге  Іе  тіііси  еаігеіеі  геіиііаі:  Не  ріішепп  оЬкгѵаІіоіи ;  стр.  180. 
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ОСНОВАНІЯ  МАТ 


Іа+Чі.+«-)У  =  т 

1  +«^®в—ь>^-Н»-Т+-- 

-  -  -г  г.’Г=г™:-^=-“— : ~ 

только  одппъ  средній  ч 


щг*-«К8*-2)-  - •(*+<) , 


1.2.: 


независящій,  отъ  *.  На  такомъ  основаніи  получимъ 
у0  —  а‘+~-  ^  а  6  -Ьт2  Ь2ХІ 


в. 8.4  а 

—г^-- - *  .2.3. 4. К. в 


-г—  Ф-  ,  ^  ^  -ТѴГ—5 

С,™  ОДИОЙ  «ОСТ»,  С  —"»*  свергъ  ГОС,  ™  ■Ч™™™  .СВР»™  +  <, 
ъ  — І=Е,  найдемъ,  въ  силу  Формулы  Р  — (а+щ,)*  » 

.  п-ьпоптности  получить  гакъ  точный  результатъ,  такъ  равно 
Положимъ  въ  частности,  что  вѣроятности  по  у  слѣдовательно 

„  тм  О.ІП10  иа-І,  одинаковы;  тогда  будетъ  а  — о,  и  слъдо 
п  ошибиться  па  1  пли  па  ’ 

д  _ ръ  этомъ  предположеніи  найдется: 

Р  —  а+гЬ—  3  . 


«  г  2  ■  4.3  л(л-ІХ»— 1 8Х*-5>  I  ...Л. 

р  =  і,[И-тхг!+«з — гет—  +  .1 

Полагал  оослМоватоляо  въ  эго»  «рЧй  *  =  «.»,  3,  * . .  ""Г» 

Число  шИлнЛен а  Вероятность  Р : 


1 
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Сдѣлаемъ  здѣсь  одно  необходимое  замѣчаніе.  Принявъ  въ  соображеніе,  что,  начиная 
съ  двухъ  наблюденій,  рядъ  вѣроятностей  есть  убывающій,  ибо 

з"  ^  27  >  57  >  213  >  720  "  *  *  * 

мы  въ  правѣ  будемъ  заключить  ,  что  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  вѣроятность  получить 
сумму  погрѣшностей,  равную  иулю,  уменьшается  съ  увеличеніемъ  числа  наблюденій. 

Если  условимся  называть  среднею  ариѳметическою  погрѣшностію,  пли  просто  среднею 
погрѣшностію  сумму  показаній  всѣхъ  наблюденій ,  раздѣленную  на  ихъ  число  л,  то  въ 
приведенномъ  сей-часъ  примѣрѣ  окажется,  что  вѣроятность  средисй  погрѣшности,  равной 
нулю,  уменьшается  при  возрастающемъ  числѣ  наблюденій.  Дѣйствительно,  при  одномъ 
пли  двухъ  наблюденіяхъ,  вѣроятность  срсдией  погрѣшности,  равной  нулю,  есть  ?  между 
тѣмъ  какъ  при  трехъ,  четырехъ  и  вообще  бблынсмъ  числѣ  наблюденій,  вѣроятность  той 
же  средисй  погрѣшности  будетъ  постепенно  уменьшаться,  ибо  <^"з’’ 

и  такъ  далѣе.  Отсюда,  повпдимому,  надлежало  бы  заключить,  что  въ  настоящемъ  случаѣ 
выгоднѣе  довольствоваться  срсдиимъ  результатомъ  одного  или  двухъ  наблюденій,  чѣмъ 
допускать  ихъ  въ  большемъ  числѣ.  Такое  заключеніе  покажется  прямо  нротпворѣчашпмъ 
общепринятому  правилу  наблюдателей,  допускающихъ  средній  результатъ  тѣмъ  съ  большимъ 
довѣріемъ,  чѣмъ  число  наблюденій,  изъ  котораго  онъ  выведенъ,  будетъ  значительнѣе. 
Правило  среднихъ  результатовъ ,  о  которомъ  мы  упоминаемъ  теперь ,  подтверждается  и 
самою  теоріею,  гакъ  показано  будетъ  съ  возможною  подробностію  въ  этой  же  Главѣ. 
Поэтому,  и  встрѣтившееся  сей-часъ  противорѣчіе  должпо  объясниться.  Рѣшеніе  слѣдую¬ 
щаго  за  симъ  вопроса  обнаружитъ  самымъ  удовлетворительнымъ  образомъ,  въ  чёмъ  соб¬ 
ственно  состоитъ  этотъ  кажущійся  парадоксъ. 

79.  Допуская  условія  предъпдущаго  вопроса,  найти  вѣроятность  Р,  что  численная 
величина  средней  погрѣшности,  выведенной  изъ  5  наблюденій,  не  превзойдетъ  дроби  — » 
то  есть  будетъ  заключаться  мемсду  предѣлами  —  —  и  —5  включительно, 
предполагая  ш  <  в. 

Такъ  какъ  при  каждомъ  наблюденіи  погрѣшность  можетъ  быть  0,  съ  вѣроятностію 
пли  -+-І,  пли  — I,  съ  вѣроятностію  )  то  ясно,  что  средняя  погрѣшность 
*  наблюденій,  получаемая  чрезъ  раздѣленіе  на  л  суммы  всѣхъ  погрѣшностей,  можетъ  быть 
только  одна  изъ  слѣдующихъ  2л-(-І : 


2*8 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОМ 


— ±,  -у»  —7*0,  +7»  +4 .  +г 

Каждая  пзъ  этпгь  среднихъ  погрѣшностей  будетъ  имѣть  свою  вѣроятность.  Легко  ви¬ 
дѣть,  что  вѣроятность  средней  погрѣшности,  положимъ  — —і  изобразится  коэффиціентомъ 
степени  х“  въ  разложеніи 

[а+ЦаЧ^г1)]* 

Щ9& 

разумѣя  подъ  ц  какое  пи  есть  цѣлое  число,  положительное,  отрицательное  или  нуль,  на¬ 
чиная  отъ  ц=.  —  і  до  /*  —  +*• 

Обратимся  теперь  къ  опредѣленію  вѣроятности  Р.  По  условію  вопроса ,  она  будетъ 
равняться  суммѣ  вѣроятностей,  что  средняя  погрѣшность  принимаетъ  послѣдовательно  всѣ 
2т-\-\  значеній: 


пли,  что  вей  равио,  всѣ  слѣдующія: 


Пусть  будетъ  ±  -у  о&аъ  ПЭТ*  ЭТІПЪ  члсиовъ-  Мы  сеЙ-часъ  замѣтили ,  что  вѣроят¬ 
ность  средпей  погрѣшности  +4  изобразится  коэффиціентомъ  степспп  х"  въ  разложеніи 
[а+Ь(вЧ-ОУ,  раздѣленнымъ  па  (а+2Ь)'.  Для  одинаковой  срсдисй  погрѣшности,  по 

съ  отрицательнымъ  злакомъ ,  именно  для - 4  *  найдется  очевидно  та  же  величина. 

САМЦЫ»,  изобразивъ  чрезъ  у„  воэмпціоитъ,  о  которот.  гоаорпт,  «роотоость 


погрѣшности 

±-Т  Цастъ 

На  такомъ  основаніи,  велпчппу  Р  можпо  представить  въ  видѣ 

р  г„+2Сг.-Ьгі+г»+-  •  -*У«) .  ('іЗв') 

1  —  (а+Щ*  4  ' 

Члепъ  у0  пайдснъ  уже  въ  предыдущемъ  вопросѣ.  Для  опредѣленія  дальнѣйшихъ 
коэффиціентовъ  у,,  у,,  у,  п  вообще  у„,  поступаемъ  слѣдующимъ  образомъ:  по  приня¬ 
тому  ссй-часъ  зпакоположепію,  б^сть: 

[а+бСю'+чо-1)]-  =  г,+г>ЧО4г,(*“+<0-’Н-г>*+О+.  •  •  •  \  /13,Л 

+г,К+*"'Н - ^  ' 
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Если  возьмемъ  логарпомъ  этого  уравненія,  а  потомъ  производную,  и  умножимъ  се  па  х, 
то  получимъ 

«к*1— . .  .+га(х’-зг-ч 

а+Ь(х1+х-')—  . .  -Ь'Лх,+*~г) 

Освободясь  отъ  знаменателей,  пайдется 

зЬу0(а:1-^-‘)+зЬу1(а:г— ж-^+лг-у^х*— о:-8— ж'-І-іс-^-І-ліу^а;*— <г-‘— а:1-(-ж-,)4- .... 

=  аУі(х' — ®— О+Яву^х* — х- а)-|-ЗауІ(х8 — аз  - 

-(-бу/х1— х-^+гбу^х*— х-^+х'— х-‘)-(-36уа(х4— х-^+х1— х-1)-!-. . . . 
Сравнимъ  теперь  коэффиціенты  одппакпхъ  степеней  х;  получимъ  равенства: 

^(Го-Га)  =  ау.+гЬу, 

*6(Г,— У*)  =  ЗаГа+^У.+Зуз) 

ЩУі — У,)  =  Заув-4-6(2Уа+*У4) 


гЦГш-2— Гт)  =  («И—  ОаУт-іН-ЬЦ»— 2)ГЯ^+ЧГ«]* 
Наконецъ,  положивъ  для  краткости  ^~к,  выведемъ  пзъ  предыдущихъ  уравненій: 
—  Ѵо-кГі 


О0) 


Гт  = 


(»-т+ауГт 1-(т-»)*Гт. 


извѣстнымъ  двумъ  величинамъ  уе  и  у, ,  весьма 
і>  ЭѴ  •  •  -У,,,  •  Но  въ  предыдущемъ  №  78 


Изъ  этихъ  Формулъ  видомъ ,  что 
легко  опредѣлить  всѣ  остальныя  у, 
уже  найдено 

У.  =  а.+  =  .-^),а-63+1|.<Ц)^Йга^Ь.+  ....  (Ш) 

Сверхъ  того,  пспосрсдствеппое  разложеніе  первой  части  уравненія  (139)  доставитъ  коэф¬ 
фиціентъ  у,  при  х‘  пли  х~ *;  произведя  это  разложеніе,  получимъ: 

г. = . . .  (1Ц) 

Формулы  (138),  (140),  (141)  и  (142)  заключаютъ  въ  себѣ  полное  рѣшеніе  занимаю¬ 
щаго  пасъ  вопроса.  Положимъ  въ  частности,  какъ  въ  концѣ  №  78,  а~Ь,  и  слѣдова- 

32 
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тсльпо  к  —  I ;  сверхъ  • 
мулы  доставятъ: 

Р  — 


чтб  ОЧСВЕ 


а+20'.+Гі+ГіН - КГ«п) 


1ІІДС1ІІІЫЯ  ФОр- 


Г„ 

у, 


—  1 4-  2  _|_  *я  н _ 

_  ,  5  ф-1)(*-2)  ,  8.4  ф-1)(.<-2)(л-5)(»-4)  , 

—  *+-Т - Г%3  '  Пз"  1.2.3.4.8  "*“■ 


Г» 

г* 


Уо-Д-1  ѵ  _  Ч-іДУі-Ѵа  , 

*+*  ’  —  '  *+3 

(1-2\га-3Г,  ..  _  («-м+2^т-г-(т-  І1гт_,  . 

ГГд  —  '  *4-т 


Приложимъ  этп  Формулы  къ  опредѣленію  вѣроятности ,  что  средняя  погрѣшность  не 
превзойдетъ  дробп  »  положительной  илп  отрпцатслыюй.  Прежде  всего  замѣтимъ ,  что 
допуская  предѣлы  ±  должно  будетъ  разсматривать  только  чётное  число  наблюденій, 
пото.му  что  дробь  вида  —  пе  можетъ  иначе  обратиться  въ  -І-)  какъ  полагая  і  чётнымъ, 
иначе  не  получимъ  цѣлаго  значенія  для  »»•).  II  такъ,  полагая  послѣдовательно  г=2,  V,  6,  8, 
найдемъ  слѣдующія  величины  для  вѣроятности  Р: 

Число  наблюденіи  з:  2  \  6  8 


пли,  приведя  е 


Вѣроятность  Р: 

Ъ  дробп  къ  одиому  зпамеиатс 


0801  СІІ01 


71  073  0247 

01  720  ОЙОІ ’ 

удобнѣйшаго  сравненія 

•  6  8 

0037  0247 

0801  ОЙОІ  ' 


между  собою, 


*)  .Іюранжя,  въ  споенъ  МснуарФ  (стр.  107)  [енот,  выноску  оъ  вашей  книгѣ  но  стр.  248),  прп  рѣшеніи 
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II  такъ,  вѣроятность  Р,  что  средпля  погрѣшность  нс  превзойдетъ  дробп  ,  положи¬ 
тельной  пли  отрицательной,  возрастаетъ  съ  числомъ  паблюдепій.  Сверхъ  того,  если  бы 
продолжили  рядъ  вѣроятностей,  то  усмотрѣли  бы  что  опѣ  неопредѣленно  приближаются 
къ  едшшцѣ  пли  достовѣрпостп.  На  такомъ  основаніи  пс  трудпо  объяснить  то  противо¬ 
рѣчіе,  о  которомъ  упомянуто  въ  концѣ  предъпдушаго  №  78.  Тамъ  мы  видѣли,  что  прп 
одномъ  и  двухъ  наблюденіяхъ,  вѣроятность  средней  ошибки,  равной  0,  есть  >  а  прп 
большемъ  числѣ  наблюденій,  вѣроятность  эта  уменьшается,  и  даже  довольно  быстро.  Со¬ 
вершенно  противное-  тому  случилось,  когда,  вмѣсто  опредѣленной  срсдпей  погрѣшности 
нуль,  предположили  только,  что  она  заключается  между  двумя  предѣіамн  ±  — >  и  искали 
вѣроятность  этого  предположенія.  Въ  послѣднемъ  случаѣ,  вѣроятность,  что  средняя  по¬ 
грѣшность  пе  выходитъ  изъ  упомянутыхъ  предѣловъ,  возрастаетъ  вмѣстѣ  съ  числомъ 
наблюденій,  и  уже,  при  8-ми  наблюденіяхъ,  разнствуетъ  отъ  1  или  достовѣрпостп  дробью, 
мёньшею  ибо  I  —  ^  такъ,  представляется  теперь  вопросъ,  чтб 

надёжнѣе,  довольствоваться-лп  вѣроятностію  равною  только  — »  что  средпля  погрѣшность 
одного  плп  двухъ  наблюденій  равна  0,  между  тѣмъ  какъ  опа  можетъ  быть  и  -|-1  и  — I, 
пли  же  произвести  папрпмѣръ  8  паблюдепій ,  и  достигнуть  вѣроятности  >  ^5 ,  ,,т0 
средняя  погрѣшность  пс  будеіъ  превышать  ±— •  Здравый  разсудокъ  пепрсмѣппо  оста¬ 
новится  па  второмъ  предположеніи,  и  сочтётъ  болѣе  надёжнымъ  допустить  8  наблюденій, 
и  вообще  увеличить  ихъ  число  по  возможности,  чтобы  только  получить  большую  степень 
вѣроятности  ошибиться  пс  свыше  извѣстныхъ  предѣловъ. 

Къ  этому  самому  слѣдствію  привело  бы  насъ  разсматриваніе  вѣроятностей,  относя¬ 
щихся  къ  среднимъ  погрѣшностямъ  прп  другихъ  предѣлахъ ,  какъ  напримѣръ  прп 
±  Во  всякомъ  случаѣ  заключили  бы,  что  вѣроятность  однихъ  и 

тѣхъ  же  предѣловъ,  въ  отрицательную  и  положительную  сторону,  возрастаетъ  съ  чис¬ 
ломъ  паблюдепій.  Прп  одномъ  и  томъ -же  числѣ  наблюденій/  предположеніе  болѣе  тѣс¬ 
ныхъ  предѣловъ  ослабляетъ  вѣроятность  ихъ;  напротивъ  того,  вѣроятность  увеличивается, 
когда  расширяемъ  предѣлы  средпей  погрѣшности.  Всѣ  этп  заключенія  получатъ  полную 
ясность  п  общность  прп  дальнѣйшемъ  развитіи  излагаемой  нами  теоріи. 

80.  Переходимъ  теперь  къ  задачѣ  болѣе  сложной ,  которая  послужитъ  намъ  приго¬ 
товленіемъ  къ  рѣшенію  общаго  вопроса. 
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Пемютъ,  что  производима  з  наблюденіи,  і из  ганцрю»  кажЗне  жжхті  привести 
ки  одной  изо  слѣдующихъ  2п+1  ратовозможіилмо  ошибок*; 

2) . — 2,  —1,  0,  +1,  4-2,. . ..+(»— 2),  +(п— 1),  +»; 

Сирии, то, тс,  как,  «шя  оѣроятноть,  что  средняя  ото бка,  и  слѣдователь,,, 
сумма  всѣхъ  в  погрѣшностей,  равна  пулю. 

Легко  видѣть,  что  этоі-ь  «опрос,  по  сомитъ  условія»,  пп  чѣ»  по  отличается  отъ 
слѣдующаго :  дат  в  совершит  одшшнооьисо  лито, ран, шкое,  или  „остей;  каждая 
имѣете  2«  +  1  іраяей,  „а  которыя  я ость  можете  падать  Сезразличт:  на  , ранях, 
написаны  нумера; 

_(„  - 1) . —  I,  0,  4-* . +(в— .*)>  4”- 

Вот  „ости  бросают,  разом,;  требуется  опредѣлить  вѣроятность,  что  сумма 
вскрывшихся  очковъ  равна  иулю. 

Сообразно  оь  сказаннымъ  съ  №  35  (ГЛАВА  III)  удостояѣрпмся,  что  изобразит,  чрезъ 
А  членъ,  пезавпешдій  отъ  х  нъ  разложеніи 

(зг"4ж-'— *’4--  ■  .+зг,+*4®,4--  •  ,4«Г‘4<*У  =  Х‘,  (,43) 

пскочап  вѣроятность,  которую  назовет,  Р,  опредѣлится  формулою 

Непосредственное  опредѣленіе  точное  нелпчп.ь,  А,  чрезъ  возвышеніе  въ  степень  , 
сушь.  х-"+. . .  .4»-+14«Ч-  —+*•  Ч>“  значите., ьпояъ  »,  нрнведстъ  въ  Формулѣ 
ДО  такой  степени  сложной,  что  численное  ел  приложеніе  нежно  счптать  невозможны». 
Поэто»,  должно  обратпться  въ  други»  пріема»,  и  искать  простѣйшаго  выраженія  дл я  А„ 
тѣ»  ближе  подходящаго  къ  точному  его  значенію,  чѣмъ  число  д  наблюденій  вУ«"  3“- 
чптельнѣе.  Зайненся  теперь  подробны»  рѣшеніе»  этого  вопроса.  Если  выраженіе  (НЗ) 
напишемъ  въ  видѣ 

[14(шЧ-а,-1)4(а,,4-*_’Н-.  •  -44*” 4*-,№ 

,3 _ |  .  т  , _ -га  _  тоѴ-і  ,  -тЩ'-І  2С03ЛШР, 

п  положенъ  х  =  егѴ  ,  то,  но  прпчппѣ  х  +х  _  е  +е 

получимъ 

Х‘  =  [1+2(Соз.9>+  Сов.2<р-\-  С08.3<р+. . .+  Соз.пу)] . 

Положи, іъ  теперь,  что  вторая  часть  этого  уравненія  разложена  въ  рядъ,  расположен- 
ііыіі  по  косинусамъ  кратпыхъ  дугъ  <р,  п  пусть  будетъ 

Х‘  —  А0-\-2АіСов.(р-\-2А1Сов.2(р-\-. .  •-\-2А„ІСов.іпір. 
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Яспо,  что  здѣсь  А0  будетъ  имѣть  тб  же  зпачепіе  какъ  и  выше;  дѣйствительно,  замѣнивъ 
въ  этой  Формулѣ  косинусы  кратныхъ  дугъ  ихъ  выраженіями  въ  х,  получюгь  рядъ 

х‘  — 

въ  которомъ,  кромѣ  А0 ,  пѣть  ни  одного  коэффиціента ,  не  сопровождающаго  положитель¬ 
ной  пли  отрицательной  степени  х. 

Для  опредѣленія  А0  помножаемъ  величину  X1  на  дер,  н  интегрируемъ  отъ  гр  —  0  до 
<р  —  П',  получимъ 

/  Х'йгр^А ап-\-2А Олз.гр .  йр-\-2А^П 0лОВ.2р .  с!д>-\- . . .  -\-2А1ГІ]'”0дв.(т(р) .  Лір. 

Но  всѣ  иптегралы,  входящіе  во  вторую  часть  этого  уравненія,  равпы  пулю;  дѣйствительно, 
прп  т  цѣломъ,  отличномъ  отъ  нуля,  имѣемъ  всегда 

У  Сов.тд}.і(р  —  =0; 

слѣдовательно 

А0  —  -^1* Хгйр  —  іу  [ ѣ -4-2(Соз.др— 1-Со5.29>— . . .  -\-0,ов.П(р]\‘й<р. 

Легко  дать  этому  пнтегра.іу  видъ  бо.гѣе  простой,  замѣтивъ  что 

Зіа-^Ф 

И-2(Со8.95-}-Со5.2дв-1-. . .  -Ц-Соз.пдо)  —  - ^ —  » 

5-уФ 

[ПРИМѢЧАНІЕ  X];  въ  слѣдствіе  этого  равепства  получимъ 


II  такъ,  рѣшепіе  занимающаго  пасъ  вопроса  приводится  къ  опредѣленію  этого  ппте- 
грала  по  приближенію ,  въ  возможно-простѣйшемъ  видѣ.  На  сей  копецъ ,  принявъ  въ 
соображеніе  что 
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[ПРИМѢЧАНІЕ  И,  §  I],  П  положивъ  для  простоты  2в-И=и»,  получимъ 

Пусть  для  краткости  будетъ  2  і 

Т—(  - - |  >  Т„  =  (  - ^  ]  "  ври- 

V  <-*.  )  V*-*./ 


Для  удобнѣйшаго  разложенія  этпгь  степеней,  мы  представимъ  каждую  і 
Т  ... .  въ  показательномъ  видѣ  на  основаніи  тождествъ 
>8 -Г,  гг  _  1оВ.Г» 


Т,  =  е 

/5і0.(2л-Н)рѴ_  (І 


Тг  —  і 

,ѵ 


(гТЕр)  =  (2я+|)\ 

Но 

іо5.т,  - !  [іое.(^і — — іое-(і — й)]’ 

плп,  по  разложеніи  логариѳмовъ, 

1ое.т1=-.[К-1)Й+-г('»‘-‘)^+т(т‘-,)й+'-]- 

Совершенно  подобпымъ  образомъ  получимъ: 

І08-Т,  =  —*[(»*— >)  3^1+  -4-С""*— *)  Йр +^т'~ ЧЙя  +•"'] 

Слѣдовательно  г 

1ор.ТІ44о^Та44о^Тв+ - — :  — 1)[і+^і  +  5іЧ— -]-^5 

•+-  4  К-1)  [‘+  У + і?  Н - + 4  (т‘-1)[1+Ь’+ Ь" ■+“’  *  ’]  5* + 

Съ  другой  же  сторопы,  если  примемъ  въ  соображеніе,  что 

<+4г+4г+Т_+'“,  =  '7 

ч-4'+эг+4'+'"'=® 

.  і+4‘+4'+4“+"" =• й 
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[ПРИМѢЧАНІЕ  II,  §  3],  и  замѣппмъ  т  равпою  ему  велпчппою  2п-}-1,  то  получит 
Іое.Т14-Іое.Т1-Ь1о&.Т8+. . . .  = 

_2л(п+І)  ,  (2л+<)4— I  ...  (Іп+\)*-І  . 


Поло 


ь  для  краткости 

(2»+І)4-<  . 


2я(л+1) 

_  (2п+1Г. 


-.^ЛіѴ-хѵ-уу - 


и  слѣдовательно 

А  _  8(йл+»)«  у»~с 
Но 

—ІІ.гр  —  _  | ^  $(р* — ЯІ.Зф* — .  .  .  ., 

почему  и  пайдется 

»  ь»(я+«)  . 

А  —  а(ал+і)«  у  »  яе - 1 

_  8(2п+І)»  д.  ву“ 

Пусть 

«"(»+«)  д  »_  шп  —  Ы*  . 

■  3  ’  ’ѵ  ѵ  ѵБцй+ір’ 

предѣлы  прсдъидушпхъ  интеграловъ,  въ  отношеніи  къ  перемѣнной  I,  будутъ  0  и 
'-пѴ^*+Ѵ.  По  прпчипѣ  же  значительности  числа  л  и  свойства  Фупкціп  е~‘  ,  быстро 
уменьшающейся  съ  увеличеніемъ  і,  можно  замѣнить  этотъ  верхній  предѣіъ  положительною 
безконечностію.  II  такъ,  получимъ 

0  ггѴ2л(л4-І)  . л  Ц  ■'о  4п*Ся-|-І)*  лЛ0  и,‘!("+*)  •*  Л>  -Л 


2я<п+1) 
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Но  извѣстно  [ПРИМѢЧАНІЕ  IV,  §  I],  что 

(*'-**=&,  /о”-'Ѵл = /0”"‘Ѵл  =  т4^- •  •• 

Слѣдовательно,  подставивъ °на  мѣсто  I,  Л/....  пхъ  величины,  в  положивъ  для  краткости 
з  <*л+і)«-і  „  _  і  (ая+і)«— 1 . 

а  —  Ш~пг(п+Л)*  ’  °  —  448  П*(л+І)* 


_  (йл+ОѴЗ  /4  В  _С _ у 

0  Ѵ2л(л+4).<гЛ  5  ' 


подучимъ 

—  У2л(л+?У 

При  весьма  зпачптедьпонъ  числѣ  з  пабдюденш,  члены  -|ч  будутъ  чрезвычайно 

малы  въ  сравиеніп  съ  единицею,  какова  бы  притомъ  ип  была  велпчпиа  п;’  въ  этомъ 
легко  удостовѣрптъся  чрезъ  непосредственное  разсмотрѣніе  прпведеппыгь  выше  значеніи 

дг  С, _ Ц  такъ,  откидывая  члены  порядка  предъ  единицею,  получимъ  просто 

А  -  (2"+<)ѵз--  (і*б) 

0  Ѵ2п(п+І).*і  47 

Въ  силу  же  Формулы  (ІИ)  вѣроятность  Р,  что  сумма  погрѣшностей  всѣхъ  л  наблюденій 
будетъ  пуль,  плп,  что  средняя  погрѣшность  равна  пулю,  опредѣлится  уравненіемъ 

р-  —  (<«) 

У8лІ«+і).я*  4  7 

Если  въ  частности  положимъ,  какъ  въ  №  78  и  №  79 ,  что  погрѣшности  наблюденій 
могутъ  быть  безразлично  -1,  0,  + 1  ,  то  вѣроятность  средней  погрѣшности,  равной 
пулю,  при  числѣ  5  наблюденій,  опредѣлится  среднимъ  членомъ  разложенія 
раздѣленнымъ  па  3'.  Приближенная  велпчпиа  этого  средняго  члена,  при  значительномъ  «, 
получится  изъ  Формулы  ( 1 4в),  положивъ  въ  ней  п  —  і.  Слѣдовательно 

0  ЗУ.-™ 

а  вѣроятность  Р,  что  средняя  ошибка  равпа  пулю,  будетъ 


Р  —  гл;' 

Вони»,  но  т  упогошаеиомт,  №  79 ,  іш  »ашіМ  дал  клюй  мании™  средами 
члена  разложенія  (х~ ‘Ц-іЦ-®*)’  сумму 

Уо  —  *  +  1  4.9  ^4.4  4.4.3. 4  ' 

Но  чпс-іеппое  приложеніе  этого  ряда,  прп  значительномъ  $,  приведетъ  къ  выкладкамъ  до 
такой  степени  продолжительнымъ,  что  эта  Формула  вовсе  не  можетъ  служить  для  рѣшенія 
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задачи.  II  так 
шаго  ряда,  выражающейся 


значительнѣе.  Мы  уже  пмѣ 
(№№  68,  69,  76),  какш 
ві  |  ч  е  зависящихъ  от 
вся  основана  на  употреблен 


)  будетъ  обратиться  къ  прпб.іпженпой  величинѣ  суммы  предъпду- 
З'УЗ 

і  весьма  простою  Формулою  — =  >  тѣмъ  болѣе  точиою,  чѣмъ  л 
п  с-іучаіі  замѣтить  п  прн  рѣшеніи  нѣкоторыхъ  другпхъ  задачъ 
ь  важнымъ  пособіемъ  могутъ  служить  прпблпжепныя  велпчппы 
>  весьма  большихъ  чиселъ.  Излагаемая  въ  этой  Главѣ  теорія, 
п  такого  рода  Формулъ. 

81.  Вопросъ  предъпдущаго  '№  можетъ  быть  пред-іожепъ  въ  болѣе  общемъ  видѣ.  По¬ 
ложимъ,  требуется  иайтп,  прп  прежнихъ  условіяхъ,  вѣроятность,  что  средпял  погрѣшность 
весьма  значительнаго  числа  $  наблюденій,  будетъ  равняться  —  >  разумѣя  подъ  I  цѣлое  по¬ 
ложительное  число. 

Вопросъ  очевидно  приводится  къ  опредѣленію  коэффиціента  степени  х‘  въ  разложеніи 
х‘  =  (®-п-Нс-(п-,)-і-. . .  .+аг-‘4-і-Нв‘-|-. . .  .-Нс”-Ч®Т; 

раздѣливъ  этотъ  коэффиціентъ  иа  (2/1+1)' ,  получится  искомая  вѣроятность.  П  такъ, 
если  положимъ 

х’=Л+^1(®‘-Ьв-‘Н-Л^4«_,)+.  •  •  •  •  .-М,,кч-х-'п), 

то  искомая  вѣроятность  изобразится  дробью  — ■  Подставимъ ,  какъ  въ  предъпду- 
шеиъ  І№,  (Рѵ~ 1  па  мѣсто  х\  найдется 

/8іп.  ЧіуѴ. 

[1-)-2(Со5.9>+Со$.29)-|-. . .  .-+-С05.Л95)]*  —  (  - ^ -  )  — 

8іп.  —  (р  / 

А0-\-2А  ,Со8.дв-|-2/#аСо8.2<р-[- . . .  .-\-2А$о% .Іф-\~. . .  .-\-2АіиО,05 .тр. 

Теперь  легко  видѣть,  что  для  полученія  коэффиціента  Ап  стоптъ  только  умиожпть  обѣ 
части  послѣдняго  уравненія  на  Соз.іір.  йір,  и  потомъ  взять  интегралъ  отъ  у>—  0  до  <р~п. 
Прп  такомъ  дѣйствіи,  всѣ  интегралы  второй  части,  за  псключеиіемъ 
2А, у  Со® }1<р.й(рл 

уничтожатся,  п  останется  просто 

//ь.*+*,у  ... 

у  (  — ■ — і —  )  Соз.ір.йср  —  2А,^  Соз Нр.й<р  —  2 А,]"  ^Соз.2 Іір-\--^Лр—А,.п, 
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я  .  Дп+І  .г 

А,  —  ^  Г5'"'  *  —  \  Соьіу.сіу. 


(ив) 


Мы  сказали,  кто  всѣ  пптсграды,  за  исмюшіімъ  %Ст?Ър  А<р,  уішчтожаются;  и 
йствптелыю,  пусть  будетъ 

У  Соз.пкр .  Со з.ігр.йср 


одинъ  изъ  иихъ.  Такъ  какъ 

Со5.т<р  .Со5.1(р  =.  ^Со9.(т—1)ір, 

/’ГСо8.шу.Соз.іу  = -і- {”Соцт+1)<р. <і<Р-гі[/о  Соз.(т— !)</>  й<р 

_  /5іп.(т+0у^  ,  /Зш-Сі-ОрЧ" 

—  I  ІМ+О'Ѵ  /о 

По  разиость  я— I,  по  предположенію,  ие  равна  нулю;  слѣдовательно,  каждое 
слѣдитъ  двухъ  выраженій  упттожптсп  между  предѣлами;  поэтому  будетъ 
У  Со5.т/р .  Сов Л<р  .й<р~  0. 

Если  въ  уравпеиіп  (148)  замѣнимъ  -5- '/>  угломъ  ір,  то  получимъ 

А,  =  |/У(?Ь|^)'й».(2ВД ' іѵ- 

Для  опредѣленія  этого  интеграла  ветшшіъ,  ято  въ  предали,»™.  К"  ішдено 
/5іп^а+І>у_  (2п+|  У .  е“  [  I —I .  нр'— М  щ*— . . .  ■ ;  І  і 

слѣдовательно 


^  _  2(2 «+Оу  *  "с—  а"(з+--^,[|— Ь  щ.'—М.кре—.  ■  .]Со5.(2 1<р).Л<р. 


предѣлы  въ  отпошеніп  къ 
которое  можетъ  быть  замѣне 


1  ,/2л(л+«Ы 

будутъ  0  и  весьма  значительное  чпело  п  ѵ  =  ’ 

і  положительною  безконечностію.  Получимъ 
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_  цьн-чѵа  г^.-У./  а  „  .л-г.../  д 

яѴ2л(л+1).« '-•'о  Ѵ2п(л+|).л-'  5 ■'о  Ѵ2/і(л+1).*/ 


гдѣ  для  краткости  і 


С  =.  : 


тГ 


Ч'гпСл+І).!-'  *-'о  'Ѵ,2/і(л+і).і 

С.См/-^^).*-...], 

1  ■'о  Ѵ2л(л+»).4/  ^ 

^ ,  //  —  27  . 

•■&■+»■  Е?МП?’ 

Но  въкпрсдъпдушемъ  N  замѣчено,  что  питегралы 

ЛЙ,  ^/°°с~‘г  . . . 

какъ  колпчестпа  порядковъ  — )  могутъ  быть  откпиуты.  То  же  самое  замѣчаніе 

отпосптся  п  къ  двумъ  послѣднимъ  интеграламъ  выведенной  сен-часъ  Формулы.  II  въ  са¬ 
момъ  дѣлѣ,  легко  впдѣть,  что 

—  Г  е~‘  .1*.Со$.(-====)-А  <  —  [  е~‘  .і*Л, 

1  ■'о  М'2л(л-Н).*/  *  ■'о 

потому  что  каждый  элементъ  перваго  пзъ  этпхъ  двухъ  интеграловъ  меньше  соотвѣтствую¬ 
щаго  ему  элемента  втораго  пптсграла,  по  прпчппѣ  нпожптсля  Сов.^— — — — чпслсиная 
величина  котораго  пмѣетъ  предѣломъ  едпнпцу.  Подобпьшъ  образомъ  удостовѣримся,  что 
_2/л'3_ 

ЧУ*Я(Л+1).* 

первый  членъ.  II  такъ 

жу+вѵз  г» Ся/_^=)ж  . 

*П'2л(л+І).і-'о  Ѵіл(п+І)л/ 

Опредѣлимъ  теперь^этотъ  послѣдній  интегралъ.  Ес.іп  положимъ  для  кратко 


"  Г /Г'Ѵспя/— — — ).Л  <*Гсое-,і . ел, 

*  •'о  Ѵ2л(л+І).л/  4‘-'о 

і  будетъ  удержать  ■ 


У2л(л+1).л 

п  изобразимъ  чрезт.  у  величину  искомаго  интеграла,  то  получи» 
у  —  У  с~‘  Со5.(«() .  А. 

Взявъ  дпФФсрспціалъ  по  пзмѣпяемости  «,  найдемъ 

^  ~  —  У  с~‘  .1.8\п.{аІ).А  . 
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Съ  другой  сторопы,  шітсгрпровшііс  по  частямъ  доставитъ 

/сѴ‘,.І.8іп.«.<В=  (_4«-‘*.8ш.И)"  +  Т.Г '•~*СмМ-л  =ТТ- 

Слѣдовательно 

%+тт^о. 

откуда 

І  =  0.Ш  г  =  Се- т, 

У  2 

разумѣя  подъ  С  постоянную  величину.  Для  опредѣ-іспія  С,  полагаемъ  а  —  0;  найдете» 
одно  время 


>  слѣдствіе  ч 


—  С  и  у  —  /о“е  ‘1дІ  =  ~Ѵп  —  С, 
/°°в-‘*С08 .(оЛ).аі=-^Ѵп.  в~  Т. 


('«О 


ап(п+і)т. 


будетъ 

(С50) 


/■"Ѵсо./^2=Ѵ  = 

На  оспованіп  этой  Формулы,  найдемъ 

1  У2л(л+І).«  ’ 

послѣ  чего,  самая  вѣроятность  Р,  что  средняя  погрѣшность  наблюденій  раі 
3/* 

Р  =:  у  .  — е  *л(П+1)5. 

ѴѢя(л+1>.ім 

Очевидно,  что  вѣроятность  средней  погрѣішюстп  —  у»  опредѣлится  этою  самою  Формулою. 

82.  Перейдемъ  теперь  къ  опредѣленію  вѣроятности,  что  сумма  погрѣшностей  всѣхъ  я 
наблюденій  будетъ  заключаться  между  предѣлами  ±1,  пли,  иначе,  что  упоминаемая  сумма 
имѣетъ  безразлично  одно  изъ  слѣдующихъ  2ІЦ-1  значеній:  0,  ±1,  ±2,  ±3,...  ±1 

Для  опредѣленія  этой  новой  вѣроятности,  которую  означимъ  чрезъ  р,  должпо  будетъ  вы¬ 
числить  послѣдовательныя  велпчппы  второй  части  Формулы  (І50),  подставляя  въ  нее  по 
порядку  0,  ±1,  ±2 .....  ±1  на  мѣсто  I,  и  сложить  потомъ  всѣ  найденныя  такимъ 
образомъ  величины.  Пли,  какъ  Функція  (150)  чётная,  то  достаточно  будетъ  подставить  въ 
нее  положительныя  велпчппы  0,  +1 ,  +2 !,...+ 1,  п  потомъ,  удвоивъ  результатъ  сло¬ 
женія,  отнять  отъ  него  значеніе  той  же  Функціи  при  1  —  0.  Такимъ  образомъ  получимъ: 
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✓2л(п+1). 

Для  опредѣленія  суммы 


—  [^14-е  *»(»+•)*  _і_е  2л(л+і)*  4. _ -|-е  —  -—У3  ■  - 


14-е  2л(л+і)-*4_....4_е  2л(Л+пІ( 

>  интегралъ  въ  разиостяхъ 


и  придать  къ  нему  послѣдній  ч 
простоты 


2л(я+і)» .  'Слѣдователь 


'  _  2л(л+|)і 


і  замѣтивъ  что  у0  —  1 ,  получи 


Но 


'  ✓ал(л+«.л 

Для  опредѣленія  —у, ,  возьмемъ  извѣстную  Формулу  [ПРИМѢЧАНІЕ  I] : 

4, = |(г,-гЛ-н  (I'  -  %) - 

3 Iх 

4ГІ  —  _  31  с  2л(л-|-1)*>  лУч  —  о  ■ 


л(л+1)» 

слѣдовательно,  ’щ  будетъ  количество  порядка  у>  и  прп  я  весьма  значительномъ,  оно,  въ 
сравненіи  съ  у, ,  можетъ  быть  откинуто.  Поэтому  получимъ 

.  К*  -  5 1*  /т\ 

п— _ ѵа. —  Г  Г  Р.  «"(»+«)*  «"ОН-нЛ.  ^  ' 

УяГл+І).я*  І-'о  2  -I 

Пусть  будетъ 

ВДТ>  =  ‘'  °"?да  ,  =  йЦг 
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выраженіе  р  приметь  г 


р 


‘  А4-  - 


Ѵ?л(п+1).т,з 

Послѣдній  членъ  этой  Формулы,  при  значительныхъ  величинахъ  і  п  п,  будетъ  чрезвычайно 
малъ,  почему  можетъ  быть  откппутъ  безъ  ощутительной  погрѣшности.  ^Тогда  полу¬ 
чалъ  просто 

Р=7і/0  е~‘ *» 

разумѣя  «одъ  р,  какъ  н  выше,  вѣроятность,  что  сумма  погрѣшностей  заключается  между 
предѣлами  _ 

іѴйп(п+і)г  ,  іѴіп(п+1)і 

- УЗ —  п  ѵз  ’ 

илп  еще,  что  средняя  ариѳметическая  погрѣшность  содержится  между  предѣлами 

_  <У8л(п+<> _ <У'«я(я+І) 

Туз - ь  УЗ.Ул 

Положпмъ,  что  число  л  весьма  велико;  въ  такомъ  случаѣ  Ѵ2п(п+1)з  пзобразптся, 
весьма  приближенно,  величиною  пѴТ$.  Сверхъ  того,  такъ  какъ  чпело  /  выражено  въ 
тѣхъ  же  единицахъ  какъ  и  л,  п  заключаетъ  вообще  очень  много  такпхъ  единицъ,  то  оба 
члепа  отношенія  —  можно  будетъ  замѣнить  величинами,  имъ  пропорціональными,  но  кото¬ 
рыя  соотвѣтственно  будутъ  пссравноино  меньше  (  и  л.  Такъ  напримѣръ  допустивъ,  что 
промежутокъ  между  крайними  погрѣшностями  —  ли  л  пропорціоналенъ  числу  2я, 

вторевиую 
»  про- 
,  выра- 


>  меньше  I 
погрѣшностями  — 
можно  положить  п~а;  тогда  I  будетъ  заключ: 
большее  или  меньшее  число  разъ,  смотря 
межутковъ  между  двумя  послѣдовательны* 


л  иропорніона. 
включать  въ  себѣ  величину  < 
і  обстоятельствамъ.  Чтб 
погрѣшностями ,  то  кая 


касается  , 


чрезвычаин 


ь  пуля 


равно  л. 


изображать  конечною  величиною  а, 
костями  очевидно  опредѣлится  дробь 
II  такъ,  замѣняя  въ  Формулѣ 


;  дѣйствительно,  такъ  какъ  число  всѣхъ  промежут¬ 
окъ  полный  промежутокъ  отъ  0  до  л  мм  условились 
го  разность  между  друмя  послѣдовательными  погрѣш- 


V  2л(л-Ы)л  величі 
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въ  которомъ  отношеніе  —  достигаетъ  порядка  Ѵ>,  когда  количеству  I  приписываемъ  ве¬ 
личину,  сравнимую  съ  числомъ  посредственной  величины. 

Если  вмѣсто  л  напишемъ  а,  то  получимъ  для  вѣроятности,  что  сумма  погрѣшностей 
заключается  между  предѣлами 

—  То-  “  -*_"7йГ’ 

Формулу 

Р  -  '*]=  *■ 

вычисленіе  которой  очень  просто  при  пособіи  таблицъ,  помѣшенныхъ  въ  концѣ  этой  кипгп. 

Изъ  доказанныхъ  памп  Формулъ,  легко  вывести  правіио  ариѳметической  средины ,  ко¬ 
торое,  далѣе,  получитъ  еще  бблыную  степень  обшиостп. 

Раздѣлимъ  па  5  предѣлы 

_ іаіѴі  .  іаП'з 

Ѵв  п  "I"  у«  » 

относящіеся  къ  суммѣ  погрѣшностей  наблюденій.  Получимъ  для  предѣ-іовъ  срсдііей  по¬ 
грѣшности: 

“  УвТРІ  “  +  Ѵ&Ѵі‘ 

Вѣроятность  же,  что  средняя  ариѳметическая  погрѣшность  заключается  между  этими 
прсдѣіами,  будетъ,  какъ  мы  видѣли  выше, 

г=Н^='-УГ'-"«- 

р  =У|^ 

принимая  за  предѣлы  средней  погрѣшности 


Соображаясь  съ  этими  результатами,  очепь  легко  видѣть,  что  средняя  погрѣшность, 
при  возрастающемъ  числѣ  наблюденій,  неопредѣіешю  стремится  къ  пулю  съ  вѣроятностію, 
быстро  приближающеюся  къ  едпппцѣ  или  достовѣрности.  Дѣйствительно,  принявъ  * 
весьма  значительнымъ,  а  I  равнымъ  посредственной  величинѣ,  напримѣръ  3,  <ь,  5..., 
предѣлы  средней  погрѣшности  будутъ  очень  тѣсны,  заключая  «жду  собою  нуль;  въ  тб 
же  время  вѣроятность  р  этихъ  предѣловъ  достигнетъ  значенія  весьма  близкаго  къ  I,  ибо, 
даже  при  <  —  3,  она  уже  будетъ 
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р  —  і_  ^-(0,000 1*...)  =  0,90985.... 

что  можно  впдѣть  пзъ  таб.шцы  пптсграловъ  ^  е  ‘  <Н,  о  которой  ми  сен-часъ  упомяну .ш. 

Изъ  сказаипаго  легко  заключить,  что  при  равновозможныхъ  ошибкахъ,  и  при  значи¬ 
тельномъ  числѣ  прямыхъ  наблюденій,  правило  средней  арпометпчсскоіі  должпо  считать  са¬ 
мымъ  выгодиымъ.  Дѣйствительно,  положимъ,  что  нѣкоторый  элементъ,  котораго  точную 

величину  изобразимъ  чрезъ  ж,  опредѣленъ  я  наблюденіями;  пусть  будутъ  а,,  а,,  а, - а г 

ихъ  показанія.  Всѣ  эти  наблюденія  сопровождаются  нѣкоторыми  неизвѣстными  погрѣш¬ 
ностями,  положительными  пли  отрицательными,  которыя  очевидно  изобразятся  разностями: 

Въ  слѣдствіе  приведеннаго  сеи-часъ  правила,  сумма  погрѣшностей 

(а,— ®)-На*— < Е)+(а»— х)+-  •  -+К— ®)> 

съ  увеличеніемъ  числа  я  наблюденій,  будетъ  пеопрсдѣіешю  приближаться  къ  пулю.  Слѣ¬ 
довательно,  предположивъ  я  чрезвычайно  большимъ,  получимъ  очень  приближенно 

(я, — ®)+(в* — ®ЬКа»  *)+•  ®)  = 

откуда 

ж  _  «,-НИ-мН— --К. 

И  такъ,  повторяемъ,  правдоподобнѣйшій  результатъ,  при  равновѣроятныхъ  погрѣшно¬ 
стяхъ,  опредѣляется  среднею  арпометпческою  пзъ  всѣхъ  паблюдспіи,  когда  число  спхъ  по- 
слѣдппхъ  весьма  зпачитсльпо.  Въ  слѣдующихъ  нумерахъ  мы  распростраппмъ  это  правило 
доказавъ,  что  оно  справедливо  и  въ  томъ  случаѣ,  когда  погрѣшности  пе  предполагаются 
равновозможиыми,  а  подчинены,  съ  нѣкоторыми  ограниченіями,  какому  ип  есть  закону. 

Формулы,  выведенныя  въ  этомъ  №  въ  томъ  предположеніи,  что  всякая  погрѣшность, 
между  пзвѣстпымп  предѣлами,  равновѣроятна,  могутъ  получить  мпогоразличпыя  примѣча¬ 
тельныя  приложенія.  Ихъ  можно  употреблять  всякій  разъ,  какъ  при  значительномъ  числѣ 
наблюденій,  не  имѣемъ  а  ргіогі  никакой  причины  полагать,  чтобы  изъ  числа  наблюденныхъ 
явленій,  нѣкоторыя  были  вѣроятнѣе  другихъ.  Читатели  найдутъ  между  прочимъ  у  Лапласа 
(Ткбогіе  апаі.  </ся  РгоЬ.  п°  13)  любопытное  численное  приложеніе  къ  опредѣленію  вѣ- 
роптпостп,  что  сумма  наклоненій  кометныхъ  орбитъ  къ  эклцптркѣ  заключается  между 
извѣстными  предѣлами.  Разборъ  этого  вопроса  проводить  къ  слѣдствію,  что  пѣтъ  ип- 
ракой  надобности  прибѣгать  къ  цпотезѣ  о  существованіи  первоначальной  прпчппы,  пмѣвшен 
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вліяніе  на  степень  наклоненія  кометныхъ  путей,  какое  предположеніе,  напротивъ  того, 
иепрсмѣиио  должпо  быть  допущено  для  планетныхъ  орбитъ. 

Приступаемъ  теперь  къ  рѣшенію  вопроса  о  иаивыгодиѣйшпхъ  результатахъ  наблюденій 
при  какомъ  ни  есть  законѣ  вѣроятности  погрѣшностей. 

83.  Положимъ  какъ  п  въ  №  80,  что  производится  весьма  значительное  число  л 
наблюденій,  погрѣшности  которыхъ  могутъ  быть 

-л,  -(«-<).  •■—2,  —1,  0,  +1,  +2,  ...+(л-1),  +п. 

Относительно  же  этихъ  погрѣшностей,  мы  ис  ограничимся  теперь  предположеніемъ,  что 
онѣ  всѣ  равновѣроятны,  какъ  предполагали  въ  предъпдущпхъ  нумерахъ.  Допустимъ  только, 
что  при  каждомъ  пзъ  $  наблюденій,  вѣроятность  одной  п  той  же  ошибки,  положительной 
плп  отрпцатсльпой,  пе  персмѣпяется.  Поэтому,  какое  бы  пзъ  $  наблюденій  пе  разсматри¬ 
валось,  число  случаевъ,  приводящихъ  къ  опредѣленной  погрѣшности  ±  ж,  одно  п  то  же. 
Сверхъ  того ,  пе  имѣя  а  ргіогі  никакой  прпчппы  предполагать  чтобы  погрѣшности ,  па- 
прпмѣръ  положительныя,  были  болѣе  плп  мепѣс  правдоподобпы  чѣмъ  отрицательныя,  мы 
допустимъ,  что  число  статочностсй ,  приводящихъ  къ  погрѣшности  -|-ж,  равно  числу 
статочпостей,  приводящихъ  къ  погрѣшности  — х.  ^прочемъ,  въ  №  91  мы  скажемъ 
нѣсколько  словъ  и  о  томъ  случаѣ,  когда  вѣроятности  положительныхъ  п  отрицательныхъ 
погрѣшностей  пе  предполагаются  равпымп  между  собою. 

Изобразимъ  чрезъ  Г(ж)  число  случаевъ,  приводящихъ  къ  погрѣшности  +ж,  плп,  что 
всё  равно,  къ  —х.  Функція  Г(ж),  зависящая  очевидно  отъ  перемѣнной  погрѣшности  ж, 
будетъ  также  вообще  зависѣть  и  отъ  нѣсколькпхъ  постоянныхъ  величинъ,  вводимыхъ  спо¬ 
собомъ  наблюденія.  Если  предположимъ  чпело  2я  +  1  погрѣшностей  чрезвычайно  боль¬ 
шимъ,  то  ясно,  что  отношеніе  Г(ж)  къ  числу  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ ,  изображающее 
вѣроятность  ошибки  ±  ж,  будетъ  чрезвычайно  мало.  Дѣйствительно,  сумма  8Г(ж),  рас¬ 
пространенная  на  псѣ  значенія  ж  отъ  х~ — я  до  ж=.-| -я,  и  раздѣленная  потомъ  на 
совокупность  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ ,  изобразитъ  вѣроятность  какой  либо  пзъ  воз¬ 
можныхъ  погрѣшностей,  п  поэтому  будетъ  равна  достовѣрпостп  или  единицѣ.  Что  же 
касается  до  вѣроятности  опредѣленной  погрѣшности  ±ж,  то  она  составитъ  только  весьма 
незначительную  часть  достовѣрпостп,  почему  и  будетъ  чрезвычайно  малою  дробью. 

Хотя  Г(ж),  а  слѣдовательно  п  вѣроятность  ошибки  -±.  ж,  которую  означимъ  чрезъ  Р(х), 
пачъ  пепзвѣстпы,  но  мы  можемъ,  посредствомъ  здраваго  соображенія,  опредѣлить  нѣкото¬ 
рыя  свойства  обѣихъ  этпхъ  Функцій,  пмсішо:  1°  Мы  знаемъ,  что  численная  величина  Р(х) 
чрезвычайно  мала.  2°  Когда  не  имѣемъ  а  ргіогі  пикакихъ  данныхъ  объ  этпхъ  фуикцілхъ, 
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то  доняты  принанять  *(+.)  =  *(— )■  ■  Р™“  *(+»>=*<— ^*  •»  ™ 

об*  функціи  ей  и  Г(«)  четныя.  3°  Суша  8Е(я=)  кпѣх»  значеній  Щх)  оп  «_  н 
до  ®=+»,  равна  единицѣ.  V  Таи.  как*  тшатедышсть,  съ  которою  вообще  пропзко- 
длтся  пабзюдсніл,  а  равно  совершенство  способов»  н  употреб.іяеивііъ  ннструнептовъ,  даетъ 
право  предподагать,  что  вбившія  ундонешн  от»  цстшшаго  реаудвтата  бодѣе  нравдопо- 
добпві,  чѣмъ  ббдвшія,  то  Р(х)  будет»  убывать  с»  позрстапіеи»  чпстспной  ведпчшш  х, 
п  наконец»,  прн  зпачепіп  х,  превосходящемъ  допускаемый  оредѣіъ  погрѣшностей,  сдѣлается 
совершенно  печувствятедьпою.  Подъ  предѣломъ  погрѣшностей  мы  разумѣемъ  такую  ведп- 
чону,  которая,  как»  явно  погрѣшптелвная,  п  поэтому  не  застужшшишя  ппнакого  довѣрія, 
заставнда  бы  пасъ  отбросом,  соотвѣтственное  ей  наблюденіе.  Въ  слѣдствіе  этого  замѣ¬ 
чанія,  наибольшее  значеніе  Функціи  р(х)  соотвѣтствуетъ  предположенію  ш  =  0,  почему  и 
имѣемъ  ПО)=тахітшп.  Изъ  того,  что  Функція  Щх)  убывающая.  зак..ючаем»  ташке, 
что  производная  ея  Р(«)<0.  Легко  вндѣгь,  что  эти  свойства  равно  относятся  п  и 
Функція  Г(®),  тягъ  что  Г(0)  “  тахітит  п  С'(ш)<0. 

Постѣ  енх»  предоарнтельпых»  объясненій,  посмотртп,  каком»  образом»  рѣшается  во¬ 
прос»  №  81,  предполагая  закон  вѣроятностей  ошпбоп  неизвѣстнымъ.  П  такъ  поло¬ 
жимъ,  ищется  вѣроятность  Р,  что  средняя  погрѣшность  5  наблюденіи  будетъ  +— ■ 

Разсуждая  кап  и  И"  80  п  81,  уводомъ,  что  искомая  вѣроятность  опредѣлится 
Формулой: 

1/"ДюГ)+ТГ(1;Со,ф+ег;т>сю.Ог+  .-і-згСпіСюлю)  СолЛо-Ду  ^|52^ 

(гсо)+2Г(1Н-2г@Н - 

Для  преобразованія  этого  выраженія  и  другое,  простѣйшее,  пусть  будетъ 

Ф(п)  =  Г(0Н-2Ц1Н-2Г(2Н-...+2К4 

Таь-ь  какъ  по  Тайлоровой  теоремѣ  пмѣсмъ 

Г(0)  =  Г(0) 

2Г(1)  —  2[С(0)+Г(0)+^  +  {^+-] 

2Г(2)  =  2[Г(0)+Г'(0).2Ц-О|.2Ч-  ^-2*+.  •  ■] 

2Г(п) :  2[Г(0)+Г(0).и-і-^|>-»'+ііё-п‘+.  ■ 

то,  сложивъ  эти  уравненія,  получимъ 
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Ф(»)  =  Г(0)+2р(0).п+Г(0).8я-)-®.8пЧ-{За>.8иЧ-...  ], 

разумѣя  вообще  подъ  знакоположепіемъ  5(лт)  сумму  іт-|-2т-і-Зш-{-. . . Еслп  по¬ 
ложимъ,  какъ  п  выше,  что  л  изображаетъ  чпело  чрезвычайно  большое,  то  промежутка 
мсяіду  двумя  послѣдовательными  погрѣшностями  будутъ  чрезвычайно  малы  въ  сравненіи  съ  л; 
въ  такомъ  предположеніи  можно  будетъ,  на  оспованін  извѣстной  Формулы,  служащей  для 
преоб|>азовапія  интеграла  въ  конечныхъ  разпостяхъ  въ  обыкповспиый  (ПРИМѢЧАНІЕ  I), 
замѣнить  сумму  8(лт),  безъ  ощутительной  погрѣшпостп,  интеграломъ  у" лтАі  ~  • 

Сверхъ  того,  откпнувъ  въ  предъпдущей  Формулѣ  велнчпну  Г(0),  нечувствительную  въ  срав- 
непіп  съ  суммою  остальпыхъ  членовъ,  получимъ 

Ф(п)  =  2[С(0)п+Г(0).і*+®~  +  ...]. 

ДпФФеренцпруя  это  выраженіе,  будетъ 

Ф'(н)  =  2р(0)+Г(0).И-1§-»*-|-..]  =  гГ<4 


Ф(п)  =  2/  Г(п]ьіп, 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдется 

Г(0)+2Г(І)Соѣ.у4-2Г(2)Соі.2рИ-...+2Г(п)Со5.прі  =  2["Ц/1ряму.йп, 
а  Формула  (152)  приметъ  слѣдующій,  простѣйшій  видъ: 

ІГ[/  Г(л)Со5. лг/і . Соз Л<р.й(р 

Р~~*  [//мН’ 

Подставюгь  па  мѣсто  Соз.лд»  его  разложеніе,  которое,  какъ  извѣстно,  составляетъ 
всегда  рядъ  сходящійся  [ПРИМѢЧАНІЕ  III,  §  Ь];  получпмъ 

„  „  /  ((п).пЧп  Г  Г(л). лѴл 

^  Г(н)Соз.:цр.</и  =  ^  Г(«)і іп-иу.  “  д  д, - Н»У-  °а  Зу~і - 

Слѣдовательно,  положивъ  для  краткости, 


/”Г(л )вп  —  к, 


Г  і(п) . лМл  Г  І(п).пЧп 

- —  —  к".  1® -  —  ѢГ. 


гдѣ  к,  к",  к"' . . .  будутъ  выраженія  однородныя  между  собой,  найдемъ 
Р  —  (і  —  —•  г?(рг-\-^—-п'<рК — . .  Соз Лір.йір. 
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/,  =Ч<і-^.пѴ+^— V— ■) 

^  ^  *"  »  «  4  п*<рг _ ^'* аіУ^'Г  "У _ •••» 

то  п  получимъ 

Р—^/  е~*'гя  9  (і— - )Соз.^.Жр. 

Въ  N°  81  уже  доказано,  что  второй  пзъ  пптеграловъ,  составляющихъ  вторую  часть 
этого  уравпспія,  есть  велпчппа  порядка  у  въ  отпошеніп  къ  первому  интегралу,  а  поэтому, 
про  весьма  значительномъ  5,  можетъ  быть  откппутъ.  II  такъ,  получимъ  просто 
р——  е  к  Соз.Іу.гідв. 

Принявъ  же 


е  №  81, 

г  =  ^/Т»~Мтѵж)л' 


гдѣ 


Г  можно  принять 
л  /* 


т  = 

Такъ  какъ  пил  предполагаются  чрезвычайно  большими  числами,  і 
равнымъ  безконечности,  и  тогда,  въ  силу  Формулы  (14-9),  получимъ 

Р=Щ  е_,С«и.(ІѴ'і)л=ЛѴр^;-е 

Чтобы  найти  вѣроятность,  что  сумма  погрѣшностей  наблюденій  заключается  между  пре- 
дѣламп  — I  и  -\-1,  поступаемъ  точно  такъ,  какъ  было  объяснено  съ  надлежащими  подроб¬ 
ностями  въ  №  82.  Если  изобразимъ  эту  новую  вѣроятность  чрезъ  р,  и  ограничимся 
тою  же  степенью  приближенія  какъ  въ  упомянутомъ  №,  то  получить 
р  = 

или,  замѣтивъ  что  Р  есть  Функція  чётная, 

р  —  2^  Рйі. 


ТЕО 

Слѣдовательно  вѣроятность,  что 


Р  = 
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сумма  погрѣшностей  наблюденій  заключается  между  +  I, 


Эта  самая  величина  р  очевидно  изобразитъ  и  вѣроятность,  что  средняя  ариѳметическая 
всѣхъ  погрѣшностей  наблюденій  содержится  между  предѣлами  ір  — • 

Чтобъ  подчинить  закону  непрерывности  погрѣшности  наблюденій,  замѣнимъ,  какъ  въ 
N°  82,  безконечное  число  п  конечною  величиною  а;  тогда  единицы,  па  которыя  п  разло¬ 
жено,  пли  ппаче,  промежутки  между  двумя  послѣдовательными  погрѣшностями,  будутъ 
безконечно  малы  въ  отпошеніп  къ  а.  Сверхъ  того,  пусть 


въ  такомъ  случаѣ  Формула 


изобразитъ  вѣроятность,  что  сумма  погрѣшностей  і 
пли,  ппаче,  что  средняя  поіріьиіиость  не  выходитъ 


•Яг  (і53) 

оденій  заключается  между  +  агѴі, 
предѣловъ 


Если  положимъ 


-  =  2 IV 


д*. 


і  предѣлы  средней  погрѣшности  будутъ: 

■ш/%. 

--7Г  »  +-?-■ 


Но  мы  знаемъ,  что  даже  для  посредственной  велпчппы  і,  иапрпмѣръ  для  I  ~  ин¬ 
тегралъ  у  е  *  Л  очепь  мало  разпетвуетъ  отъ  -І-Ѵя,  и  тогда  вѣроятность  р  будетъ  очеиь 
близка  къ  едпипцѣ.  Слѣдовательно,  съ  увеличеніемъ  числа  з  наблюденій,  средпяя  погрѣш¬ 
ность  неопредѣленно  приближается  къ  ііулю  съ  вѣроятностію,  какъ  угодно  мало  разнствую¬ 
щею  отъ  достовѣрпости.  Отсюда  должно  заключить,  какъ  въ  концѣ  №  82,  что  средпяя 
арпометпческая ,  при  значительномъ  числѣ  прямыхъ  наблюденій,  есть  напвыгодпѣйшій *ре- 
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»я™гь.  Баковъ  би  пи  билъ  прпточъ  зовош,  вірояіпостп  „огрЪшпостеВ,  изображений 
у  пасъ  Функціею  Р( х). 

Постоянныя  во.шчпаы  к  в  к",  ВІОЛШІа  въ  послѣдвів  ваша  «ор.іу-іы,  зввосяіъ  отъ 
вола  Функціи  ІЦ»)  п.ш  І(х).  Ес.ів  ваіо*в.гь,  но  псѣ  овшбкп  равновѣроятны,  то  р[х) 

о  і(лс)  будутъ  вел . ы  постоянныя.  Тогда  найдется,  что  отпошсвю  у—  о" 

ствительио,  положивъ  Г(х)  —  Л,  оолучпмъ 


к  =  у"Г(л)Лі  =  Я  л,  к"  — 


/",(»)»■*  _ 


слѣдовательно 


р  =  Ѵ±  /'е-'*гг<1г, 


при  тѣхъ  же  предѣлахъ  й=  ^  срсдпен  погрѣшности.  Эта  самая  Формула  найдена  въ  №  82. 

Легко  видѣть,  что  отлошспіе  у  >  равное  дробп  когда  Функція  Р(х)  олп  {(*)  по¬ 
стоянная,  будетъ  менѣе  прп  Цх)  пли  Г(х)  уменьшающейся  съ  увелпчеиісмъ  х ,  что 
естественно  должно  допустить,  какъ  уже  было  замѣчено  въ  началѣ  этого  иумсра.  Чтобы 
показать,  что  при  допущенномъ  условіи,  дѣйствительно  будетъ  р  <  «• »  разсмотримъ  вто¬ 
рую  часть  уравненія 

к"  ГСівУя 
*  2л*У”"  Г(п)</л 


Чрезъ  пнтсгрпрованіе  но  частятъ  получимъ 
к"  _ 

*  іпг(п({п) — У  Г'СлріД») 


Вспомпп>гь  теперь, 
тельная,  потому  что 


*  ■(-* 

что  производная  Г(х),  огь  л  =  0  до  п  =  п,  постоянно  отрпца- 
Функція  Г(х)  убывающая.  Слѣдовательно,  оба  интеграла 
У  "Г(п)пЧп  и,  уПГ(л)лйп 
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отрицательные.  Ес-ін  первому  изъ  нпгь  дадимъ  видъ 
У  Г (л)л*.  псіп, 

то  онъ  можетъ  быть  замѣпспъ  произведеніемъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §  2] 
л,*У  Г(л)лйл, 

разумѣя  подъ  л,  велпчппу,  заключающуюся  между  0  и  л.  И  такъ,  предположивъ 
=-»■ 

гдѣ  5  есть  величина  положительная ,  предъпдущее  выраженіе  для  прпметъ  впдъ 

*  _  «-НЛ* 

к  —  (кн-"1-*) 

Надобно  доказать  теперь,  что 

«эткі,<4  ялв  цнч,-г«+»*.«! 

по  какъ  л,<  л,  то  поэтому  п  послѣднее  неравенство  справедливо.  Слѣдовательно,  прп 
допущенномъ  условіи  относительно  свойства  функціи  Г(х)  ,  будетъ  всегда  —  <  —  • 

84.  Въ  предъпдушемъ  №  мы  искали  вѣроятность,  что  сумма  погрѣшностей  заключается 
между  даппымп  предѣлами;  опредѣлимъ  теперь  вѣроятность,  что  какая  но  есть  линейная 
функція  этихъ  самыхъ  погрѣшностей  заключается  между  тѣми  же  предѣлами.  Пусть  будутъ 

погрѣшности  произведенныхъ  $  наблюденій;  ищется  вѣроятность  Р,  что  лппейпая  Функція 
■^,*і^-7Гга+7Ге*-Н‘,‘Ь^ГеА 

будетъ  равна  числу  >  предполагая  что  /л,,  т1 ,  тг _ тг  изображаютъ  числа  цѣ¬ 

лыя,  положительныя  плп  отрицательныя,  а  ц,  число  цѣлое  положительное,  впрочемъ  произ¬ 
вольное  по  своей  величинѣ.  Положимъ,  какъ  п  въ  предъпдуишхъ  №№,  что  погрѣшности 
могутъ  имѣть  всѣ  слѣдующія  2л+1  значеній: 

—л,  —  (л—  I),...— 2,  -I,  0,  +1,  +2,. .  .4-(л-І),  +л, 
а  чпело  случаевъ,  приводящихъ  къ  какой- пи  есть  погрѣшности  х,  изобразимъ  чрезъ  Г(х). 
Сверхъ  того,  пусть  будетъ 

Х1=І(—п]е~т'П'ТѴ~і  +Г(_л-Н)е— т,(л_,)‘7Гу:іТ+. .  .+Г(— 1)е-т,“^У_'-К(0) 

-ММ)*  *  **  •  .-4-Вл—  і)е  **  м  Ч-Г(л)е  1  " 
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Степени  величины  ^  -  этомъ  ряду  показываютъ  всѣ  возможныя  значенія  перваго 
чіена-^-  суммы  (155).  Слѣдовательно,  если  составшгъ  величины  А,,  К  отно- 

"  **,  '  подобныя  выраженію  X,,  О  найденъ  потомъ  пропз- 

ептельпо  членовъ  »  им  „  . — 

и  1--У- 1 

•  ѵ  у  У  У  то  коэффиціентъ  при  показательномъ  количествѣ  е  "  въ 

— — ч—  ~  с»5»  - 

+  і.  о.»  эхо  ,„с., о  0Э5ХЭ0.1  вро»  Л„  а  сев;"  П*» 

[Ф(П)]1,  какъ  въ  №  83.  Найдется 

Р  —  ;> 

п  какъ  Ф(л)  =2/"Г(п)сІл=  2/с,  то  получимъ 

р  =  А-  О56) 

с»  другой  ото,, ОШ.  „а  .«»•>■  ”*«"”•  т1”1'  К0™Р“’Ш  РУко80дст80ва~ 

іпсь  въ  №М°  80  п  81,  удостовѣримся,  что  величина  А,  опредѣлится  Формулою 

Л,=  ~  {"хіХ,Х,...Х,.Ст{і-^')іѵ  (157) 

Займемся  хеперв  прпосдевіеві  въ  простѣйшему  эпд,  «иратаяш  X,,  X,,  X,.  X,. 

Такъ  и»  оѣроятиосхн  погрѣшвосхо  «,  оодоосхедвпой  п  охрпцахедвоой ,  пр.даодагаюхея 
о  до  иэаовы, ш,  и  сдѣдовахедыіо  Г(+я>)  =  ((—*),  хо  о  «удехъ 


X,  —  Г(0гі-21(1)См(”'.'І)+2Г12|С“!’(2"'''7')+'''+гІ,“)СЮ'("“‘'Э' 

Въ  предъпдуигоъ  *0  пуяершъ  ооваэаоо,  яхо  допоит,  пепреривпосхв  шяѣоепія  въ  оо- 
грѣишосхяхъ,  одо  оввхе,  мредоодояшм.,  ххо  о  сосшпъ  ■»  боэяосдеішаго  мяожесхва  одо- 
ницъ,  предъидушая  сумма  изобразится  интеграломъ 

X,  =  2/Ѵ)Сов.(дпѵ^)Аі. 

_ V  ммр  іа  т  въ  т  въ  т  ..пт.,  получимъ 

измѣняя  послѣдовательно  въ  выраженіи  л,  число  т,  » •  » 

величины  Хг  ,  А',. .  .X, .  И  такъ 

Хг—  2/"і(п)Ст.(птг^')іп 
Хѣ—  2  /Ѵ)Соз.(шѵ^)с/л 

X,—  2 /"Г(л)Со5.(л/л, 
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Разлагая  Соз.^ллі,-^  въ  безкопечпый  рядъ,  который,  какъ  извѣстно,  будетъ  сходяшійс 
получимъ 

х— г[/"Ч)і  .„.г!  _  ц 

При  озиачеиіяхъ  предыдущаго  №,  именно 

/Ѵ)»зд,_  ѵ,  /д"г(»к^  _ 

величина  А,  приметъ  видъ 

X ,  -  2*[і — г-^-"Ѵ+г-7г'І‘Ѵ‘ — ]■ 

Такъ  какъ  логарпомь  второй  части  этого  уравненія  равепъ 

то  X,  можно  написать  въ  видѣ 

Х,  =  М.е  *  Г'П'Р.,  ^  9 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдемъ: 


Далѣе,  положивъ  для  сокращенія, 

^+^+-+^  =  <^) 

получимъ 

х,х,х,.  х.=гѵ.е  *  X,')  г '■Д  ' 

рлр,  обративъ  послѣднюю  показательную  величину  въ  безконечный  рядъ. 
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„рсдЪш  новаго  интеграла  тп,  разсуй»»»,  1  будутъ  0  и  уштѴл.  Слѣдователи» 


пптегра гь  относящійся  ко  второму  члену  подъ  квадратными  скобками,  м 
путь.  Если  сверхъ  того  замѣтимъ ,  что  верхній  предѣлъ  цппѴз  есть 


'Ѵг^л(ѣЙ* 


“-СЛ..Н,  рг^М-ГЛ,  /“«-'‘Сов-И.І-Л . 

»ть  потомъ,  что  коэффиціентъ  при  г1,  именно — — »  есть  велпчппа  по 

_ 
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Мы  уще  доказали  выще,  что  ^'<1.  Для  доказательства  утвержденія  объ 

Кт)  -т-’ 

такъ  какъ  первый  членъ  этой  разиостп  пс  можетъ  превзойти  Кт)  •  т°  * 
смотрѣть  второй  ея  члепъ  •  Замѣппвъ  к'г  п  к  равными  имъ  величинами, 


таточпо  раз- 
получпмъ 


2.3.4.П4  /  1Г(п)Жі 


і,  непремѣнно  мепѣе  8  * 
ія,  то  можно  пронять 


разумѣя  подъ  л,  велпчпиу,  і 


/>)»•*■  = 

Г  =аК4'К<гКі’ 

а  поэтому  И  разпость  —  у-  будетъ  ве-шчопа  о 

Покажемъ  теперь,  что  суммы  «ей- «ео-” 


іедствеппая. 


честна  п 
сверхъ  т 


сумм.,  «=*).  е>, дутъ  Об* 


8(К’)<:?'Я’  8й0<:?'5- 

^будетъ  а, 


Отсюда  заключаемъ  пепосредствспно 

8(^) 

рядка  величины  5,  а  ^  -  количество  порядк 
выше  утвержденія  вполиѣ  оправдываются. 


количество,  независимое  отъ  по- 
На  такомъ  основаніи,  прпвелепиыя 
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Положимъ  теперь,  въ  послѣднемъ  выраженіи  д-ія  Р, 

замѣтивъ,  что  предѣлы  отпоептелыю  новой  перемѣнной  »'  остаются, 
-(-  оо,  по.іучпмъ 

г=±У- 


-±.у  *  Гг1" соаГ-і-У— Цг-^у.: 


Легко  видѣть,  что  ц  исчезаетъ  пзъ  этой  Формулы;  еслп,  сверхъ  • 
ній  пнтсгралъ  его  величиною  [уравненіе  (1'»9)],  то  найдемъ 
к  Р 

— 


э  прпчппѣ  же  пезавп- 
(.58) 


гпу'яѴЕііО 

II  такъ,  Р  пзобразпгь  вѣроятность,  что  сумма  (155)  равпа  +  — ; 
спмостп  выраженія  Р  отъ  чпела  /л,  вѣроятность,  что  сумма 

т,*14-,лЛ-Ни»*а-1->  •  •“НВА 

равпа  -\-1,  очевидно  опредѣлится  тою  же  самою  Формулою. 

вѣроятность  р ,  что  сумма  (158)  будетъ  заключаться  между  предѣлами 
ю  помножить  Р  на  М,  и  взять  интегралъ  произведенія  отъ  -I  до  +1; 
Р  есть  Фупкція  чётная  въ  разсужденіи  I,  получимъ 
р  —  ]**  РМ  —  2 /РМІ 


Чтоб 

— I  И  -И»  до. 

замѣтивъ  же, 


слѣдовательно 


: - ±=  /V 

І.УкѴ|-.8(т,’) 


•«'8  («,*)'»».  л. 


Введемъ  въ  эту  Формулу,  вмѣсто  безконечныхъ  чиселъ  I  а  п,  величины  конечныя;  . 
ь  въ  предъидущемъ  №  83, 


ѵхѴ'ірік*). 


(.59) 
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и  р  будетъ  изображать  вѣроятность,  что  сумма  (158)  заключается  между  предѣлами 
_ агУі  □  _| -агѴі.  Очевидно,  что  -^р  изобразитъ  вѣроятность,  что  та  же  еріма  содер¬ 
жится  между  предѣлами  0  и  -\-агуЬ,  пли  — агѴз  и  0. 

85.  Перейдемъ  теперь  къ  прпложепію  Формулъ  предыдущаго  нумера  къ  даннымъ, 
получаемымъ  пзъ  многочисленныхъ  наблюденій. 

Положимъ,  что  произведенъ  значительный  рядъ  наблюденій,  имѣющій  цѣлію  опредѣ¬ 
леніе  одного  пли  нѣсколькихъ  пепзвѣстпыхъ.  Пусть  будутъ  х,  у,  г. ..  эти  неизвѣстныя 
плп  элементы,  и  допустимъ,  что  опп  нс  могутъ  быть  измѣрены  непосредственно,  а  опре¬ 
дѣляются  наблюденіями  только  нѣкоторыя  ихъ  Функціи  <рх(х,  у,  г. . .),  д>л(х,  у,  г...), 
грг(х,  у,  г . ..)....  даннаго  вида,  и  значенія  которыхъ  мы  изобразимъ  чрезъ  Л/,,  Мг,  Л/,,. . . 
Если  бы  наблюденія  были  въ  строгомъ  смыслѣ  точны,  то  получили  бы 
у,(в,  у,  х. . .) — Л/,  “  0 
<рііх>  У,  *•  •  •) — Мг  —  0 
9>*(®»  У>  *•  •  •)“■ Мш  =  0 


и  тогда,  для  опредѣленія  неизвѣстныхъ  х,  у,  г...,  было  бы  достаточпо  имѣть  столько 
подобныхъ  уравпепій,  сколько  всѣхъ  элементовъ.  Но  такъ  какъ  наблюденія  всегда  под¬ 
вержены  въ  ббльшей  плп  меньшей  степени  погрѣшностямъ,  то  предыдущія  разности  не 
будутъ  равны  пулю,  а  нѣкоторымъ  величинамъ,  положительнымъ  плп  отрицательнымъ. 
Этп-то  разности  между  пстпнпымп  и  наблюденными  велпчипамп  Функцій  у,,  <р1,  п 

называются  погрѣшностями  наблюденій.  Если  изобразимъ  ихъ  чрезъ  е, ,  е„,  г, . . . ,  и  по¬ 
ложимъ  число  наблюденій  равиымъ  л,  то  подучпмъ: 

9>,(х,  У,  *•  •  0— *і  =  *« 

<рх{х,  у,  г...)— Л/,  =  е,  • 

9>*(®.  Г.  х...)— Л/,  = 


(р/х,  у,  х  .) — М,  —  с,. 

Вотъ  уравненія,  пзъ  которыхъ  падлежптъ  вывести  зпачепія  элементовъ  х,  у,  х...: 
по  должпо  замѣтить,  что  опредѣленіе  точныхъ  пхъ  велпчппъ  невозможно,  ибо  въ  эти  л 
уравпепій,  кромѣ  а;,  у,  г...,  входить  еще  л  пепзвѣстпыхъ  »(,  і2,  и  слѣдова- 

те-іьпо,  полпое  число  пепзвѣстпыхъ  превышаетъ  чпело  уравпепій.  Прп  такой  пеопредѣ- 
лснпостп,  естественно  раждастся  вопросъ,  какъ  соедппить  предыдущія  уравненія  напвы- 
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годнѣйшимъ  образомъ,, 


такъ,  чтобы  подучить  вѣроятнѣйшія  значенія  элемеп- 


Нрежде  всего  замѣтимъ  ,  что  во  всѣхъ  приложеніяхъ  напвыгодпѣіішаго  способа  до¬ 
пускаютъ,  что  Функціи  <Рі,  к,  у,...  суть  линейныя;  это  предположеніе  оправдывается 
тѣмъ,  что  вслппппы  х,  у,  г...  могутъ  быть  сдѣланы  весьма  малыми.  Дѣйствительно, 
ихъ  можно  прпнпмать  за  поправки  элементовъ,  уже  извѣстныхъ  по  приближенію.  Напри¬ 
мѣръ,  ссдпбъ  зналп,  что  разсматриваемые  элементы  мало  разнятся  отъ  велпчппъ  а,  Ь,  с..., 
то,  для  уточненія  пхъ,  поставили  бы  а+х,  Ь+Г.  вмѣсто  а,  Ь,  с...,  п  поду¬ 

чило  бы  первое  уравненіе 

(рг(а-\-х,  Ь-НГ,  с-Н» . . .) — Л/,  ~  *, , 

которое,  чрезъ  разложеніе  въ  рядъ,  по  причинѣ  малости  поправокъ  х,  у,  г...,  приметь 


л1+я1«Н-сІг+л.*+ 

і»  подобнымъ  образомъ  Функціи  <рг ,  <р3 
ЛІ+Віх-\-С1у+П,г+ 

лг+в&+сгу+о ,*4- 

Ал+В,х+С#+В&- 


л/,  = 

.,  получимъ  радъ  уравненій 

..—Л/,  =  е, 

Л/,  =  ех 

л/3  =  «. 


А1-\~Віх-\-Сіу-\-І)г2--\-  •  •  •  “"Л/,  —  е,  > 
называемыхъ  въ  наблюдательныхъ  паукахъ  условными  уравненіями. 

Первые  геометры,  употребившіе  условныя  уравненія,  вводплп  нѣкоторыя  соотношенія, 
болѣе  плп  меиѣе  выгодпыя,  между  погрѣшностями  г, ,  ,  *,  ••  •  наблюденій.  Прп  такой 

цеонрсдѣдптсльиостп  'въ  пріёмахъ ,  слѣдствія  вычисленій  для  одной  п  тон  же  системы 
условныхъ  уравненій,  должиы  были  разпетвовать  между  собою,  чтб  дѣйствительно  п  слу¬ 
чалось.  Иные  думали,  что  самая  выгодная  система  велпчппъ  х,  у,  г...  есть  та,  для 
которой  наибольшая  изъ  погрѣшностей  ,  е, ,  е3 . . . ,  независимо  отъ  знака ,  будетъ 
менѣе,  нежели  при  всякой  другой  системѣ.  Пріёмъ,  употребляемый  прп  этомъ  для  опрс- 
дѣленін  иепзвѣстныхъ,  назывался  МеѴюйе  йез  іііиаііопз.  Другіе  полагали,  что  папвыгод- 
пѣйшая  система  соотвѣтствуетъ  тому  предположенію,  когда  сумма  •  •  •  00" 

грѣшностей  есть  наименьшая.  Но  когда  Анализъ  Вѣроятностей  былъ  приложенъ  къ 
паукамъ  наблюдательнымъ ,  тогда  увидѣли ,  что  выборъ  папвыгодпѣішшхъ  выводовъ  зави¬ 
ситъ  не  только  отъ  численныхъ  величинъ  погрѣшностей,  по  ешс  п  отъ  соотвѣтствующихъ 
имъ  вѣроятностей.  ІІаивыгоднѣйшій  выводъ  будетъ  тотъ,  для  котораго  сумма  пронзведе- 
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пій  всѣхъ  погрѣшностей ,  принимая  всегда  сіи  послѣднія  съ  положительными  знаками ,  на 
соотвѣтствующія  пмъ  вѣроятности,  будетъ  наименьшая.  Такимъ  образомъ  наблюдателя 
сравниваютъ  съ  игрокомъ,  который  можетъ  только  проиграть,  и  стараются  сдѣлать  такъ, 
чтобы  математическая  велпчппа  его  проигрыша  была  наименьшая.  Такое  сравнсиіс  оправ¬ 
дывается  тѣмъ,  что  погрѣшности  наблюденій,  какъ  положительныя  такъ  и  отрицательныя, 
въ  равной  степени  должиы  быть  избѣгаемы,  почему  онѣ  и  могутъ  быть  разсматриваемы 
какъ  проигрышъ  въ  игрѣ.  Правда,  въ  игрѣ  часто  принимаютъ  въ  соображеніе  нравствен¬ 
ное,  а  не  математическое  ожиданіе  игрока;  но,  въ  настоящемъ  еіучаѣ,  гдѣ  погрѣшность 
въ  измѣреніи  очевидно  нс  должна  имѣть  ипкакого  вліянія  на  нравственное  состояніе  паблю- 
дателя,  слѣдуетъ  брать  въ  расчётъ  одно  только  ожиданіе  математическое. 

Положимъ  въ  частности,  что  имѣемъ  въ  виду  опредѣлить  изъ  уеювныхъ  уравненіи 
одипъ  элементъ.  Изобразимъ  чрезъ  а  точную  его  ветчину,  а  чрезъ  а  извѣстное  прибли¬ 
женное  его  значеніе.  Ееш  положимъ  а~а- \-х,  то  поправка  х  будетъ  вообще  весьма 
малая  ветчина.  Допустимъ,  что  пе  имѣемъ  возможности  измѣрить  непосредственно  эле¬ 
ментъ  и,  по  можемъ  опредѣлить  другія  величины  <Рі  (а) ,  у>,(а),  Рі(и) . . . ,  зависящія  из¬ 
вѣстнымъ  образомъ  отъ  пего.  Пусть  будутъ  соотвѣтственно  Мі ,  Л/_ ,  М3 . . .  величины 
фуикцій  <р,(и) ,  <рг(и) ,  ф3(а) . . . ,  найденныя  посредствомъ  наблюденій.  Ееш  бы  эти  на¬ 
блюденія  были  совершенно  точпы,  то  пмѣлп  бы 

Ф,(а)  =  Л/, ,  Ѵі(сс)  —  Л1г,  <р3(а)  =  Л/3 . ; 

по  какъ  въ  строгомъ  смыеіѣ  это  невозможно,  то  предъпдуіція  равенства  должно  замѣнить 
уравненіями 

(Р.И-м,  = «, 

?,(«)— м.  —  ’г, 


гдѣ  е, ,  е2,  е3...  изображаютъ  неизвѣстныя  погрѣшности  наблюденій.  Если  вмѣсто  и 
подставимъ  а-}-*  въ  эти  равенства,  то  ,  по  прпчипѣ  х  весьма  малаго,  Функцію  ір^а+х) 
можно  будетъ  замѣнить  суммою  Ч>іір)-\-сР^[а) .  х.  Слѣдовательно 

лЮ+л'Ю-®-».  = «, 

Фг(аУ\-д>г'(а).х—М,  —  е, 

9>а(я)-НР8'(в)-*  Л/3  =  е8 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


Предполагал  же  для  краткости 

9>,'(а)  =  а,  Л/, — 9В,(а)  =  Л, 

9>»'(а)  —  а.  Л/, — у, («)  —  Л, 

9>»  =  а,  Л/,— у>,(а)  =  Л. 

найдемъ  окончательно,  нрп  5  наблюденіяхъ,  слѣдующія  условныя  уравненія: 

«»х — /і,  г  «і  I 

а,® — /і4  =і  *8  \  (і60) 

Замѣтимъ,  что  эта  уравненія  приготовляются  обыкновенно  такъ,  чтобы  коэффиціенты  у  ®,  то 
есть  величины  а  ,  а,,  а,. .  .а,,  были  всѣ  положительные.  Въ  такомъ  случаѣ,  положивъ 
сумму  погрѣшностей  равиою  пулю,  получпмъ 

х  —  5<У. 

Х  —  а,4-«»+‘'»Н - Н»л  8^**) 

Этогь  результатъ  называется  обыкновенно  среднимъ  выводомъ  наблюденій. 

Первый,  предложившій  опредѣленіе  одного  элемента  изъ  многихъ  наблюденій,  прпвоиая 
ць  расчётъ’ вліяніе  каждаго  пзъ  сихъ  послѣднихъ,  былъ  Англійскій  математикъ  Котесъ, 
умершій  въ  171В  году.  Вліяніе  наблюденій  въ  уравненіяхъ  (160)  выражается  коэффиціен¬ 
тами  а  ,  а,,  а,.,  а,.  По  правилу  Котеса,  величина  х—^'  выведенная  изъ  перваго 
наблюденія,  помножается  па  а„  вторая  ^  на  а,  и  такъ  далѣе,  и  сумма  всѣхъ  найденныхъ 
произведеній  дѣлится  па  сумму  коэффиціентовъ  а,-Ні,+- 

Такпмъ  образомъ  очевидно  получпмъ  ооправку  х  =  »  которую  мы  сеи-часъ  назвали 

среднпмъ  выводомъ  наблюденій. 

86.  Прежде  нежели  перейдемъ  въ  изложенію  папвыгодпѣйшаго  способа  соединять 
„„«„Ія  (160)  для  ояредъіевія  и»  вит.  элевевта  *,  ригаотрят.,  навой  степов»  от- 
„ости  мы  можемъ  ожидать,  принимая  за  приближенную  величину  х  средній  выводъ  па- 
_  8(А«> 

блюдешй,  то  есть  полагая  х  —  Щ^)‘ 

Въ  №83  мы  опредѣлили  [Формулы  (153)  и  (15*)]  вѣроятность  р,  что  сумма  погрѣш¬ 
ностей  будетъ  заключаться  между  предѣлами  +  агѴз;  тамъ  наіідспо 
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Допустимъ  теперь,  что  п 
между  предѣлами  +  и. 
Формулы  (160),  имѣемъ 

если  подставимъ  въ  это 


8(Л.)  .  ^  . 

х  —  щ^і  погрѣшность  этого  опредѣ-іенія  х  заі 

р,  бу деть  Съ  другой  сторопы, 


лючается 

с.іожпвъ 


8(а,).х — 8(Л,)  =  8(0 ; 
•  5{А^)  _  - 


+  агѴі  на  мѣсто  8(*,),  • 


С.»  ѣдоватсльпо  вѣроятность  р,  что  погрѣшность  велпчнпы  >  прпппмасмоіі  : 
элемента  х,  заключается  между  предѣлами  и,  будетъ 


,—г—ле  ,  Ги  «РСлИ*  . 

Р  --йгы" 


Ли. 


87.  Положимъ  теперь,  какъ  въ  К"  8*,  что  погрѣшности  наблюденій 
цѣлыя  числа  /л,,  тл,  и  потомъ  разсматривается  сумма  (158)  всѣхп 

ныхъ  произведеній.  Такпмъ  образомъ  пзъ  условныхъ  уравненій  (160)  выведемъ 
тівіЧ_т»*і+т»®*Ч“-  •  -  4-/ЛА  —  8(т,в,).ю — 8(ш,А,). 

Примемъ  въ  соображеніе  величину  х ,  опредѣляемую  пзъ  предположенія , 
погрѣшностей,  соотвѣтственно  помпожеппыхъ  па  лі,,  тг,  тг,...т3,  равна  пулю 
_8(тА) 

Найдемъ  вѣроятность  р ,  что  погрѣшность  этого  опредѣленія  х ,  заключается  м( 
дѣлами  ір  и,  плп  ппаче  ,  вѣроятность  что  х  —  +  “■ 

Въ  концѣ  №  8*  мы  уже  пашлп  вѣроятность  р  [формула  (159)],  что  сумма 
т.«,+т»*і+тА+-  •  .-Н"А 
заключается  между  предѣлами  ірагѴб;  тамъ  было  пайдспо 


Р  = - ^ 

Ѵя  ѴІ-В(т.’К 


Лг. 


(.61) 

М 
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Если  въ  уравненіе  (161) 
гр  и  вмѣсто  х,  то  I 


+.агУз  вмѣсто  суммы  т1еі  •  •  •  4"тА 

г_«8 Су,) } 


ь  слѣдствіе  чего  найдется 

■  -  5(*,а,) 


’«<•*  5<« 


.и  Х{8( 


Наконецъ,  полагая 


дыуя;  #ц»  - 


р  =  А// 


II  такъ,  если  озпачнмъ  чрезъ  Т  такое  побудь  опредѣленное  значеніе  иеремѣлной  I,  то 

р=-^/Гв_<*Л  (163) 
пзобразптъ  вѣроятность,  что  погрѣшность  и  велпчпны  х  —  будетъ  зав-ночаться 
между  предѣлами 


-2ат/гШз  »  +^тѴт-уШ!г  (,б!0 

При  постоянномъ  Т,  вѣроятность  р  постоянная,  п  опа  тѣмъ  блнже  будетъ  подходить  къ 
едшшцѣ  плн  достовѣрностп,  чѣмъ  Т  значительнѣе.  Мы  уже  имѣли  случай  замѣтить ,  что 
даже  при  Т—К,  р  очень  мало  разнствуетъ  отъ  едшшцы.  Сверхъ  того,  такъ  какъ  а  и 
отношеніе  предполагаются  постоянными  при  одномъ  и  томъ  же  рядѣ  наблюденіи,  то  въ 
силу  такихъ  условіи,  предѣлы  (164)  погрѣшности  величины  х  [формула  (162)],  будутъ 
тѣмъ  тѣснѣе,  чѣмъ  мноялтель 

■0"А> 

менѣе.  II  такъ,  папвыгодпѣйшій  выводъ  будетъ  соотвѣтствовать  предположенію 


Щт,а,) 


і,+т»*+-  •  •+"|і>  —  - 


аі+т»“а+т»а«+.  ••+ті 
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Для  опредѣленія  наименьшей  велпчпны  этой  дроби ,  беремъ  ея  производную  отиоси- 
льпо  каждой  изъ  неизвѣстныхъ  ія,,  тл,...тг.  Такимъ  образомъ  получимъ  $  пропзвод- 
іхъ,  п  каждую  пзъ  отъ  должно  уравнять  пулю.  Слѣдовательно  будетъ  вообще 


8|т7)  —  8(т4аг)  '  Щ  — 

гдѣ  і  изображаетъ  чпе-іа  1,  2,  3 . $.  Такъ  какъ  дробь  очевидно  пе  завпепть ' 

отъ  і,  то  изобразивъ  ей  чрезъ  Я,  получимъ  пзъ  уравненія,  опрсдѣіяюшаго  т{: 

шІ  ~  Яа, ,  т%~  Да, ,  т8  ~  Яа, . т,  ~  Яа, . 

Замѣтамъ,  что  величина  Я  остается  совершенно  произвольною.  Если  случится,  что 
ві>  а»>  я*>- •  я,  будутъ  числа  цѣлыя,  то  можно  положить  Д— 1,  и  тогда  найдется 
тІ~а1,  тг~а1,. .  Но  если  всѣ  коэффиціенты  а,,  а,...а„  пли  только  нѣ¬ 

которые  пзъ  ипхъ,  будутъ  дробные,  то  должно  выбрать  Я  такъ,  чтобы  всѣ  произведенія 
Яа,,  Ха,,  Яа8, — Яа,  были  цѣлыя,  потому  что  чпела  /л,,  т%,  ті,..  т,,  имъ  равпыя, 
должны  сами  быть  цѣлыя  по  свойству  употребленнаго  памп  анализа.  Опредѣленіе  же 
числа  Я  нс  представляетъ  ппкакого  затрудненія.  Положимъ,  какъ  обыкновенно  случается 
въ  приложеніяхъ,  что  коэффиціенты  а,,  а„. .  .а,  выражены  десятпчпымп  дробями;  пусть, 
иапрпмѣръ,  наибольшее  число  десятичныхъ  знаковъ,  входящихъ  въ  ипхъ,  будетъ  3.  Тогда, 
помпожпвъ  рядъ  величинъ  а,,  а,,  а,,... а,  на  10“=  1000,  всѣ  произведенія  будутъ  числа 
цѣлыя.  Слѣдовательно,  въ  этомъ  случаѣ,  Я—  1000.  На  такомъ  основаніи,  если  под¬ 
ставимъ  въ  Формулу  (162)  вообще  па  мѣсто  ія,-  величину  Яа,-,  п  замѣтить  что  Я  уничто¬ 
жится,  то  иайдемъ  слѣдующее  напвыгодпѣйшее  значеніе  для  элемента  х: 


_  8(ш/)  . 


5(ЛаА)  _ 

8 (Ла,.а,)  ~ 
)  погрѣшность  а 


8(-А)  _  -А+-А+-- 

81-Л1) 


(165) 

э  опредѣленія  х,  заключается  между  предѣлами 

- .  ( ібб) 


.  Г  =  7=  Г. 

При  опредѣ-іеніи  наименьшаго  значепія  дроби 


(167) 
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Ѵ8(тЛ  _  Ут,,+т1Ч—.+т,» 

«С*Л)  “  •»,«»+"»«»+— +"А* 

мы  разсматривали  числа  /я,,  т.,. .  тг  какъ  величины  непрерывныя;  ио  очень  легко  найти 
топ.  же  самый  тіпітит  и  безъ  этого  ограниченія.  Дѣйствительно ,  къ  квадрату 
(иі1а,-|-/л1а1-(- . . .  -\-таа,)г  продадимъ  сумму  квадратовъ 

(“А— тА)*+(тА“ —  8[(,л.л/— »ѵО*]. 

гдѣ  (  и  I  изображаютъ  чне-іа  неравныя  между  собой,  измѣняющіяся  оба  отъ  1  до  «,  но, 
при  томъ  условіи ,  чтобы  одну  и  ту  же  разность,  съ  протпвпынп  знаками,  писать  одинъ 
только  разъ.  На  такомъ  осповаиіи  получимъ 

(п,іаі-Нт5а2“Ь-  •  •  -НиА)*-Ии,А' — ,л»аі)*-Нтіаз — л,»аі)*+-  •  • 

=  (я,ЧѴ-К  •  .+а,*Хл«|1+'л*1+-  •  •+»»,*)• 

Слѣдовательно,  для  всѣхъ  значеній  чиселъ  ія,,  т2,  тіг...т,,  при  которыхъ  разности 
не  обращаются  въ  нуль,  будетъ 

(*»,«, +и»А-Ь  •  ■+л,Л)*<(ві*+в**+-  •  •-4-0(ті*-Ь'л,1+-  •  -+»*Д 


[8(тА)]*<8(а,*).8(тД  а 
къ,  наименьшая  всличипа  выраженія 

будетъ 


в("А> 


а  соотвѣствуетъ  условіямъ 


ща,  =  О, 
ыводпмъ 


У8(а,*) 

і,в, — ія,а,  —  0. 


т,  =  Аа,,  тх  —  Ха,,  т,  =  Да, . 

Ианвыгодпѣйшал  велпчппа  элемента  х,  опредѣляемая  Формулою  (165),  относится  къ 
предположенію,  что  сумма  квадратов»  погрѣшностей  наблюденіи  есть  наименьшая. 
Дѣйствительно,  въ  силу  Формулъ  (160)  имѣемъ 

•ЛНЧѴ+*  •  +«**  =  («і®— ' Ь, )*+(««»— А,)*4-(а,а^-Л,)!,+  . .  .+(а,®— Л,Д 
и  уравннвъ  нулю  производную  этого  выраженія,  получпмъ 

ада,®— /»,)-|-а,(а,®— Л,Н-. .  .+а,(а,ш— А,)  —  0, 


~  —  аі/|і+аі/'і+аА4-- •  .+д,А,  _  8(яА) 

ѵ-кч-«,*+- ••+«,*  —  8(а»*)* 


откуда 
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И  такъ,  вотъ  величина  элемента  х,  которую,  по  теоріи,  должно  предпочесть  всякой 
другой,  когда  выводимъ  этотъ  элементъ  изъ  условныхъ  уравненій  (160),  и  предполагаемъ 
притомъ  число  наблюденій  чрезвычайно  большимъ.  Способъ,  на  основапіп  котораго  по¬ 
лучается  это  напвыгоднѣйшее  значеніе  элемента,  называется  способом»  наименьшихъ 
квадратов». 


Въ  №  85  мы  сказали,  что  результатъ,  который  долженъ  быть  предпочтепъ  всякому 
другому,  выводится  изъ  того  условія,  что  сумма  произведеній  каждой  погрѣшности  на  ея 
вѣроятность,  должна  быть  наименьшая,  принимая  притомъ  всѣ  погрѣшности  съ  положи¬ 
тельнымъ  знакомъ.  Легко  показать,  что  это  правило  проводитъ  прямо  къ  способу  наи¬ 
меньшихъ  квадратовъ  погрѣшностей.  Дѣйствительно,  доказано  выше,  что  если  изобразимъ 
чрезъ  :+:и  предѣлы  погрѣшности  величины  ®,  опредѣляемой  Формулою 


то  вѣроятность  р,  что 
будетъ 


—  8(тЛ)  ’ 

х  заключается  между  предѣлами 
3(«А)  _  .. 

8(тЛ)  ■+■ 


ГгШг\. 

аУ%~п8(т'У0 


Очевидно  также,  что  е 
упоминаемая  погрѣшность 
зимъ  теперь  кривую  линіи 
вѣроятностію  этой  самой 


елп  эту  велпчппу  р  раздѣламъ  па  2,  то  получпмъ  вѣроятность,  что 
заключается  между  Оп+и,  пли  еще  между —и  и  0.  Вообра- 
),  у  которой  абсцисса  пзображеиа  погрѣшностію  и,  а  ордината, 
погрѣшности,  то  есть  дифференціаломъ 


(168) 


деній  отъ  и—  0  до  и  равнаго  предѣлу  положительныхъ  погрѣшностей,  то  найдемъ 
среднюю  положительную  погрѣшность ,  которую  Лапласъ  назвалъ  еггеиг  тоуеппе  а 
сгиіпіге.  По  причинѣ  же  быстраго  убыванія  показательпой  Функціи,  эту  сумму  можно 
будетъ  распростраппть  отъ  н  ~  0  до  и~оо,  въ  слѣдствіе  чего  получпмъ  для  упоми¬ 
наемой  погрѣшности,  которую  назовемъ  среднею  нормальною,  велпчппу 

а  1  /*“  <[3(т,аж)]» 
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Это  самое  выраженіе,  взятое  съ  отрицательнымъ  знакомъ,  изобразитъ  п  среднюю  отри¬ 
цательную  погрѣшность  того  же  опредѣленія 

80м  А) 

— ’в(»А) 

Но  чтобы  иаііденпая  средняя  погрѣшность  была  папмсныпая,  въ  чёмъ  п  будетъ  состоять 
выгода  употребляемаго  способа,  должпо  паіітп  наименьшее  зиачепіе  множителя 
Ѵ8^7) 

8  <тА) 

ибо  коэффиціентъ  его  постоянный.  П  такъ,  мы  приведены  къ  одному  и  тому  же 

слѣдствію  какъ  и  выше.  Сверхъ  того,  какъ  уже  найдено  что  наименьшее  значеніе  дробп 


ѵ^м.,»)  ссть  _ і 

то  п  заключаемъ ,  что  наименьшая  средняя  погрѣшность  соотвѣтствуетъ  величинѣ  эле¬ 
мента,  опредѣленнаго  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ,  и  что  она  равна 


-  —  «А) 

*  —  8(ах)  ’ 


•Ж 

У8(Ѵ) 


(по) 


величина  элемента  х  опредѣлена  по  способу  Котеса,  именно  Формулою 
то,  нрп  такомъ  опредѣлепіп,  средняя  погрѣшность  будетъ 


ибо  въ  Формулѣ  (169)  падобпо  положить  /л, ,  тѵ. .  .т,  равньшп  единицѣ,  въ  слѣдствіе 
чего  п  найдется  8(т/)  ~  $,  5(т,аа)  =  8(а,). 

Мы  сей-часъ  видѣли,  что  средняя  нормальпая  погрѣшность  (170)  есть  наименьшая; 
слѣдовательно  непремѣнно  должпо  быть 

,у?  ау*? 

“  -ад  >[%.)]■, 

въ  чемъ  впрочемъ  легко  удостовѣриться  и  непосредственно.  Для  этого,  къ 
[§(<*,)]*  =  (в,-1-в*+вв4-. .  .-Н»,)1 
придадимъ  сумму  квадратовъ  всѣхъ  возможныхъ  разностей 

(о.— «а‘, ...(а,— а,)’,  (а,—а,)*...і 


квадрату 
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*К1-Нц*4--  •  -НО  —  (аі+а»+-  •  •  -Н01-Каі — аі)*+(а, — . ., 

п  слѣдовательно 

л(а1*-н»*+-  •  •+«/)  >  К-К+-  •  -  но*» 


*.8(а/)>[8(«,)]*, 

чтб  п  имѣли  въ  виду  показать. 

88.  Въ  N  84  мы  доказали ,  что  отношеніе  >  завпсящее  отъ  закона  вѣроятности 
погрѣшностей ,  всегда  менѣе  дробп  >  когда  Функція,  выражающая  этотъ  законъ,  будетъ 
убывающею  при  возрастающихъ  погрѣшностяхъ.  Такъ  какъ  велпчппа  средией  погрѣшно¬ 
сти  (170)  зависитъ  отъ  отношенія  то  необходимо  опредѣлить  его.  Вмѣсто  дробп  у ) 
найдемъ  прямо  коэффиціентъ  аѴ^ч  входящій  въ  Формулу  (170).  Для  этого  положимъ, 
что  ищется  вѣроятность  Р,  что  сумма  квадратовъ  погрѣшностей  наблюденій  равна  нѣко¬ 
торому  числу ,  напрпиѣръ  Употребляя  пріёмы,  подобвые  тѣмъ,  которыми  уже 

руководствовались  въ  N°  83 ,  найдемъ,  что  искомая  вѣроятность  равна  коэффиціенту 
показательной  велпчшіы  „ъ  разложеніи 

Н0Н-2Ц1)+2Г(2)+. .  .+2Цп)]‘  =  О- 

Ес.ш  уішоятиъ  С  на  е  ^  ^  ,  то  з.існъ ,  независимый  отъ  <р,  пзобразптъ  пско- 

мую  вѣроятность  Р.  Легко  видѣть,  что  этотъ  членъ  опредѣлится  Формулою 


Р  —  -±- 


-У 


Дѣйствительно,  такъ  какъ  коэффиціентъ  количества  1  т,  будетъ  Р  по  са¬ 
мому  опредѣленію,  то  умноживъ  разсматриваемый  члепъ  на  л  I ,  па|у,Ш)ГЬ  ПрОСТО 

Р.  Умноживъ  Р  на  <1<р,  взявъ  интегралъ  отъ  —п  до  +п,  и  раздѣливъ  потомъ  па  2л, 
найдется  Р.  Что  касается  до  остальныхъ  членовъ  разложенія  0,  то  каждый  изъ  нихъ, 
будучи  умиожснъ  па  е  *  *,  доставитъ  какую  ппбудь  показательную  величину ,  на¬ 

примѣръ  е9^  *,  гдѣ  г  не  будетъ  нудь.  Умноживъ  её  на  й<р,  и  взявъ  интегралъ  отъ 
—я  до  -+■»,  увидимъ  что  иптегралъ  уничтожится.  Дѣйствительно,  по  причинѣ 

е9^  1  “  Со5.(гу)-)-8іп.(/^р) . У—  1 , 
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У+Ѵ ѵѴ  %і(р  —  ^+ГТСо5.{пр)(Іір+Ѵ—і  [+^  5іп .{пр)й<р  =  ,(^Г?)ГЯ' 

Но  какъ  г  предпо.іагастсп  цѣлымъ  числомъ,  отличнымъ  отъ  пуля,  то  будетъ  отдѣльно 

рр)+»_  _  0 

На  такомъ  осиопапіп,  анализъ  №  83  проведетъ  пасъ  непосредственно  къ  слѣдуюшему 
выраженію  вѣроятности  Р: 

"=  [//№«]• 

По 

Г"і(іі)сп  *”  —  ^  Г {п)іп-\-<рѴ— 1 .  ^  Г (п)пЧѣ — Г(п )пЫп — . 

Слѣдовательно,  удержавъ  знакоположенія  №  83,  подучимъ 

[/о"Г(/.)ел,*У- '  Лі]*  =  **[  1+ ^і-п'срѴ—  I  —  3  Л  -р-  «V*  -  •  •  •]** 

почему  и  будетъ 

Если  стспсппое  количество  -гРірУ- — I  — .  ..)*  обратимъ  въ  показательное, 

взявъ  сперва  его  логарпомъ,  то  получимъ 

По 

*Ч(і+ПГпѴ^“!  — 3.4~— пѴ*— •••)  = 

2^.«Ѵд.уУ  -  I  ... 


Поэтому,  принявъ 

получимъ 


л1  —  //.,  о  положивъ  для  краткости 

і. — **  —  /і» 

2  Ш"’-//'*  —  '  ’ 


•  =  і/ 
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•  По  причинѣ  же 

— !  _  (’08^у — .§іп.(ф).у_і, 


и  замѣтивъ,  что  интегралъ  относящійся  къ  сппусу  уппчтожается,  потому  чіо  между  пре¬ 
дѣлами  —  яи  -}-я  каждому  элементу  положительному  будетъ  соотвѣтствовать  равпыіі 
элементъ  отрицательный,  получимъ  просто 


Р 


-/+ 


Пусть  будетъ 

уѴі.<р  -  <; 

по  зпачптедьпостп  лип  предѣлы  относительно  I  можно  принять  равными  — оо  и  +оо, 
и  тогда  будетъ 

/■  = Д-„4  у'"Ѵ,’со!.(±')л, 

пли,  на  основаніи  Формулы  (14-9), 

2л*Ѵ*і 

Умножимъ  эту  величину  па  М ,  и  возьмемъ  пптегралъ  отъ  —I  до  -\-1;  найдемъ  вѣроят¬ 
ность  р,  что  сумма  квадратот.  погрѣшностей  заключается  между  предѣлами  /из  +  1.  Слѣ- 
довате.іьпо 


Наконецъ,  замѣнивъ  белкопечное  число  п  величиною  я,  п  положивъ 
'  I  —  лѴуі  пли  I  —  яѴѵі, 


получимъ 


И  такъ,  вотъ  вѣроятность  р,  что  ерша  квадратовъ  погрѣшностей  заключается  между  пре¬ 
дѣлами  //л  іц  I,  пли,  что  вей  равно,  между  -г—  я*л  ^  яѴ>4.  Вѣролтнѣіішес  значеніе  этой 
величины  соотвѣтствуетъ  предположенію  г  ~  0,  что  прямо  усматриваемъ  изъ  Формулы 

37 
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Р  =  - 


«Л? 


-(А)'. 


дѣйствительно,  Р  дѣлается  наибольшимъ  при  1  —  0,  а  когда  1  =  0,  то  п  г  =  0.  Слѣ- 
доватсльпо,  вѣроятнѣйшая  величина  суммы  квадратовъ  погрѣшностей  будетъ  —  в*«. 

Обратимся  теперь  къ  сказанному  въ  №  87.  Тамъ  мы  пашлп,  что  папвыгодиѣшпая 
величина  элемента  есть  •  Подставимъ  эту  велпчпиу  въ  сумму  квадратовъ  погрѣш¬ 

ностей,  то  есть  во  вторую  часть  уравненія 

8(0  =  8[(«і®  Ь.)1]  =  8[(«,  §^г-Л,і']- 

По  разложеніи  получимъ 

8(.,>)  = 

Вотъ  приближенная  величина  суммы  квадратовъ  погрѣшностей;  съ  другой  же  стороны 
мы  впдѣлп,  что  эта  самая  сумма  выражаетъ  по  приближенію  п  значеніе  количества  —■а1!. 
Слѣдовательно 

2Г  .  _  8(«,»).8(У)-Р(«А>]* 


откуда 


3(«И) 

а-/Г_  _ 


Въ  сплу  этой  Формулы,  средняя  нормальная  погрѣшность  (170)  опредѣлится 
коэффиціентовъ  условныхъ  уравненій,  п  будетъ 


і  Фуикціп 


виду  і 


±  УЗ(Я/).5(Л^)Ч5(-,Л,)]»  ,  ч 

8 («,*)У&Й  \  ) 

юсть  результата  (171)  въ  приложеніяхъ  его  къ  паблюде- 
іоказательство  этого  предложенія  новымп  соображеніями, 
ілпзѣ.  Изслѣдованія  его  по  этому  предмету  п 


омѣшепы  в 


Ніямъ,  дополнилъ  первое 
осповаппымп  на  пзлшпѣйші 
первомъ  Прибавленіи  къ  ТІіеогіе  апаіуііцие  іез  ргоЬаЫШсз. 

89.  Обратимся  снова  къ  выражепію  (168)  [№  87].  Если ,  согласно  съ  способомъ 
напмепыппхъ  квадратовъ,  замѣнимъ  въ  пемъ  суммы  8(ст,а,)  п  ’8(яі,а)  суммою  8(а,а),  то 
получимъ  Формулу 

№,а,г)  г 


V  8^0  --л 
2аѴ~-Ул 


іи. 
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изображающую  безконечно  малую  вѣроятность  оирсдѣлсппой  погрѣшности  и.  Пусть  будетъ 


предъндущая  вѣроятность  приметъ  весьма  простой  видъ 
^~е-С“  іи. 

Подставимъ  теперь,  въ  сплу  предыдущаго  №,  сумму  8(«/)  квадратовъ  погрѣшностей  і 
мѣсто  -т— «А;  найдется  для  величины  С 


О73) 


в  =  Ш7Т' 

_  5(а/*).8(Л,а)— [5(а,/і,)]3 


(174) 


Величина  С,  которую  Лапласъ  назвалъ  вѣсомъ  результата  ( роііз  іи  гёзиІШ),  заслу¬ 
живаетъ  особеннаго  вииманія  въ  излагаемой  памп  теоріи.  Видъ  выраженія  (173)  показы¬ 
ваетъ,  что  вѣроятность  одной  и  той  же  погрѣшности  и  убываетъ  тѣмъ  быстрѣе,  чѣмъ 
вѣсъ  С  будетъ  больше.  Если  бы  желали  опредѣлить  вѣроятность  р,  что  погрѣшность 
элемента,  опредѣленнаго  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ,  заключается  между  предѣ- 
ламп  — и  и  -\-и,  то  получили  бы 

_  УС  /•+"  -Си*  . 

Р  =  *і, 

или,  положивъ  и  — 

Р  =  аг- 


II  такъ,  при  одной  и  той  же  вѣроятности  р,  то  есть  при  одномъ  и  томъ  же  зна¬ 
ченіи  »•,  предѣлы  ц:и  погрѣшности  будутъ  тѣмъ  тѣснѣе,  чѣмъ  вѣсъ  О  больше.  Напри¬ 
мѣръ,  пусть  будетъ  О'  вѣсъ,  получаемый  при  другомъ  рядѣ  наблюденій,  а  +и  соотвѣт¬ 
ствующіе  ему  предѣлы  погрѣшности;  тогда  найдется: 

и  —  Тс  0  и  =  УС'’  ПІП  ~й’  =  Ус’ 

Слѣдовательно,  погрѣшности  содержатся  между  собою  въ  обратномъ  отношеніи  корней 
квадратньіхъ  изъ  соотвѣтствующихъ  имъ  вѣсовъ. 

Выраженіе  (17Ѵ)  показываетъ,  что  вѣсъ  будетъ  тѣмъ  значительнѣе,  чѣмъ  число  л 
наблюденій  больше,  и  чѣмъ  мсиѣе  сумма  8(*,а),  то  есть,  чѣмъ  эти  наблюденія  точпѣе. 

37* 
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Съ  другой  стороны,  если  обратомъ  вшшаш'е  на  множитель  8(0/)  выраженія  (174),  то 
усмотримъ,  что  вѣсъ  увс.інчпваетсл  и  съ  увеличеніемъ  коэффиціентовъ  а\,  а2,...а  ,  вхо¬ 
дящихъ  въ  условпыя  уравненія.  Слѣдовательно,  самый  результатъ,  опредѣляемый  но  спо¬ 
собу  наименьшихъ  квадратовъ,  будетъ  тѣмъ  болѣе  заслуживать  довѣрія,  чѣмъ  исчисленныя 
сей-часъ  условія  удовлетворяются  ирнблнзнтелыіѣе. 

Одиа  изъ  примѣчательныхъ  величпиъ  для  верхняго  предѣла  г  въ  предыдущемъ  выра¬ 
женіи  вѣроятности  />  есть  та ,  которая  обращаетъ  р  въ  ~  Пользуясь  одною  нзъ 
таблицъ,  помѣшенныхъ  въ  концѣ  этой  книги,  легко  найти,  посредствомъ  интер¬ 
полировали!,  г  _  0,4769363.  Слѣдовательно  вѣроятность,  что  погрѣшность  величины 
элемента  х ,  опредѣленнаго  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ,  заключается  между 
предѣлами 

_  ц _ 0.Л7ІШ505  •  ^  і 


Если  вмѣсто  6  подставимъ  его  величину  (174),  то  предъпдушій  предѣлъ  и  приметъ  впдъ 
+  іі— ^  0Л76Э363.]/і|^г=  0,С7И,8Э7.і/Ж^.  (175) 

Эту  по&гБдшош  пс.ці'Шиу  ІІ'Ёнсціііс  астропочьг  вдпмваюгь  вѣроятною  погрѣшностію 
оьюода  (мПтШпІШ  РеЫсг) ,  потопу  что  коап»  а  раоною  мроятоості»  по., агат, 
ЧТО  погрѣшность  принятаго  выпода  будетъ  менѣе  пли  болѣе  этой  величины.  Если  изо¬ 
бразимъ  вѣроятную  погрѣшность  чрезъ  р,  и  вычислимъ  значенія  предѣла  г  такъ,  чтобы 
интегралъ  ^  е  '  (1г  получалъ  послѣдовательно  значенія  ^  }  ,  —  п  Проч.,  то  соста¬ 

вимъ  слѣдующую  таблицу: 


■•••••:?  0, 6744897.  V*®!  =  +  е 

. +  °-^д-  =  +  1,247790  р 

О.73Ш0І 

. +  =  +  І,53С6І8.р 

. ,  90()032  .  р 

. 2,438664. р 

. +  +  3,818930.9 

+  4,880475 .  р 
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Если  положимъ  г  —  I,  то  получимъ 

^  [  'е- г*(/г  =  0,8427008; 

эта  дробь  изобразитъ  вѣроятность,  что  погрѣшность  найденной  величины  элемента  заклю¬ 
чается  между  предѣлами  Въ  Вегііпег  ЛіІгопотЫіез  МиЬиск ,  на  ,834  годъ, 

помѣшена  довольно  пространная  таблица,  которая  прямо  доставляетъ  вѣроятность,  соот¬ 
вѣтствующую  даинымъ  предѣламъ  погрѣшностей-  вида  +  Величина  Я,  составляющая 
аргументъ  таблицы,  идетъ  въ  ней  оть  0  до  3,40  чрезъ  каждую  Сотую ,  а  отъ  Я  ~  3,40 
до  Я— 5,  чрезъ  каждую  десятую. 

90.  Легко  доказать,  что  способъ  нанмспынпхъ  квадратовъ  погрѣшностей  есть  пап- 
ш, полнѣйшій  п  въ  томъ  случаѣ,  когда,  для  опредѣленія  какого  либо  элемента,  имѣемъ 
иѣсколько  рядовъ  наблюденій,  различнаго  рода.  Положимъ,  напримѣръ,  что  величина 
элемента  х,  выведенная  иапвыгодпѣйшпмъ  образомъ  изъ  перваго  ряда,  заключающаго  число 
г  наблюденій,  {равняется  V;  пусть  будутъ®",  я"  подобныя  величины,  относящіяся  ко 
второму  ряду  наблюденій;  к'",  къ  третьему  п  такъ  далѣе.  Наконецъ,  изобразимъ 
чрезъ  С',  Ог"  С"'...  вѣсы,  соотвѣтствующіе  ,-ому ,  2-ому,  3-ему...  ряду  наблюденій, 
чрезъ  у  сумму  $  -4-л  -+У . . . ,  а  чрезъ  х  напвыгоднѣйшую  величину  элемента,  выведен¬ 
ную  изъ  совокупности  всѣхъ  наблюденій.  Въ  силу  доказаннаго  въ  №  87  пмѣемъ 

__-8С«Л) 

—  8С-ТУ  ’ 


гдѣ  а,-,  А/,  относятся  къ  условнымъ  уравненіямъ  перваго  ряда  наблюденій,  а Іі\- 
ко  второму  ряду,  п  такъ  далѣе.  Съ  другой  стороны  имѣемъ 

х'  —  ,  х"  =  у  х"  =  8{а"'г‘ и) 

и  сверхъ  того,  въ  силу  14°  89, 

0  —  >  С”  —  4{яр-8(а"Ѵ).  <?'"  («"'*/") . 

Слѣдовательно 

и  иодобиымъ  образомъ 


29* 


ОСНОВАНІЯ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


5  8(а"Ѵ)  = 

8(а"Ѵ"й"»  =^!.С'"  а'",  8(а"Ѵ)=^-б"' 


Подставлял  этп  величины  въ  предъндущсе  выраженіе  ж,  получимъ 

_ с'.х'+с".х*+с;я.х"'+. . . 

х—  С'+о"+а"'+... 

Легко  видѣть ,  что  эта  величина  относится  къ  наименьшему  значенію  суммы  квадратовъ 
погрѣшностей  х — ж',  х—х",  х — ж'",  ...  соотвѣтственно  помноженныхъ  па  корни  ква¬ 
дратные  пзъ  вѣсовъ,  пли,  иначе,  что  ж  выводится  изъ  уравненія 

Правило,  выражаемое  Формулою  (176)  имѣетъ  примѣчательное  сходство  съ  теоріею 
центра  тяжести.  Дѣйствительно ,  если  примемъ  вѣсы  С',  С",  О"’...  опредѣленій 

ж',  ж",  х" -  за  грузы ,  привѣшенные  къ  пеопредѣіеішой  прямой  па  разстояніяхъ 

ж,  ж  ,  ж  ....  отъ  неподвижной  точки,  взятой  па  этой  самой  прямой,  то  разстОяпіе 
обшаго  центра  тяя;ссти  всѣхъ  этихъ  грузовъ  отъ  неподвижной  точки,  изобразитъ  пап- 
вмгоднѣйшес  значеніе  ж  опредѣляемаго  элемента. 

Анализъ,  употреб.іешіый  въ  этой  Главѣ  для  опредѣленія  по  паблюдепіямъ  папвыгод- 
пѣйшаго  значенія  одной  неизвѣстной ,  можетъ  быть  распространенъ  и  на  произвольное 
число  элементовъ.  Во  всякомъ  случаѣ,  папвыгоднѣйшій  результатъ  будетъ  соотвѣтство¬ 
вать  тому  предположенію,  что  сумма  квадратовъ  погрѣшностей  наблюденій  есть  наимень¬ 
шая.  Въ  №іѴ  УЗ  и  У*  мы  приведемъ  Формулы,  относящіяся  къ  опредѣленію  двухъ  и 
трехъ  элементовъ. 

91.  Всѣ  Формулы  и  результаты,  выведенные  въ  прсдъидутпхъ  нумерахъ,  относятся 
къ  предположенію,  весьма  естественному,  что  вѣроятности  погрѣшностей  положительныхъ 
и  отрицательныхъ,  равныхъ  между  собою,  одинаковы.  Еслп  бы  случилось,  что  по  свойству 
употребляемаго  способа  наблюденій,  однѣ  ошибки,  напримѣръ  положительныя,  преобладали 
надъ  отрицательными,  или  иа-оборотъ,  то  найденныя  выше  Формулы  получили  бы  иѣ- 
которос  измѣненіе ;  такое  повое  условіе  можно  ввести  въ  вычисленіе  руководствуясь 
соображеніями  и  аналитическими  пріёмами  подобными  тѣмъ,  которые  были  употреблены  въ 
этой  Главѣ.  Для  дальнѣйшихъ  же  подробностей  отсылаемъ  читателей  къ  ТІісогіе  апаіу- 
Ііцие  Лез  ргоІшЫІііёя  (пь  22),  а  ташке  къ  труду  ІІоассоіш,  помѣшенному  въ  Спппаіззапсе 


І7б) 
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<1а  істрз  за  1827  и  1832  годы  подъ  заглавіемъ:  8иг  Іа  ргоЪаЫІіІс  Лез  гёзпііаіз  тоуепз 
йез  оЬзепаІіопз.  Замѣтимъ  только ,  что  когда  при  наблюденіяхъ  погрѣшности  въ  одну 
сторону  имѣютъ  перевѣсъ  надъ  погрѣшностями  въ  другую,  или  когда  употребляемый  спо¬ 
собъ  приводитъ  къ  постоянной  ошиСкгь,  то  какъ  бы  велико  нс  было  число  наблюденій, 
и  какъ  бы  они  точны  не  были,  нельзя  будетъ  вообще  приблизиться  къ  значенію  опредѣ¬ 
ляемаго  элемента.  Въ  такомъ  случаѣ,  прежде  всего  должію  стараться  пли  уничтожить 
источники  постоянныхъ  ошибокъ,  пли,  по  крайней  мѣрѣ,  по  возможности  уменьшить  пхъ 
вліяніе.  Этой  цѣли  достигаютъ  тщательною  повѣркою  и  обсужденіемъ  употребляемыхъ 
снарядовъ,  а  также  разнообразя  и  самые  способы  наблюденій.  Подробности  объ  этомъ 
предметѣ  прямо  относятся  къ  паукамъ  наблюдательнымъ,  и  преимущественно  къ  Астропоміи. 

92.  Способъ  наименьшихъ  квадратовъ  предложенъ  Лежандром »,  но  не  какъ  слѣдствіе 
математической  теоріи  вѣроятностей ,  а  просто  какъ  пріёмъ  удобный ,  избавляющій  отъ 
всякой  произвольности  при  употребленіи  условныхъ  уравненій,  доставляемыхъ  наблюденіями. 
Лсжапдръ  напечаталъ  изложеніе  этого  способа  въ  Кошеіісз  те'ііюііез  роиг  Іа  Лёіегтіпа- 
Ііоп  Лез  огЫіез  Лез  сотеіез,  аѵес  ип  зирріёшепі,  Ригіз,  1806.  Впрочемъ,  справедливо 
замѣтить,  что  еще  за  нѣсколько  лѣтъ  до  того  времемп,  Гауссъ  уже  употреблялъ  правило 
иапмепьшпхъ  квадратовъ ,  п  даже  сообщилъ  его  изустно  многомъ  астрономамъ.  Въ  по¬ 
слѣдствіи,  онъ  же,  допустивъ  начало  арпомстической  средины,  пи  кѣмъ  не  доказанное,  ио 
принятое  всѣми  наблюдателями,  показалъ  связь  его  съ  способомъ  наименьшихъ  квадратовъ. 

Лапласа  доказалъ  первый  правило  арпомстической  сре.шпы ,  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  пред¬ 
ложилъ  по.іпую  теорію  наивыгоднѣйшнхъ  выводовъ.  ІІынѣ  Формулы  его  служатъ  основа¬ 
ніемъ  для  вычисленія  п  сравненія  результатовъ  наблюденій,  п  опытъ  вполнѣ  утвердилъ  ихъ 
превосходство  и  необходимость.  Послѣ  Лапласа,  многіе  геометры  занимались  развитіемъ 
и  примѣненіемъ  созданной  имъ  теоріи  къ  астрономическимъ  п  геодезическимъ  вычисленіямъ. 
А-\я  читателей  нашихъ,  желающихъ  ознакомиться  съ  главными  трудами  по  этому  предмету, 
мы  приводимъ,  кромѣ  поименованныхъ  уже  въ  этой  Главѣ  сочиненій ,  заглавія  другихъ, 
болѣе  или  менѣе  заслуживающихъ  вниманіе:  Гаусса:  Тіісогіа  тоіиз  сог рогат  ееіе- 
зііит.  —  ВщиізШо  Ле  еіетепііз  еіііріісіз  РаІЫіз;  помѣщено  въ  СоШпдепз  гесеп- 
Ііопез ,  ѴоІ.  I  1808 — 11.  —  Тіісогіа  сотЫпаІіопіз  оЬзепаЧттт  еггогіЬиз  тіпітіз 
оЬпохіае;  СШіп§-сп ,  1823.  Лежандр:  Мётоіге  гиг  Іа  тёіішіе  Лез  тоіпЛгез  саг- 
гёз,  1811.  Энке:  ѴеЬег  Ліе  ЯІеіШе  Лег  Меіпзіеп  0 иаЛгаІе ;  помѣшено  въ  Веѵііпег 
Лзігопотізсіісз  ЛакгЬиск  за  183*,  35  и  36  годы.  Плана:  Мётоіге  зиг  Лііегз 
ргоЫётез  Ле  ргоЪаЫШс;  въ  Ме'тоігез  Ле  ѴАсаЛетіе  Ле  Тигіп,  за  1811 12  го- 
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ды.  Лппдепау  п  Бонопбергера:  въ  ІеіЧскгф  (иг  Аіігопотіе  им]  ѵсгаашііс  ІГіаеп- 
зскаЦеп;  Томъ  I  стр.  185  п  проч.  Бесселя:  Рипйатепіа  Азігопотіас;  стр.  18,  116. 
—  АЫшпЛІипд  йЬег  Лен  ОІЬегз’зскёп  Сотеіеп.  КоивсЫс:  Цекег  Не  Юссіисііоп  вег  Ме- 
ІІіоП  Лег  кіеіпзіеп  ОішЛгаіс  аиз  ВедгіЦт  Лег  ІРакгзскеіпІіоккеіІзгескпипд ;  помѣшено 
въ  Лоигпа!  Гйг  Не  Маікбтиіік  ѵоп  Сгеііс;  Томъ  XXVI,  1843  г.  Прибавленіе  къ  этому 
Мсмуару  находится  въ  слѣдующемъ  XXVII  Томѣ,  а  отвѣтъ  Энке  въ  XXVIII  ^Тоиѣ  того 
же  изданія.  Для  численныхъ  приложеній  способа  наименьшихъ  квадратовъ,  отсылаемъ 
читателей  къ  нрсвосходиоіі  книгѣ  Профессора  Савича:  Приложеніе  практической  Астро¬ 
номіи  къ  графическому  опредѣленію  мѣстъ,  1845  г.*). 

.  93-  Анализъ,  подобный  тому,  которымъ  мы  руководствовались  для  опредѣіепія  иап- 
выгоднѣПшаго  значенія  одного  элемента  ,  распространенный  на  случай  двухъ  неизвѣстныхъ 
величинъ,  приведетъ  къ  слѣдующимъ  результатамъ: 

Пусть  будетъ  з  число  наблюденій,  а  а:  и  у  величины  допольпо  малыя  (№  85),  кото¬ 
рыя  должпы  быть  выведены  напвыгодпѣнпшмъ  образомъ  изъ  условныхъ  уравненій: 
а1Х‘\-Ьіу—к1  =  о  \ 

агх-\-Ь^у—к1  —  0  ] 

аіх-^-к!у — •/»,  =  0  |  (,77) 

аах-\-Ьау — к,  —  0.  ) 

При  какой  ни  есть  системѣ  величинъ  для  а:  и  у,  первыя  чаетп  этихъ  уравненій  полу¬ 
чатъ  соотвѣтственно  нѣкоторыя  зпачепія  ег,  «в,...*х,  изображающія  погрѣшности 
наблюденій.  Наивыгоднѣіішая  система  для  а:  и  у  будетъ  та,  которая  обратитъ  въ  тіпі- 
тит  сумму  квадратовъ  погрѣшностей  е.ЧѴ-Ь .  .-И,\  Слѣдовательно 


^Д.[,аіж+Ь,у  Л, )*-\-(агх -)-б,у — /*,)*-+- . . . -\-(а,х+Ъ ,у — Л,)*]  —  0  (*78) 

5[,“.аИ-6,3'-'і,)’+(».а:+6іг-Іу*+. .  .-Ня,в>+4^— Л,)!]  =  0,  (.79) 

откуда,  удержавъ  знакоположепіл  №  .85, 

- 8(&,»).5(яА)-8(дА) 

ад.адчч.Ац* 

_  5к»).5(/,А)-3(«,Аі  5{аА) 

~  адІЛЩіГ' 

Среднія  нормальныя  погрѣшности  элементовъ  будутъ  (№  87): 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


297 


Ѵ3(<.,*).5(6,»)-[5(а,6,))* 

уЦг-ѵЗк1) 

^■ЙкО-адЛ-РС-АЯ** 


(181) 


Изъ  этнхъ  двухъ  выраженій  усматриваемъ,  что  элементъ  х  опредѣлится  точнѣе  элемента 
у,  когда  8(Ь/Х§(а,*),  и,  напротивъ  того,  съ  мёньшею  точностію,  когда  8(6/)>8(а,*). 
Вѣсы  онредѣ-іеній  (180)  будутъ  соотвѣтственно: 


Для  а:. 
Для  у. 


.С  — 


«  ^в/1)-^,*)— [5(а,6,)]* 

88{«,*)'  5(6,*) 

*  5(о,»).5(6,»)-[8(а,6,)]» 

Яс7>*  8(»л 


(.82) 


Не  должно  терять  изъ  виду,  что  выраженіе  8(в,а) ,  входящее  въ  Формулы  (181)  и 
(182),  изображаетъ  сумму  квадратовъ  погрѣшностей,  которыя  полу¬ 

чатся ,  когда  въ  уравненіе  (177)  подставокъ  па  мѣсто  а:  и  у  напвыгодпѣйшія  ихъ  вели¬ 
чины  (180).  И  такъ 

5(*/)— (аі*4Ау — — Л*)*+- .  ,-\-(а1х-\-Ьіу — Л,)*,  (183) 

гдѣ  *  и  у  опредѣ-іепы  формулами  (180). 

Вѣроятныя  погрѣшности  опредѣленіи  (180),  въ  силу  №  89,  будутъ: 


гдѣ  С-  и  С  означаютъ,  какъ  и  і 
Наконецъ,  вѣроятности , 
:рн,  будутъ: 


выше,  вѣсы  опредѣленій  (180),  п  вычисляются  по  Формулѣ  (182). 
что  ошпбкп  опредѣленій  (180)  заключаются  между  предѣлами 


Для  х . Си  Ли 

Для  у . Ѵ7^С.у-°и'Ли- 


Положивъ  и — >  найдется  для  вѣроятности,  что  истинная  величина 
чается  между  предѣлами  в^:^)  слѣдующее  выраженіе: 


7~*С’ 


(.85) 
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Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдемъ  д.ш  вѣроятности,  что  истинная  величина 
элемента  у  заключается  между  предѣлами  тд  же  значеніе 

(івв) 

Само  собой  разумѣется,  что  величины  а:  и  у,  въ  выраженіяхъ  х  +  ^  и 
опредѣлены  Формулами  (180). 

94.  При  трехъ  пепзвѣстпыхъ  элементахъ,  опредѣляемыхъ  изъ  совокупности  г  услов¬ 
ныхъ  уравненій 

а.х-І-Ь.у-І-с,* — А,  —  0 
ОіЯ+біГ-И*2— Л*  =:  0 
— Н1  —  0 

— Н,  —  0, 

составятся,  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ,  слѣдующія  три  окончательныя  уравненія: 

®(в/).®-1-8(вА)  »У+8(аА)  •  * — 8(«А)  =  0 
8(аА).аН-8(6/).у+8(6А).2— 8(6,Л,)  =  О 

8(а,с,).®+8(6А).у-)-8(с/).^-8(сЛ)  =  0. 

Рѣшеніе  этихъ  уравненій  приведетъ  непосредственно  къ  папвыгоднѣйшпмъ  величинамъ 

Средпяя  пормальная  погрѣшность  элемепта  х  бу  летъ: 


Т  =  8(6/) .  8(с/) — [8(6А)3* 

и  —  8(0 . 8(6/) .  8(с/) — 8(а/) .  [8(6А)]*— 8(6/) .  (8(в,с,)]* 

“8(0  •  [8(аА)]Ч23(аА)  •  Ца,с,) .  8(6,с,). 

Ес.ш,  въ  этихъ  выраженіяхъ,  перемѣнимъ  вездѣ  а ,  иа  6,,  и  иа-оборогь,  6,  на  а,,  т< 
получимъ  среднюю  нормальпую  погрѣшность  элемента  у.  Измѣняя  же  аг  въ  с ,  а  с  въ  а 
найдемъ  среднюю  нормальную  погрѣшность  опредѣіенія  г. 

Вѣсъ  С  опредѣленія  перваго  элемепта  х  выразится  Формулою 
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гдѣ  II  и  Т  имѣютъ  прежнія  значенія.  Относительные  вѣсы  велпчпнъ  у  п  г  получатся 
изъ  этой  же  самой  Формулы;  измѣнивъ  въ  пей  а,  въ  Ьа,  п  па-обороть,  получится  вѣсъ 
элемента  у;  измѣнивъ  а,  въ  с,,  п  на-оборотъ,  найдется  вѣсъ  третьяго  элемепта  г. 

Читатели ,  желающіе  ближе  ознакомиться  со  всѣми  апалптпчеекпмп  пріёмами ,  отно¬ 
сящимися  къ  теоріи  иаивыгодиѣшиаго  способа  при  нѣсколькихъ  элементахъ,  могутъ 
обратиться  къ  1-ому  ГІрпбавлсиію,  помѣщенному  въ  третьемъ  изданіи  кппгп  Лапласа: 
ТІіеогіе  апаіуіщие  ііс$  РгоЬаЫІіІе'з.  Тамъ  оіш  найдутъ  обстоятельный  разборъ  услов¬ 
ныхъ  уравненій  съ  шестью  элементами.  Также,  въ  трудѣ  Энке,  упомянутомъ  въ  №  92, 
рѣшеніе  этого  вопроса ,  въ  практическомъ  отношеніи ,  изложено  съ  надлежащими  по¬ 
дробностями. 

95.  Въ  №  89  мы  объяснили  значеніе  вѣроятиоіі  погрѣшности  вывода,  введенной 
въ  вычисленіе  иаблюдеиій  Нѣмецкими  астрономами.  Приведемъ  еще  понятіе  объ  средней 
погрѣшности  особаго  рода,  разсматриваніе  которой  было  предложено  Гауссомъ  п  нашимъ 
знаменитымъ  астрономомъ  Струве.  Для  большей  ясности  ограничимся  прямыми  наблю¬ 
деніями  надъ  одиимъ  элементомъ,  и  положимъ,  напримѣръ,  что  для  этого  элемента,  кото¬ 
рый  изобразимъ  чрезъ  х,  наш.ш  $  величинъ 

х—\,  х  —  кг,  х  —  А, . х  —  к,.  (і87) 

При  значительномъ  числѣ  $  наблюденій,  напвыгоднѣйшал  величина  для  х  будетъ  сред¬ 
няя  ариѳметическая;  слѣдовательно,  озиачивъ  сё  чрезъ  х0,  получимъ 

х  —  Ьі +*»+*»+—+*«  —  ад  . 

На  такомъ  основаніи  пусть  будутъ 

®0 — А,  =  в,/  х0—кг  —  е„  х0 — Л,  —  в,,. .  .х0 — кг  —  і, 

погрѣшности,  соотвѣтствующія  уравненіямъ  (187)  при  х~х0.  Если  бы  х0  изображалъ 
истинную  величину  элемепта  х,  то  были  бы  пстппиымп  погрѣшностями 

наблюденій ;  но  какъ  х0  есть  только  величппа  приближенная,  то  предположивъ  х  ~ха-\-Ахс, 
истинныя  погрѣшности  будутъ: 

х0-\-Ах0 — Л, ,  х0-\-Ах0 — Л, , . . .  х0-{-Ах0  -  к , . 

Означивъ  пхъ  чрезъ  5,,  8г,...8г,  получимъ: 

3,  ~  х0 — к1-\-Ахв  —  і,-\-Ах0 
8Ж  —  х0 — к1-\-Ах0  —  іг-\-Ах0 
3,  —  х0 — Ъг-\-Ах0  —  (3-\-Ах0 

5,  —  хо — А,-)-//х0  —  е,-\-Ах0. 
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Среднею  погрѣшностію,  о  которой  мы  сен-часъ  упомянуло,  называютъ  величину,  полу¬ 
чаемую  ,  когда  пзъ  суммы  квадратовъ  истинныхъ  погрѣшностей  3/+3/+3  -|-3  *, 

раздѣленной  на  число  з  наблюденій,  извлекутъ  квадратный  корень.  Пусть  будетъ  ы  эта 
средипя  погрѣшность.  Въ  силу  сдѣланнаго  сей-часъ  опредѣленія,  будетъ 

»  _  уу-н,-+ѵ+.  -В!  -  у®Г,  _  эд., 


Для  опредѣленія  велпчпиы  ы  по  приближенію,  беремъ  сумму  квадратовъ  уравненій  (188). 
Наблюдая  что  *,-Иа-Н»4-.  •  .“И,—  0,  получимъ  просто 


5(3/)  =  8 («/)+».  ^®0*.  (і89) 

Прпдаточныіі  членъ  з./Іх*  ясно  показываетъ,  что  сумма  квадратовъ  8(3/)  истинныхъ 
погрѣшностей  наблюденій,  будетъ  всегда  болѣе  суммы  8(г/) ,  которая  дѣйствительно,  по 
употрсблеппому  способу  шшмеиьшпгь  квадратовъ,  есть  наименьшая. 

Теперь,  чтобы  по  возможности  приблизиться  къ  пстппѣ,  должно  искать  приближенную 
величину  для  з.Лх*.  Для  этого,  можно  употребить  предложеніе,  доказанпое  въ  №  89, 
въ  слѣдствіе  котораго  погрѣшности  содержатся  между  собою  въ  обратномъ  отношеніи 
корней  квадратныхъ  пзъ  соотвѣтствующихъ  имъ  вѣсовъ.  Основываясь  на  этомъ,  поло¬ 
жимъ  сперва,  что  разсматривается  отдѣльно  которое  побудь  изъ  з  наблюденій  (187), 
напримѣръ  первое,  доставившее  «—А,.  Не  зная  напередъ  велпчппы  квадрата  погрѣш¬ 
ности  этого  опредѣленія,  естественно  положить,  что  опъ  равенъ  а1,  то  есть  квадрату 
средней  ошибки.  Слѣдовательно  ,  вѣсъ  величины  х  —  А, ,  который  озпачпмъ  чрезъ  6  , 
въ  силу  Формулы  (174),  будетъ 


=83*  ‘ 

;с  станемъ  разсматривать  всѣ  наблюденія  (187),  п  выведемъ  пзъ  нихъ  велпчнну 
з ,  то  вѣсъ  велпчппы  х0-\-Лх0  получится  пзъ  Формулы  (174),  когда  подставимъ  въ 
іа  мѣсто  5(а/)  п  8(3,’)  на  мѣсто  5(е/).  Изобразивъ  этотъ  вѣсъ  чрезъ  Сх,  найдемъ 

***  —  28(97)  ’ 

,  погрѣшностямъ  (о  и  Аха  будутъ  соотвѣтствовать  вѣсы  С,  и  С„  а  слѣдовательно 


л*.  =  „/у 


отсюда 
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но  8(3/) — ».»*,  почему  з .Лх*—аг.  Поставивъ  эту  велпчппу  въ  Формулу  (189),  получимъ 
8(3/)  =  8(*/)+*\  или  =  8(*/)+ю«, 

н  наконецъ 

а—  У®3.  (іЭО) 

Эта  Формула  показываетъ,  что  для  опредѣіепія  съ  возможнымъ  приближеніемъ  средней 
погрѣшности  наблюденій ,  прп  одномъ  неизвѣстномъ  элементѣ ,  должно  раздѣіпть  сумму 
квадратовъ  погрѣшностей  не  па  пхъ  число  л,  а  па  л — 1 ,  п  потомъ  пзъ  частнаго  извлечь 
квадратный  корень.  Очевидно  впрочемъ,  что  прп  весьма  значительномъ  числѣ  л  наблюде¬ 
ній ,  средняя  погрѣшность  (190)  будетъ  почти  равнозначаща  съ  погрѣшностію  » 

которую  подучаемъ  руководствуясь  обыкповеппымъ  понятіемъ  о  среднихъ  величинахъ. 

Прп  какомъ  пн  есть  числѣ  п  опредѣляемыхъ  элементовъ,  средняя  погрѣшность,  въ 
приведенномъ  сей-часъ  смыслѣ,  опредѣлится  Формулою 

(191) 

Аналитическое  доказательство  этой  Формулы  ,  предлагаемое  Нѣмецкими  математиками, 
читатели  иаіідутъ  въ  концѣ  продолженія  статьи  Энке:  ІІеЬег  <1іс  Мсікоде  вег  Меіпзіеп 
( ЧиаАгаІе ,  помѣщениой  въ  Вегііпег  Лзігопотізскез  ІаІігЬиск  за  1835-й  годъ.  Въ  томъ 
же  изданіи ,  за  1834-й  годъ,  Эикс  старался  оправдать  это  самое  правило  иѣкоторымп 
соображеніями,  нс  требующими  пособія  аналитическихъ  Формулъ.  Приведемъ  его  сужденія, 
нс  входя  впрочемъ  въ  разборъ  стспеип  ихъ  строгости.  Положимъ  сперва,  что  п  на¬ 
блюденій  прпве.іп  къ  п  разнозначащимъ  уравненіямъ  между  п  неизвѣстными  всличииамп.  Въ 
такомъ  случаѣ,  чрезъ  рѣшеніе  этихъ  уравненій,  получится  одна,  совершенно  опредѣленная 
система  значеній  для  искомыхъ  элементовъ ,  а  мѣра  неточности  пхъ  останется  для  насъ 
неизвѣстною ,  потому  что  кромѣ  упомипасмыхъ  п  наблюденій ,  нѣтъ  другпхъ ,  которыя 
моглп  бы  послужить  для  уточненія  найденныхъ  величинъ.  Можно  замѣтить  мимоходомъ, 
что  это  послѣднее  обстоятельство  обнаруживается  Формулою  (191);  въ  самомъ  дѣлѣ,  въ 
настоящемъ  предположеніи  будетъ  з~п,  5(е/)  =  0,  почему  выраженіе  (191)  приметъ 
неопредѣленный  видъ  — »  какъ,  п  должно  быть  по  прпчппѣ  совершенной  неизвѣстности, 
въ  которой  мы  находимся  иа  счётъ  величины  средпсй  погрѣшности.  Вообразимъ  теперь, 
что  къ  прежипмъ  п  наблюденіямъ,  прибавилось  еще  з — л  повыхъ,  такъ  что  полное  число 
условныхъ  уравпенііі  будетъ  з  прп  прежнихъ  л  неизвѣстныхъ.  Если  возьмемъ  по  произволу 
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п  пзъ  этихъ  уравненій,  то  выведенъ  пзъ  ппгъ  зпаченія  неизвѣстныхъ  э.іеиептовъ;  осталь- 
иыя  же  5  —  п  уравпепііі ,  для  этой  самой  системы,  не  удовлетворятся ,  и  численная  вели¬ 
чина  первыхъ  ихъ  частей  послужитъ  мѣрою  уклоненія  соотвѣтствующихъ  наблюденій. 
Н  такъ,  разсматривая  з  наблюденій,  и  предполагая  что  относящіяся  къ  нимъ  п  неизвѣст¬ 
ныхъ  опредѣлены  посредствомъ  л  наблюденій,  взятыхъ  по  произволу  изъ  всѣхъ  произве¬ 
денныхъ  5,  число  уклоненіи  или  погрѣшностей  изобразится  разностію  з — л.  Если  же, 
вмѣсто  того  чтобы  принимать,  для  опредѣленія  элементовъ,  л  уравненій  изъ  числа  л,  мы, 
сообразно  съ  способомъ  наименьшихъ  квадратовъ,  употребимъ  всѣ  з  уравненія,  то  эле¬ 
менты  опредѣлятся  чрезъ  это  съ  ббльшею  точностію,  о  хотя  вообще  нп  одно  пзъ  услов¬ 
ныхъ  уравненій  не  удовлетворится  при  повой,  наивыгоднѣйшеіі  системѣ,  по  тѣмъ  не  менѣе 
число  ошибокъ,  которыя  должно  принижать  въ  расчётъ,  останется,  какъ  и  прежде,  5 — л, 
ибо,  пзъ  совокупности  л  уравненій,  во  всякомъ  случаѣ  слѣдуетъ  отпять  п  условій,  какія 
бы  они  впрочемъ  нп  были,  для  опредѣленія  п  элементовъ.  II  такъ,  опредѣляя  квадратъ 
средней  погрѣшности  наблюденій,  должно  будетъ  раздѣлить  сумму  8(*/)  не  на  з,  а  па 
3—п,  когда  предложенныя  л  условныхъ  уравненій  заключаютъ  въ  себѣ  п  неизвѣстныхъ 


велпчипъ. 

96.  Въ  заключеніе  этой  Главы  приведемъ  численный  примѣръ ,  который  заимствуемъ 
изъ  ТЬлогів  апаІуЩив  вез  РгоЬаЫІііёз  (ргетіег  зирріётспі,  стр.  23).  Лапласъ,  вос¬ 
пользовавшись  обпшриымъ  трудомъ  Бувара  надъ  движеніями  Юпитера  п  Сатурна ,  прило¬ 
жилъ  къ  его  вычисленіямъ  Формулы  Аиалпза  Вѣроятностей.  ІІзъ  129  условныхъ  уравненій 
между  шестью  элементами,  Буваръ  вывелъ,  но  способу  наименьшихъ  квадратовъ,  шесть 
окопчательпыхъ  уравненій.  Лапласъ,  чрезъ  послѣдовательное  исключеніе  четырехъ  элемен¬ 
товъ  пзъ  этихъ  шести  уравненій,  нашелъ  слѣдующія  два: 

48442.  ж+48020 .  у— 4  1 72,95  =  0 
48020.а:-|-57725227.г+171455,2  =  0, 

въ  которыхъ  и  <^ц^0  изображаютъ  соотвѣтственно  массы  Урана  и  Юпитера,  при¬ 
нимая  массу  солнца  за  единицу. 

Изъ  этихъ  уравненій  выводимъ 


Слѣдовательно 


х  —  0,089 16,  у  =  —0,00305. 


Масса  Урана 
Масса  Юпитера 


_  1, 08910  _  і 

10К04  17007 

_  1-0,00303  _  I 

1007,00  —  1070,38* 
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Далѣе,  число  наблюденій  в  ~  129,  и,  по  Бувару,  8(«/)=  31096.  Сверхъ  того,  при¬ 
нявъ  въ  соображеніе ,  что  пзъ  приведенныхъ  сей-часъ  двухъ  окончательныхъ  уравненій, 
первое  соотвѣтствуетъ  уравненію  (178),  а  второе,  (179),  получимъ: 

3(0  —  48Н2,  8(6/)  —  57725227,  8(а,6,)  =  48020, 

8(аД)  =  4172,95  ,  8(6/0  =  —171455,2. 

Иа  основаніи  этихъ  даппыхъ,  пзъ  Формулы  (182)  найдется: 

Вѣсъ  опредѣленія  х  —  С,  І.од-.С  “  2,0013595, 
откуда,  въ  цѣлыхъ  числахъ,  С  —  100. 

Вѣсъ  опредѣленія  у  —  С,  Ьо| ».С'  —  5,0778624, 

откуда,  въ  цѣлыхъ  числахъ,  С'  —  119636. 

Обративъ  вниманіе  на  относительныя  величины  вѣсовъ  С  и  С,  заключаемъ  (№  89), 
что  величина  элемента  у  опредѣлена  съ  точностію  нссравнсппо  ббльшею ,  чѣмъ  величина 
элемента  х,  ибо  вѣсъ  С  гораздо  больше  вѣса  С. 

Для  опредѣленія  средней  нормальной  погрѣшности  опредѣленіи  х  п  у,  можемъ  упо¬ 
требить  Формулы  (181).  Но  если  воспользуемся  уже  пайдениымп  вѣсами  6?  и  С,  то  эти 
самыя  Формулы  (181),  въ  силу  уравненія  (182),  примутъ  простѣйшій  видъ,  и  соотвѣт¬ 
ственно  обратятся  въ  слѣдующія  выраженія: 

2 Ѵпв  ъѴяС' 

На  такомъ  основаніи,  получимъ  среднія  нормальныя  погрѣшности,  именно: 

Для  х . +  — ==  =+  0,02817 

Для  у . — Х=  —  +  0,00081 56. 

Вѣроятныя  погрѣшности  найденныхъ  значеній  двухъ  элементовъ,  будутъ  [формула  (184)] : 

Д-ія  х . з:0,04762 

Для  г  =  0013789. 

Сравненіе  чиселъ ,  полученныхъ  для  средней  нормальной  погрѣшности  и  для  вѣроатиой 
ошибки  величинъ  х  и  у,  очевиднымъ  образомъ  обнаруживаетъ,  что  второй  пзъ  этихъ 
двухъ  элементовъ  опредѣленъ  съ  точностію ,  несравнешіо  большею  чѣмъ  ііервый ,  какъ 
было  уже  замѣчено  и  выше,  при  сравненіи  вѣсовъ  О  и  С. 

Вычислимъ  сшс  величину  вѣроятности,  что  погрѣшность  одпой  пзъ  двухъ  наіідепныхъ 
массъ  заключается  между  даипымп  предѣлами.  Такъ  какъ  выведенная  велпчипа  для  массы 
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Юпитера  гораздо  точнѣе  чѣмъ  для  Урана,  то  возьмемъ  её  для  примѣра.  Положимъ,  же¬ 
лаемъ  найти  вѣроятность ,  что  истинная  масса  Юпитера  разнится  отъ  пайдеішой  ,070Д)[ 
нс  болѣе  какъ  па  ^  этой  самой  дроби;  пли,'  иначе,  что  предѣлы  погрѣшпостп  ея  опре- 
дѣленія  >  будутъ: 


Для  удобности  вычисленія,  вмѣсто  а 


■  ІОО  "  1070,38  ' 

ъ  предѣловъ,  мы  примемъ  дробь 


•+■  100  "  1007,00  * 

весьма  мало  разнствующую  отъ  предъпдущей.  При  такомъ  условіи,  вспомнивъ,  что  масса 
Юпитера  равна  усмотримъ,  что  предѣлы  относительно  величины  у  будутъ  + 

дѣйствительно,  замѣнивъ  у  выраженіемъ  — 0,00305^^»  получимъ  для  массы  Юпитера 
предѣлы 


1070,38 
сообразно  і 


00 '  1007,00  ’ 

,  сказаннымъ  въ  концѣ  №  93,  должио  бу- 


Ьо^.г  =  -Ьо^.С'— 2  =  -1(5,0778624)— 2  =  0,5389312, 

и  наконецъ 

г  =  3,4589. . . . 

Формула  (186)  опредѣлитъ  теперь  искомую  вѣроятность.  Изобразивъ  её  чрезъ  р,  получимъ 
Р  —  =  аг' 

Такъ  какъ  таблица  интеграла 

/"-‘л, 

помѣщенная  въ  концѣ  этой  книги,  простирается  только  до  Т—  3,  а  найденное  памп  зпачепіе 
предѣла  г>  3,  то  должно  прибѣгнуть  къ  непосредственному  опредѣленію  искомаго  интеграла 
но  приближенію.  Формула  (29)  [№  23]  очень  удобна  для  этого,  и  въ  силу  ея  получимъ: 

р  =  я;  =  1 — 77Г  (*-«?■+"')' 

Подставивъ  па  мѣсто  г  величину  3,4589 . . . ,  найдемъ 
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р  —  1—0,000001...., 

пли,  очень  приблизительно, 

_  іоооооо 
Р  —  іоооооі  * 

Это  зпачепіе  вѣроятности  р  показываетъ,  что  можно  держать  закладъ  почти  милліонъ 
против в  одною,  что  истинная  масса  Юпптера  отличается  отъ  пайдеппой  не  болѣе 

какъ  на  одну  сотую  этой  самой  величины.  По  поводу  этого  вывода ,  Поассонъ ,  въ 
своемъ  сочиненіи:  ВесНегсІш  виг  Іа  ргоЬаЫШе  сісз  Луетепіз,  (стр.  316),  замѣчаетъ,  что 
по  новѣйшимъ  наблюденіямъ  п  вычисленіямъ  Энке,  Гаусса,  Николая  и  Эйри  (Аігу),  масса 
Юпптера  найдена  равною  >  и  что  этотъ  результатъ,  по  точности  своей,  заслуживаетъ 
полнаго  довѣрія.  Съ  другой  же  стороны,  опрсдѣісиіс  ^1^  разнится  отъ  107*0  ^  >  найден¬ 
наго  Лапласомъ,  почти  ^  долею  своей  велпчппы;  слѣдовательпо,  погрѣшность  опредѣленія 
<070-а  можетъ  доходить  приблизительно  до  ^  этой  дроби.  Какимъ  же  образомъ  вычпе- 
лепіе  привело  Лапласа  къ  заключенію,  что  найденная  имъ  масса  Юпптера,  съ  вѣроятностію 
весьма  близкою  къ  достовѣрностп ,  пмеппо  пе  можетъ  допустить  погрѣшности, 

превосходящей  ^  доли?  Вотъ  противорѣчіе,  которое,  съ  перваго  взгляда,  могло  бы 
привести  къ  недоумѣнію  па  счётъ  безошибочности  теоріи  напвыгодиѣйшпхъ  результатовъ. 
Однако  жъ  справедливость  Формулъ,  употребленныхъ  Лапласомъ ,  не  подвержена  пи  малѣй¬ 
шему  сомнѣнію.  Слѣдовательно,  противорѣчіе  проистекаетъ  изъ  другаго  псточпппа. 
Поассонъ  полагаетъ,  что  опредѣленіе  массы  Юпитера,  по  Лапласу,  оказалось  нѣсколько 
меньше  истинной  велпчппы  по  прпчппѣ  погрѣшностей,  вкравшихся  въ  иѣкоторые  члены, 
весьма  сложные ,  завпеяшіе  отъ  возмущеній  этой  плаисты.  Подозрѣваемыя  погрѣшпостп 
отчасти  уже  исправлены,  и,  вѣроятно,  въ  послѣдствіи  найдутся  еще  и  другія. 
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ГЛАВА  XI. 

ПРИЛОЖЕНІЕ  АНАЛИЗА  ВѢРОЯТНОСТЕЙ  КЪ  СВИДѢТЕЛЬСТВАМЪ, 
ПРЕДАНІЯМЪ,  РАЗЛИЧНАГО  РОДА  ВЫБОРАМЪ  МЕЖДУ  КАНДИДА¬ 
ТАМИ  И  МНѢНІЯМИ,  И  КЪ  СУДЕЙСКИМЪ  ОПРЕДѢЛЕНІЯМЪ  ПО 
БОЛЬШИНСТВУ  ГОЛОСОВЪ. 

97.  Рѣшеніе  нпогптх  важныхъ  вопросовъ ,  отиоснщпхся  пе  только  къ  ши»  от- 
д'Ьдьпыхъ  .нщъ ,  по  п  ь-ъ  благоустройству  цѣлыхъ  обществъ,  завпснгъ  отъ  чѣры  нравдн- 
востп ,  каков  можно  ожидать  отъ  свпдѣтельства  шн  отъ  прш-овора  люден,  обленепныхъ 
обществе, шыпъ  довѣріемъ.  Равпьшъ  обрааонъ,  цѣлыя  отрас.ш  нашнхъ  апаяій,  н  въ 
особенности  Исторія  п  Хронологія,  основаны  понтн  безусловно  на  предан, лхъ  п  на  свн- 
дѣтсльствахъ  равнаго  рода.  Прн  такоць  важной,  зпанепін  упоншшнихъ  способовъ  для 
открытія  пстоиы,  тнлосоты  не  могло  нс  обратятъ  на  няхъ  особеннаго  ниннапія.  Съ  сося 
стороны  п  матоматшш  пыталось  подчинить  свидѣтельства,  въ  равныхъ  его  видахъ,  Ана 
лозу  Вѣроятностей. 

Не  смотря  на  всѣ  остроумныя  н  глубокія  изслѣдованія,  основанныя  какъ  па  наблюде¬ 
ніяхъ  надъ  нравственною  стороною  человѣаш,  такъ  и  па  умозрѣніи,  вопросъ  о  нравдонодобін 
свидѣтельствъ  вообще,  останется  навсегда  нерѣшеннымъ.  II  въ  самомъ  дѣлѣ,  прн  безко¬ 
нечныхъ  оттѣнкахъ  сердца  человѣческаго,  страстей,  тайныхъ  побужденій,  можно  лн  разгадать 
его  вполнѣ ,  о  потомъ  оцѣнить  съ  точностію  мѣру  довѣрія  къ  свидѣтельству?  Да  и  къ 
тому  жъ,  самое  разнообразіе  обстоятельствъ,  сопровождающихъ  обыкновенно  событіе,  но 
поводу  котораго  прибѣгаемъ  къ  свидѣтельствамъ  ,  пе  посіужптъ  лн  часто  препятствіемъ 
къ  совершенному  познанію  пстппы? 

Подвергая  вѣроятное™  свидѣтельствъ  математическому  авалпзу,  мы,  по  необходимости. 
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доджпы  упустить  изъ  виду  множество  отношеній ,  тѣсно  связанныхъ  съ  разбираемымъ 
Фактомъ,  по  которыхъ,  какъ  было  сей-часъ  замѣчено,  не  имѣемъ  никакой  возможности  опре¬ 
дѣлить.  П  такъ,  этого  рода  нравственные  вопросы  рѣшаются  только  по  приближенію,  подобно 
тому  какъ  п  большая  часть  вопросовъ  изъ  Естественной  Философіи;  различіе  состоитъ 
только  въ  тонъ,  что  вліяніе  естественныхъ  прпчшгь,  пе  пронимаемыхъ  въ  расчётъ,  вообще 
бываетъ  менѣе  значительно,  чѣмъ  вліяніе  прпчпнъ  нравственныхъ,  оцѣпка  которыхъ  еше 
недоступнѣе  для  пасъ.  Поэтому^,  всѣ  изслѣдованія  п  результаты,  которые  будутъ  пред¬ 
ложены  въ  этой  Главѣ,  не  должны  быть  принимаемы  за  строгія  рѣшенія,  а  только  за 
приближенія  къ  истинѣ,  приносящія  впрочемъ  пеоспоримую  пользу;  п  дѣйствительно,  мы 
уже  не  разъ  пмѣлп  случай  удостовѣриться ,  что  пособіе  математическаго  апалпза  много 
способствуетъ  здравому  сужденію  къ  выводу  заключеній,  близкихъ  къ  истинѣ,  и  вмѣстѣ 
съ  тѣмъ  важныхъ  по  свопмъ  прпмѣпспіямъ  къ  общественной  жпзіш.  Начнемъ  съ  вѣроят¬ 
ности  обыкновенныхъ  свидѣтельствъ. 

98.  Положимъ,  что  допрашиваютъ  двухъ  свидѣтелей  А  и  В  объ  событіи,  представ¬ 
ляющемъ  только  два  возможные  случая,  именно:  оно  было,  плп  пе  было.  Въ  такомъ 
предположеніи,  показаніе  того  плп  другаго  свидѣтеля  ограничится  утвержденіемъ  пли 
отрицаніемъ.  Если  допустимъ  теперь ,  что  изъ  т  показаній  свидѣтеля  А ,  бываетъ  п 
вѣрныхъ,  п  слѣдовательно  т — л  ложныхъ  плп  ошибочныхъ,  то  ясно,  что  дробь  —  изо¬ 
бразитъ  вѣроятность  правдивости  показанія,  =  1 — —вѣроятность  его  ошибоч¬ 

ности.  Изобразивъ  чрезъ  т  п  п  подобныя  числа  въ  разсужденіи  втораго  свидѣтеля  В, 
найдемъ  вѣроятность  ^  для  правдивости,  а  т т"  —  I — — /  лля  ложпостп  его  показанія. 
Слѣдовательио,  до  допроса  двухъ  свидѣтелей,  дробь  изобразить  сложную  вѣроятность 
(№  3),  что  опп  скажутъ  правду,  а  >  что  показаніе  обоихъ  будетъ  ложное. 

Подобнымъ  образомъ  дробь  изобразитъ  [вѣроятность,  что  свидѣтель  А  скажетъ 

правду ,  а  В  неправду ,  а  дробь  вѣроятность  противнаго ,  именно ,  что  показаніе 

свидѣтеля  А  будетъ  ложное,  а  свидѣтеля  В  справедливое. 

Посмотримъ  теперь,  что  случится  послѣ  допроса.  Если  показанія  двухъ  свидѣтелей 
согласпы,  то  опп,  или  оба  говорятъ  правду,  или  оба  ошибаются,  предполагая  покамѣстъ, 
что  ошибка  можетъ  быть  безразлично  умышленная  цлц  неумышленная.  Чтобы  найти  вѣ¬ 
роятность  справедливости  показанія  при  согласномъ  свидѣтельствѣ ,  можно  разсуждать 
слѣдующимъ  образомъ:  плп  свидѣтели  говорятъ  оба  правду ,  пли  опп  оба  ошибаются; 
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вѣроятность  перваго  предположенія,  до  допроса,  вычисленная  а  ргіогі,  равна  — какъ 

,  .  (т— л)(т'— п') 

показано  выше;  вѣроятность  втораго  предположенія  пзооразптсл  произведеніемъ - - 

Слѣдоватсльпо,  полная  вѣроятность  согласнаго  показанія  будетъ  (№  2)  д  Н~ ( "*  "*”/  "  •  • 
Если  раздѣшмъ  дробь  па  предыдущую  сумму,  то  въ  силу  №  52  получимъ  для  иско¬ 
мой  вѣроятности,  что  показаніе  свидѣтелей  справедливо,  выраженіе 


Совершенно  подобнымъ  образомъ  увидимъ, 

(т-лЖ-л') 


(т — п)(т'—п) 
ш'+(т—п)(т—п) 


(193) 


изображаетъ  вѣроятность  ложности  показанія  двухъ  свидѣтелей. 

Формулу  (192)  можно  доказать  и  непосредственно.  Дѣйствительно,  для  этого  стоитъ 
только  найти  число  случаевъ,  въ  которыхъ  согласное  показаніе  двухъ  свидѣтелей  будетъ 
справедливо,  и  раздѣлить  потомъ  это  число  на  совокупность  всѣхъ  статочпостен,  приво¬ 
дящихъ  къ  согласному  показанію.  Если  примемъ  произведеніе  ш'  знаменателен  двухъ 
дробей  —  и  К  за  число  дѣіъ,  по  которымъ  допрашиваютъ  двухъ  свидѣтелей  А  и  В,  то 
очевидно  пп  изобразить  число  случаевъ ,  въ  которыхъ  согласное  ихъ  показаніе  будетъ 
справедливо,  а  (т— «)(«'-«')  число  согласныхъ  же  показаній,  но  ложныхъ.  Слѣдова¬ 
тельно,  совокупность  согласныхъ  свидѣтельствъ ,  какъ  вѣрпыхъ  такъ  и  несправедливыхъ, 
будетъ  пп'-\-(ш — п)(т' — п')>  а  П0ЭТ0ЧУ  отношеніе  „„•+(„?— п)(т'—п')  изобРазптъ  искомую 
вѣроятность.  Вѣроятность  ложности  согласнаго  показанія,  послѣ  допроса,  опредѣлится 
отношеніемъ  (т—п)(т'—п)  къ  полному  же  числу  согласныхъ  показаній,  и  поэтому  будетъ 

(т  — п)(т'  /.') 

Когда  показанія  свидѣтелей  противорѣчивы,  то  получимъ  дроби 
п{т’—п')  п’(п,-п) _ 

п(т'-п')+пХт-п)  п(ш,-/.НФ-") 

изъ  которыхъ  первая  изображаетъ  вѣроятность,  что  А  сказалъ  правду ,  а  В  ошибся, 
вторая  же,  что  А  ошибся,  а  В  сказалъ  правду.  Въ  справедливости  этпгь  Формулъ  легко 
удостовѣриться,  разсуждая  какъ  выше.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пронявъ  для  ясности  число  дѣіъ 


дѣіъ 
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равнымъ  и»»',  увидимъ,  что  произведеніе  п(т — п)  изобразитъ  число  случаевъ,  въ  кото¬ 
рыхъ,  при  разногласіи  свидѣтелей,  А  скажетъ  правду,  а  В  ошибется;  произведеніе  же 
п'(т — «)  будетъ  равно  числу  случаевъ,  въ  которыхъ,  напротивъ  того,  А  ошибется,  а  В 
скажетъ  правду.  Полное  число  статочностсй ,  приводящихъ  къ  противорѣчію  въ  показа¬ 
ніяхъ,  равняется  суммѣ  п(т — п')-| -п'(т — л),  а  отношенія  произведеній  п(т  —  л')  и 
п'(т—п)  къ  этой  самой  суммѣ  очевидно  изобразятъ  искомыя  двѣ  вѣроятности.  Замѣ¬ 
тимъ  также  мимоходомъ ,  что  совокупность  случаевъ  согласныхъ  и  противорѣчивыхъ  пока¬ 
заній  должиа  равняться  полному  числу  статочпостен  пип  .  Дѣйствительно  найдется 

“'Н-»'!»1—»)  =  "»'• 

Если  будетъ  три  свидѣтеля  А,  В  а  С,  и  означимъ  чрезъ  — »  и  соотвѣтствую¬ 
щія  имъ  правдивости,  то,  при  согласномъ  показаніи,  дробь 

изобразитъ  вѣроятность  справедливости  единогласнаго  свидѣтельства  послѣ  допроса;  на¬ 
противъ  того,  выраженіе 

(МК-Ж-»") 

пп'п"-{-(,т — п)(т'—п')(т"  п!') 

опредѣштъ  вѣроятность,  что  показаніе  трехъ  свидѣтелей  ложно. 

Когда  свидѣтель  А  утверждаетъ  Фактъ ,  а  В  и  С  отрицаютъ  его ,  то  вѣроятность 
справедливости  показанія  А  изобразится  дробью 

Ж-пЖ'-'О 

Щт'-п')(.т'-п")+п'п'Хт-п)  ’ 

вѣроятность  противнаго,  именно  что  В  и  С  утверждаютъ  истину,  а  А  ошибается,  будетъ 

99.  Легко  распространить  послѣдніе  результаты  па  какое  пи  есть  число  свидѣтелей. 
Не  останавливаясь  на  выводѣ  общихъ  Формулъ  при  различной  правдивости,  разсмотримъ  въ 
частности  тб  предположеніе,  когда  число  свидѣтелей  произвольное,  а  правдивость,  или 
вѣроятность  справедливости  показанія,  одинакова  для  всѣхъ. 

На  такомъ  основаніи ,  если  въ  предыдущихъ  Формулахъ  примемъ  п~п  ~п  и 
т  —  т~  т",  то  найдемъ  дроби 
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соотвѣтственно  изображающія  вѣроятности  справедливаго  и  ошибочнаго  свидѣтельства  при 
согласномъ  показаніи.  Когда  одинъ  свидѣтель  утверждаетъ  подлинность  какого  либо  со¬ 
бытія,  а  два  отрицаютъ  её,  то  вѣроятность  подлинности  будетъ 


а  вѣроятность,  что  событіе  не  случилось 


п(т — п)г-\-пг(т  п)  т 

Найденныя  ывраженіл  для  вѣроятностей  показываютъ,  что  при  разногласіи,  три  равно- 
правдивыя  свидѣтельства  имѣютъ  силу  одпого  показанія,  и  именно  того,  которое  сдѣлано 
двумя  свидѣтелями.  Это  замѣчаніе  получитъ  сей-часъ  большую  степень  общности. 

Изобразимъ  чрсзы  число  свидѣтелей,  а  чрезъ  —р  правдивость  каждаго  изъ  нихъ. 
Сложпая  вѣроятность  справедливости  свидѣтельства,  послѣ  допроса  и  при  согласныхъ  по¬ 
казаніяхъ,  будетъ: 


а  противная  ей  вѣроятность, 

(т-пУ  _ 
п’-Нт-пУ  — 

Если  выраженію  (194)  дадимъ  видъ 

'-К)-1/’ 

то  усмотримъ  непосредственно,  что  вѣроятность  справедливости  согласнаго  свидѣтельства 
возрастаетъ  съ  числомъ  свидѣтелей  когда  р>-$>  то  есть,  когда  они  имѣютъ  ббльщую 
наклонность  говорить  правду  чѣмъ  неправду,  умышленно  плп  неумышленно.  Такъ  напри¬ 
мѣръ,  еслибъ  четыре  свидѣтеля,  при  обшей  правдивости  равной  у»  утверждали  едино¬ 
гласно  о  случившемся  какомъ  либо  событіи ,  то ,  пс  принимая  въ  расчётъ  бблыней  или 
меньшей  степени  правдоподобія  этого  самаго  событія,  вѣроятность  справедливости  свидѣ¬ 
тельства  изобразилась  бы  дробью 

(т)  _  іе 

Сі)+Й)‘  “ 

слѣдовательно,  можно  бы,  при  закладѣ,  ставить  16  противъ  1,  что  событіе  дѣйствительно 
случилось. 


(195) 
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Допустимъ  теперь,  что  изъ  числа  з  свидѣтелей,  г  утверждаютъ  событіе,  а  остальные 
$ — г  отрицаютъ  его;  пусть  будетъ  з — и  положимъ  сверхъ  того,  что  г>д. 
Вѣроятность,  что  первые  г  свидѣтелей  говорятъ  правду,  будетъ 

п'(т-п)Ч  _  рГ-Ч 

пГ (т — п.у)-\-пЧ(т— п)г  —  /-?+(» -РУ~Ч  ' 

Но,  замѣтимъ,  что  послѣдняя  дробь  изображаетъ  также  вѣроятность  правдивости  едино¬ 
гласнаго  показанія  г  —  ц  свидѣтелей.  Сверхъ  того,  если  примемъ  въ  соображеніе,  что 
разность  г — д~2 г — з  означаетъ  вмѣстѣ  и  большинство  свидѣтелей,  утверждающихъ 
событіе  предъ  тѣми,  которые  отрицаютъ  его,  то  мы  въ  правѣ  будемъ  вывести  слѣдующее 
заключеніе:  послѣ  допроса  свидѣтелей,  и  при  одинаковой  ихъ  правдивости,  вѣроятность 
факта,  утверждаемаго  большинствомъ  голосовъ,  Судетъ  зависѣть  не  отъ  полнаго  числа 
свидѣте.гей,  но  отъ  избытка  и.ш  большинства  утверждающихъ  событіе,  предъ  тѣми, 
которые  отрицаютъ  ею.  Положимъ,  напримѣръ,  что  при  допросѣ  212  равиоправдпвыхъ 
свидѣтелей,  оказалось  112  показаній,  подтверждающихъ  какое  либо  событіе,  а  100  отри¬ 
цающихъ  его;  изъ  предъпдущаго  предложенія  слѣдуетъ,  что  вѣроятность  этого  событія 
будетъ  для  насъ  одинакова  съ  тою,  которую  получили  бы,  сслпбъ,  при  допросѣ  12-тп 
свидѣтелей,  показанія  всѣхъ  были  утвердительныя.  Безъ  сомнѣпія  многимъ  покажется, 
что  приведенный  результатъ  пе  согласенъ  съ  здравымъ  понятіемъ  объ  этомъ  предметѣ. 
И  въ  самомъ  дѣлѣ,  пе  будутъ  ли  вообще  имѣть  большую  степень  довѣрія  къ  единоглас¬ 
ному  показанію  12  свидѣтелей ,  чѣмъ  къ  свидѣтельству  212  лицъ ,  между  которыми 
произошло  разногласіе,  такъ  что  112  утверждаютъ  одпо,  а  100,  противное?  Съ  другой 
же  стороны,  математическое  рѣшеніе  вопроса  приводитъ  къ  пеоспорпмому  слѣдствію,  что 
степень  довѣрія,  въ  томъ  и  другомъ  случаѣ,  должна  быть  одпа  и  та  же.  Это  кажущееся 
противорѣчіе  объясняется  тѣмъ,  что  допустивъ  однажды  которую  ппбудь  изъ  этихъ  двухъ 
случайностей ,  папрпмѣръ  первую,  то  есть,  что  изъ  212  свидѣтелей,  112  утверждаютъ 
событіе,  а  100  отрицаютъ  его,  вторая  случайность,  пмеипо,  единогласное  показаніе  12-тп 
свидѣтелей  по  тому  же  самому  дѣлу,  будетъ  уже  весьма  мало  вѣроятна.  Дѣйствительно, 
положимъ  какъ  и  выше,  что  изъ  числа  з  свидѣтелей,  /•  утверждаютъ  подлинность  какого 
либо  событія,  а  остальные  з — г  отрицаютъ  её;  вѣроятность  Р,  что  при  новомъ  числѣ 
2 г — з  испытаніяхъ,  равпомъ  избытку  г  свидѣтелей  предъ  г—з,  событіе  повторится  всѣ 
2 г — з  разъ,  будетъ 
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это  выраженіе  мы  получили ,  положивъ  въ  Формулѣ  (93)  [№  55]  т~г,  п~з — г, 
р  —  2 г — 5  и  7Г0.  Если  же  замѣтимъ  теперь,  что  въ  силу  уравнепія  (96)  [№  56] 

Г  ‘  «г-,,, _ •,! — г-і_  _  .  і.ал...(зг-«) 

]0х  ***  — 

/,  ХѴ—ХУ~Г,ІХ  —  (,-г+ІХл-г+а).. .(>+!)’ 

Т°  ШШАеИЪ  р  _  (г+«)(г+8)...(3г-л) 

—  (л+8)(.+5)...(2г+1) 

Вотъ  Формула,  опредѣляющая  искомую  вѣроятность;  легко  видѣть,  что  при  однихъ  и  тѣхъ 
же  обстоятельствахъ,  Р  будетъ  тѣмъ  меньше,  чѣмъ  число  х  свидѣтелей  значительнѣе. 
Для  приведеннаго  выше  примѣра  будетъ  з  —  212,  г  — 112,  и  слѣдовательно 

„  КЗ. 114. 11».. .124  1  . 

1  —  814.2111.816. .  .223  «63,7...  ' 

Эта  вѣроятность  такъ  слаба,  что  допустивъ  дѣйствительность  первой  случайности,  вторая 
становится  почти  несбыточною. 

Замѣтимъ  мимоходомъ,  что  для  вычисленія  Р  при  значительномъ  числѣ  2 г— г,  можио 
употреблять  или  логарпомы,  или,  еще  лучше,  Формулу  (97)  [№  56].  Если  2 г—з  не  велико, 
то  Р  вычисляется  очень  просто  и  непосредственио;  положимъ,  напримѣръ,  «—103, 
г— 53;  получимъ 

_  84.КВ.В6  __  702  ^  1 

1  —  Ю8.106.107  К671  ^  7 

Объясненное  сей-часъ  обстоятельство,  которое,  съ  перваго  взгляда,  представило  про¬ 
тиворѣчіе  между  теоріей  и  здравымъ  соображеніемъ,  встрѣтится  еще  дальше  [№  ІИ], 
когда  будемъ  говорить  о  приговорахъ  по  большинству  голосовъ. 

100.  Въ  предыдущемъ  N°  мы  подразумѣвалп ,  что  Фактъ,  о  которомъ  отбираются 
свидѣтельства,  самъ  по  себѣ  пе  представляетъ  ничего  необыкновеннаго,  пли,  иначе,  оиъ 
могъ  быть  пли  нс  быть  съ  одинаковою  вѣроятностію,  слѣдовательно  равною  •  Примемъ 
теперь  въ  расчётъ  собственную  возможность  событія,  независимо  отъ  свидѣтельства  объ 
немъ.  Необходимость  соображаться  съ  этого  возможностію  обнаруживается  тѣмъ,  что 
для  заключенія  о  дѣйствительности  пли  недѣйствительности  какого  либо  Факта  ,  мы  пе 
довольствуемся  единственно  показаніемъ  свидѣтеля,  которое  можемъ  быть  вѣрнымъ  пли 
ошибочнымъ ,  даже  независимо  отъ  сущпостп  Факта ;  степень  довѣрія  нашего  къ  этому 
свидѣтельству  будетъ  всегда  основываться  на  бблыисмъ  пли  меньшемъ  правдоподобіи  са¬ 
маго  событія.  Если  опо  необыкновенное ,  то  есть,  если  выходитъ  въ  какомъ  либо  отно¬ 
шеніи  изъ  извѣстнаго  круга  пашпхъ  понятій,  то,  пе  смотря  па  довѣренность  нашу  къ  прав- 
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дпвостп  свидѣтеля,  подлинность  событія  останется  подъ  большимъ  сомнѣніемъ;  папротпвъ 
того,  утвержденіе  того  же  самаго  свидѣтеля  о  другомъ  Фактѣ,  нс  представляющемъ  ничего 
псобыкповсппаго  пе  возбудить  въ  пасъ  педовѣрчпвостп  къ  его  показанію. 

Чтобы  ввести  въ  вычисленіе  собственную  возможность  событія,  пезавпепмо  отъ  вся¬ 
каго  свидѣтельства  объ  немъ,  эту  ВОЗМОЖНОСТЬ  принимаютъ  за  вѣроятность  втораго  сви¬ 
дѣтельства,  которое,  будучи  сосдипено  съ  первымъ,  какъ  показапо  въ  №  98,  изобразить 
полную  вѣроятность  событія  послѣ  допроса.  И  такъ,  если  означимъ  чрезъ  р~  —  вѣро¬ 


ятность  событія,  выведспную 
ную  вѣроятность  событія, 
свидѣтельствъ,  то  дробь 


изъ  показаній  всѣхъ  свидѣтелей,  а  чрезъ  Ч  —  —  собствен- 
вычпелепиую  а  ргіогі,  и  слѣдовательно  независимую  отъ 


я*  _  РЧ 

лг-Кт-лИ*-*)  Я9-К«-ЯХ«-7) 


(.90) 


изобразитъ  полпую  вѣроятность  утверждаемаго  Факта  послѣ  свидѣтельства.  Противная  же 
вѣроятность,  пмеппо,  что  событіе  не  состоялось,  очевидно  будетъ 
(т-лХм-г)  _  (і-рХІ-9) 

пг+(т-„)(ѵ-г)  ЯН-С'-ЖІ-?) 

Уподобленіе  собственной  вѣроятности  событія  второчу  свидѣтельству ,  послужившее 
намъ  для  вывода  предыдущихъ  двухъ  Формулъ,  можетъ  быть  оправдано  слѣдующимъ  суж¬ 
деніемъ:  допустимъ,  подобно  тому  какъ  въ  N°  98,  что  число  случаевъ,  въ  которыхъ 
отбираются  показанія  Отъ  однихъ  п  тѣхъ  же  свидѣтелей,  по  одпому  и  тому  же  событію, 
равно  произведенію  та  знаменателей  двухъ  дробей  —  и  — ;  первая  изъ  ппхъ,  какъ  уже 
сказало  выше,  изображаетъ  вѣроятность  событія,  выведенную  изъ  показаній  всѣхъ  свидѣ¬ 
телей,  а  вторая,  собственную  его  вѣроятность.  Чтобы  пайтп  вѣроятность  событія  послѣ 
допроса,  надлежитъ  число  статочпостсй ,  благопріятствующихъ  ему,  раздѣлить  па  полное 
число  случаевъ,  въ  которыхъ  свидѣтели  утверждаютъ  его  появленіе,  справедливо  пли 
ошибочно.  Легко  видѣть,  что  число  благопріятствующихъ  статочпостсй  будетъ  пѵ;  дѣй¬ 
ствительно,  при  та  возможныхъ  случаяхъ,  каждое  изъ  п  справедливыхъ  показаній  соеди¬ 
нится  съ  каждою  изъ  ѵ  статочпостсй,  приводящихъ  къ  событію,  и  слѣдовательно,  въ  т,и 
пріёмовъ,  событіе  случится  пѵ  разъ.  Что  же  касается  до  полнаго  числа  случаевъ,  въ 
которыхъ  событіе  будетъ  утверждаемо  свидѣтельствомъ,  то  оно  состоитъ:  1  изъ  дѣй¬ 
ствительнаго  числа  пѵ  его  повтореній,  и  2°  изъ  числа  (ш — п)(/и — к),  изображающаго 
совокупность  случаевъ,  при  которыхъ  событіе  нс  случилось,  а  свидѣтели,  по  ошибкѣ, 
умышлсішой  или  неумышленной,  объявили  о  его  появленіи.  Произведеніе  (т  п)(р  »•) 
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получено  па  томъ  основапіп,  что  первый  множитель  т — п  изображаетъ  число  несправед¬ 
ливыхъ  показапій  свидѣтелей ,  а  второй  /і — ѵ  ,  число  случаевъ ,  неблагопріятствующихъ 
появленію  событія.  И  такъ ,  совокупность  статочпостей  ,  проводящихъ  къ  объявленію 
событія,  будетъ  пѵ-\-(т — п)(/г — ѵ).  Слѣдовательно  дроби 

пу  (т-п)(м-> ) 

п»-К/л-п)0*-.)  п»+(т-л)(/і— ѵ) 

соотвѣтственно  пзобразятъ  вѣроятности  появленія  п  непоявленія  событія  по  выслушапіи 
свидѣтелей.  Эти  велпчппы,  приведенныя  уже  выше  [Формулы  (196)  и  (197)),  показы¬ 
ваютъ,  что  собственную  вѣроятность  событія  можно  вводить  въ  вычисленіе,  принимая  её 
въ  смыслѣ  новаго  свидѣтельства,  правдивость  котораго  равняется  этой  же  собственной 
вѣроятности. 

Если  бы  собственная  вѣроятность  д  событія  равпялась  —  >  то  Формула  (196)  обрати¬ 
лась  бы  просто  въ  р;  изъ  этого  слѣдовало  бы  заключить,  что  когда  событіе  можетъ 
быть  пли  пе  быть  съ  одинаковою  возможностію,  то  вѣроятность  его  равна  самой  вѣроят¬ 
ности  свидѣтельства. 

101.  Для  поясненія  выведенныхъ  памп  Формулъ,  предложимъ  чпелеппый  примѣръ  сви¬ 
дѣтельства  о  весьма  мало  вѣроятномъ  событіи. 

Положимъ,  что  из»  полной  Русской  азбуки  выдернули  шесть  буквъ  на-удачу,  кото¬ 
рыя,  по  мѣрѣ  ихъ  вскрытія,  ставили  одну  возлѣ  другой.  Два  очевидца  утверждаютъ, 
что  вынутыя  буквы  составили  слово  МОСКВА.  Спрашивается,  какъ  велика  вѣроят¬ 
ность,  что  показаніе  двухъ  свидѣтелей  справедливо. 

Положимъ,  что  свидѣтели  равно-правдивы,  и  изобразимъ  общую  ихъ  \ правдивость, 
напримѣръ,  дробью  ^  •  Не  принимая  въ  расчётъ  собственной  вѣроятности  утверждаемой 
случайности,  вѣроятность  Факта,  именно  вскрытія  слова  Москва,  выведенная  только  изъ 
двухъ  единогласныхъ  свидѣтельствъ,  опредѣлится  Формулою  (19*),  и  будетъ 

®  _  81 

®'+®'  82' 

Эта  дробь  довольно  близка  къ  единицѣ  пли  достовѣрпостп ;  поэтому,  если  бы  утверж¬ 
даемое  событіе  было  обыкновенное,  мы  не  имѣли  бы  причины  усумниться  въ  его  подлпп- 
постп.  Но,  принявъ  въ  соображеніе,  что  найденное  соединеніе  буквъ  выражаетъ  слово, 
имѣющее  опредѣленный  смыслъ  въ  Русскомъ  языкѣ,  мы  тотчасъ  же  приведены  къ  сом- 
вѣнію,  и  пе  рѣшаемся  приписать  свидѣтельствуемый  Фактъ  простому  случаю;  скорѣе  до- 
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пустимъ  пли  ошибку  со  стороны  свидѣтелей ,  пли  существованіе  посторонней  причины, 
дѣйствовавшей  по  чьей  либо  волѣ,  и  которая  способствовала  къ  извлеченію  буквъ,  соста¬ 
вившихъ  слово,  предъ  всякимъ  другимъ  соединеніемъ  также  изъ  шестп  буквъ,  по  но  пред¬ 
ставляющемъ  никакого  смысла.  Если  же  этой  посторонней  причины  пе  было,  то  какъ 
оцѣпить  вѣроятность  утверждаемой  случайности  послѣ  свидѣтельства?  Формула  (196) 
рѣшаетъ  вопросъ;  по  прежде  падобпо  найти  собственную  вѣроятность  <]  вскрытія 
слова  Москва. 

Для  опредѣіенія  д  замѣтимъ  прежде  всего,  что  свидѣтельство  о  появленіи  всякаго 
слова  состоящаго  изъ  шестп  буквъ,  и  имѣющаго  опредѣленный  смыслъ,  удивило  бы  пасъ 
въ  такой  же  степени,  какъ  и  вскрытіе  слова  Москва.  Поэтому,  вскрытіе  одного  изъ 
словъ:  церква,  добрый,  ходить,  Парижъ  и  проч.  и  проч.  было  бы  точно  такою  же 
псобыкиовеппою  случайностію,  какъ  и  предполагаемое  появленіе  собственнаго  имени  Москва. 
Па  такомъ  основаніи  ясно,  что  искомая  вѣроятность  будетъ  равняться  числу  к  всѣхъ 
Русскихъ  словъ,  состоящихъ  изъ  шести  буквъ,  и  имѣющихъ  опредѣленный  смыслъ,  рз- 
дѣлепному  па  число  I  всѣхъ  сочетаній,  которыя  можио  получить  соединяя  36  буквъ  по 
шестп.  Для  простоты,  мы  пе  принимаемъ  въ  расчётъ  тѣхъ  словъ,  въ  которыхъ  одна  п 
та  же  буква  повторяется.  Пусть  будетъ  к  =50000;  это  число,  безъ  сомпѣпія,  значи¬ 
тельно  превосходитъ  истинное  значеніе  к,  которое  получилось  бы  доволыю  приблизи¬ 
тельно  при  пособіи  разныхъ  Словарей.  Чтб  же  касается  до  I,  то  очевидно  пайдется 
I—  36. 35.3*.  33. 32. 31.  Слѣдовательно 

80000  _ 

50.38.34.33.32.31  —  17830128  28048  ’ 

И  такъ,  положивъ  даже  9  =  ^48’  пга  ѵ~і>  А*  =  280*8,  и  вспомнивъ  что  р  =  Ц т 
или  п~Ы,  т=:82,  получимъ,  въ  силу  Формулы  (196),  дробь 

_іі_  = 

81+28018  28129  347 

изображающую  вѣроятность  появленія  слова  Москва,  утверждаемаго  свидѣтелями.  Пзъ 
этого  заключаемъ,  что  вѣроятность  событія,  равная  дроби  —  въ  слѣдствіе  двухъ  свидѣ¬ 
тельствъ  ,  уменьшилась  до  ~  >  когда  приняли  въ  расчётъ  собственную  вѣроятность  его, 
до  отобрнія  показапій. 

.  _  99  . 

Когда  положимъ,  что  общая  правдивость  двухъ  свидѣтелей  рвиа  — »  то  для  вѣроят¬ 
ности  сложнаго  свидѣтельства  пайдсмъ  дробь  »  весьма  мало  разнствующую  отъ  досто- 

*0» 
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вѣрности.  Пропявъ  же  въ  расчётъ  собственную  вѣроятность  свидѣтельствуемаго  событія, 
пнеішо  вскрытія  слова  Москва,  получится,  вмѣсто  дроби  ?  довольно  слабая  вѣроятность 
оно»  _  0801  ^  <  _ 

0801+88048  57840  ^  5  ’ 

но  она,  на  самомъ  дѣіѣ,  будетъ  несравненно  меньше,  потому  что  допущенное  выше  зна¬ 
ченіе  для  к  слишкомъ  велико. 

102.  Принимая  въ  расчётъ  собственную  вѣроятность  свидѣтельствуемаго  событія, 
можетъ  встрѣтиться  сомиптсльиыіі  случай,  для  объясненія  котораго  предлагаемъ  рѣшеніе 
слѣдующаго  вопроса:  вынуто  один о  нумеръ  изъ  сосуда,  заключающаго  р  различныхъ 
нумеровъ;  свидѣтель,  правдивость  которою  изобразимъ  чрезъ  ри^)  объявляетъ, 
что  вышелъ  п°  і.  Опредѣлить  вѣроятность  дѣйствительнаго  выхода  этою  нумера. 

Нѣтъ  никакого  сомнѣнія ,  что  вѣроятность  появленія  п°  і,  выведенная  а  ргіогі,  бу¬ 
детъ— •  Но  изъ  этого  не  должно  заключить,  чтобы  вѣроятность  выхода  п°  і,  послѣ 
свидѣтельства,  изобразилась  въ  силу  Формулы  (196)  дробью 

я-К'и-'Оім-*)  ' 

Это  выраженіе  было  бы  дѣйствительно  справедливо,  еслибъ,  до  извлеченія  нумера  изъ 
сосуда,  мы  избрали  именно  п°  «,  преимущественно  предъ  всякимъ  другимъ.  Но  какъ  въ 
настоящемъ  случаѣ  не  предполагается  пикакого  предварительнаго  выбора,  то  вѣроятность 
свидѣтельствуемаго  событія  будетъ  просто  равняться  правдивости  свидѣтеля,  точио  такъ, 
какъ  еслибъ  вѣроятность  вскрытія  п°  і  изъ  полпаго  числа  /г  нумеровъ,  равнялась  • 
Чтобъ  удостовѣриться  въ  этомъ,  выведемъ  пепосредствеипо  искомую  вѣроятность. 

Появленіе  п°  і  можетъ  произойти  при  двухъ  предположеніяхъ:  1°  свидѣтель  говоритъ 
правду,  и  2°  опъ  ошибается.  Когда  вычислимъ  а  ргіогі  вѣроятность  свидѣтельствуемаго 
Событія  въ  этихъ  двухъ  предположеніяхъ,  то,  па  основаніи  правила,  оканчивающаго  №  52, 
прямо  найдемъ  п  искомую  вѣроятность.  Она  будетъ  равна  вѣроятности  событія ,  относя¬ 
щейся  къ  первому  предположенію,  раздѣленной  па  сумму  вѣроятностей ,  относящихся  къ 
обоимъ  предположеніямъ. 

Вѣроятность  появленія  п°  і,  вычисленная  а  ргіогі,  равна  — ;  помноживъ  эту  дробь  на 
правдивость  —  свидѣтеля,  получимъ  для  вѣроятности  событія  въ  первомъ  предположеніи 
произведеніе  —  •  —  •  Если  свидѣтель,  объявляя  о  выходѣ  п°  і,  ошибается,  то  вышелъ 
ие  о°  і,  а  какой  либо  другой.  Вѣроятность  невыхода  п°  і,  то  есть  появленія  всякаго 
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другаго  нумера,  безразлично,  изъ  числа  остающихся  р — 1  нумеровъ,  будетъ,  а  ргіогі, 
М~1 .  Но  свидѣтель,  объявляя  что  вышелъ  п°  і,  долженъ  былъ  выбрать  его  изъ  остаю¬ 
щихся  р — I  (иумеровъ;  слѣдопательпо,  вѣроятность  выбора  п°  і  будетъ  »  если  только, 
какъ  мы  и  предполагаемъ,  •  пѣтъ  прпчипы,  по  которой  бы  выборъ  свидѣтеля  иалъ  на  одинъ 
пумеръ  преимущественно  предъ  другимъ.  Произведеніе  ^  —  изобразитъ  вѣроят¬ 

ность,  вычисленную  а  ргіогі,  что  свидѣтель,  по  ошибкѣ,  объявилъ  о  выходѣ  и0  ».  При¬ 
нявъ  же  въ  сообра;кеиіе ,  что  возможность  певѣрнаго  показанія  свидѣтеля,  плп,  что  всё 
т  -  п  ..  ,  М-1  1  т-п  т-п 

равно,  вѣроятность  втораго  предположенія  равна  >  найдемъ  дробь  — — 

Аля  вѣроятности  объявленія  п°  і  въ  этомъ  второмъ  предположеніи.  II  такъ,  частное 


то  есть,  самая  правдивость  свидѣтеля,  изобразитъ  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  п  вѣроятность  появле¬ 
нія  п°  і,  какъ  уже  было  замѣчено  выше. 

При  согласномъ  показаніи  двухъ  свидѣтелей  о  выходѣ  п°  «,  сложная  вѣроятность  со¬ 
бытія  дѣлается  зависимою  отъ  его  собственной  вѣроятности  —  •  Здѣсь ,  какъ  и  при 
одномъ  свидѣтелѣ,  будетъ  два  возможныхъ  предположеній:  оба  свидѣтеля  говорятъ  правду, 
или  оба  обманываютъ.  Изобразить  чрезъ  рад  правдивости  свидѣтелей.  Въ  первомъ 
предположеніи  п°  і  дѣйствительно  вышелъ;  вѣроятность  этого  событія,  а  ргіогі,  есть — ; 
умноживъ  —  па  произведете  двухъ  правдивостей  рд,  получимъ  —  для  вѣроятности  наблю¬ 
деннаго  событія  въ  первомъ  предполоя:еиіп.  Во  второмъ  предположеніи  п°  і  пс  вышелъ; 

собственная  вѣроятность  псвыхода  есть  - -  Но  какъ  оба  свидѣтеля  утверждаютъ 

вскрытіе  п°  і,  то  они  должны  были  выбрать  его  между  р — 1  псвышедшпмп  нумерами. 
Число  соединеній  каждаго  изъ  этихъ  р — 1  пумеровъ,  одпиъ  съ  другимъ,  будетъ  (р — 1)*; 
п  какъ  между  этими  соединеніями  находится  только  одно,  заключающее  повтореппый  два 
раза  п°  і,  то  вѣроятность  согласнаго  выбора  изобразится  дробью  »  а  собственная 

вѣроятность  событія,  произведеніемъ  — у  Если  эту  послѣдюю  дробь 

умножимъ  на  произведеніе  (1 — р)(1— д),  изображающее  вѣроятность,  что  оба  свидѣтеля 
ошибаются  плп  обманываютъ,  то  получимъ  выраженіе  для  вѣроятности  объ¬ 

явленія  п°  і  во  второмъ  предположеніи.  II  такъ,  отиошеиіе 
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изобразитъ  вѣроятность  дѣйствительнаго  выхода  п°  і,  послѣ  согласнаго  о  томъ  показанія 
двухъ  свидѣтелей.  Легко  видѣть,  что  эта  вѣроятность  будетъ  тѣэгь  ближе  къ  достовѣр- 
носто  чѣмъ  число  ц  значительнѣе,  пли,  что  всё  равно,  чѣмъ  собственная  вѣроятность  — 
событія  слабѣе.  Это  происходитъ  отъ  того ,  что  предположивъ  ошибку  или  обманъ  со 
стороны  свидѣтелей,  статочность  согласнаго  ихъ  показанія  о  выходѣ  п°  і  чрезвычайно 
слаба.  Само  собой  разумѣется,  что  для  справедливости  такого  заключенія  должпо  исклю¬ 
чить  случай ,  въ  которомъ  бы  свидѣтели  сговорились  между  собой ,  и  избрали  оба ,  по 
какой  либо  причинѣ,  одппъ  и  тотъ  же  п°  і. 


Вѣроятность  (198)  значительно  уменьшится,  когда  всѣ  нумера,  кромѣ  п°  будутъ 
одинаковые.  Дѣйствительно,  въ  такомъ  предположеніи,  при  значительномъ  ц,  выходъ  п°  і 
будетъ  случайностію  весьма  невѣроятною.  Такой  случай  цожпо  уподобить  извлеченію  бѣ¬ 
лаго  шара  изъ  сосуда,  заключающаго  только  одппъ  бѣлый  шаръ  и  и — 1  чёрпыхъ.  Сви¬ 
дѣтель  выема  утверждаетъ ,  что  вынутъ  шаръ  бѣлый.  Здѣсь,  какъ  и  выше ,  можно 
сдѣлать  два  предположенія :  пли  свидѣтель  говоритъ  правду,  ши  онъ  ошибается.  Вѣроят¬ 
ность  извлеченія  бѣлаго  шара  въ  первомъ  предположеніи  будетъ  — — •  Если  свидѣтель, 
называя  бѣлый  шаръ,  ошибается  иди  обмапываетъ,  то  вышелъ  чёрпый  шаръ,  и  вѣроят¬ 
ность  этого  будетъ  ^1  •  Здѣсь  вѣроятность  выбора  бѣлаго  цвѣта  обращается  въ  досто- 
вѣрпость  плп  едпппцу ,  потому  что  выпувъ  чёрпый  шаръ ,  и  ошибаясь  въ  показаніи, 
свидѣтель  только  и  можетъ  назвать  бѣлый.  Въ  предъпдущей  же  задачѣ  ему  представлялся 
выборъ  между  /л—  1  нумерами ,  почему  вѣроятность  итого  выбора  и  равнялась  . 
Помпожая  вѣроятность  выхода  чёрнаго  шара  на  вѣроятность  »  что  свидѣтель 
ошибается,  получимъ  дробь  изображающую  вѣроятность  показанія  о  выходѣ 

бѣлаго  шара  во  второмъ  предположеніи.  П  такъ  (№  52),  частное 
2  п 

1.1 !.  +  <!=!«=•  =  І»-К»«— »)(*«— 1) 


изобразитъ  вѣроятность  справедливости  показанія  объ  извлеченіи  бѣлаго  шар  изъ  сосуда, 
въ  которомъ,  въ  числѣ  (г  шаровъ,  находится  только  однцъ  бѣлый  и  ц — 1  чёрпыхъ,  На- 
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примѣръ,  сслпбъ  имѣли  а  /и  ~  1000,  то  для  искомой  вѣроятности  получили  бы 

довольпо  малую  дробь  ІЩ  — ііг*  Замѣтимъ  мимоходомъ,  что  послѣдила  Формула  выво¬ 
дится  прямо  и  изъ  выраженія  (196),  полагая  въ  пень  к=1. 

Всѣ  приведенныя  въ  предъпдущпхъ  [Ѵэ1№  Формулы  относятся  къ  тому  предположенію, 
что  показаніе  каждаго  свидѣтеля  можетъ  только  -быть  утверждающимъ  плп  отрицаю¬ 
щимъ.  Но,  на  самомъ  дѣлѣ,  въ  большей  части  случаевъ,  показанія  представляютъ  столько 
различныхъ  оттѣнковъ ,  что  подчинить  ихъ  математическому  анализу  почти  исвозможпо. 
Ламбертъ,  занимавшійся  вопросомъ  о  свидѣтельствахъ  въ  своемъ  ІѴоршп  Огдапоп ,  при¬ 
нялъ  въ  рсчёгь  три  случая:  онъ  раздѣлилъ  свидѣтельства  на  вѣрный,  незпачущія  и 
ложныя.  При  такомъ  предположеніи ,  возможныхъ  событій  можетъ  быть  три ,  и  для 
аналитическаго  рѣшенія  задачъ,  приводящихъ  къ  ихъ  разсматриванію,  можно  руководство¬ 
ваться  пріёмами,  изложенными  въ  №  8  пашей  книги. 

103.  Чтобы  болѣе  приблизиться  къ  сущности  вопроса  о  свидѣтельствахъ,  Лапласъ 
разсматриваетъ  въ  свидѣтелѣ  два  элемента,  именно:  его  честность,  для  которой  удержимъ 
употребленное  уже  памп  наименованіе  правдивость  ,  и  его  опытность  плп  проницатель¬ 
ность.  II  такъ,  по  Лапласу,  должно  принимать  въ  расчётъ:  1°  вѣроятность  что  свидѣ¬ 
тель  говоритъ  тб,  чтб  дѣйствительно  видѣлъ  плп  слышагь,  и  2°  вѣроятность  что  онъ 
вѣрно  видѣлъ  плп  слышалъ.  На  такомъ  основаніи,  изъ  показанія  свидѣтеля  проистекаютъ 
слѣдующія  четыре  предположенія: 

1°  Онъ  знаетъ  правду, 

2°  Онъ  не  знаетъ  правды, 

3°  Онъ  знаетъ  правду, 

4°  Онъ  пе  знаетъ  правды, 

Замѣтимъ,  что  когда  показаніе  ограничивается  утвержденіемъ  или  отрицаніемъ,  ;какъ 
мы  здѣсь  п  допустимъ ,  то  четвертое  предположеніе  приводить  къ  истинѣ.  Дѣйстви¬ 
тельно,  свидѣтель  желал  обмапуть,  и,  принимая  самъ  неправду  за  правду,  очевидпо  ука¬ 
жетъ  на  правду.  Такого  рода  показаніе  можно  назвать  двойнымъ  ложнымъ  свидѣтель¬ 
ствомъ,  и  оио,  какъ  мы  видимъ,  ведетъ  къ  справедливому  показанію. 

Положимъ,  какъ  въ  предъпдущенъ  №  102,  что  изъ  /и  нумеровъ,  выпуть  одинъ. 
Свидѣтель  выема  объявляетъ  о  выходѣ  п°  і.  Какъ  опредѣлить  вѣроятность  справедливости 
этого  показанія? 


и  показываетъ  по  убѣжденію, 
и  обмапываетъ. 
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Мы  ссй-часъ  замѣтила,  что  возможныхъ  предположеній  будетъ  четыре.  Первое  бла¬ 
гопріятствуетъ  дѣйствительному  выходу  п°  і.  Четвертое,  выражающее  двойное  ложное 
свидѣтельство ,  приведетъ  также  къ  нѣкоторымъ  благопріятствующимъ  статочностямъ. 
Если  сумму  вѣроятностей,  относящихся  къ  благопріятствующимъ  статочпостлмъ  въ  этихъ 
двухъ  предположеніяхъ,  раздѣлимъ  на  сумму  вѣроятностей  паблюдспнаго  событія  во  всѣхъ 
четырехъ  предположеніяхъ,  то  получимъ  искомую  вѣроятность  Р,  что  п°  «  дѣйствительно 


Пусть  будетъ  —  —  р  правдивость,  а  — ,  зг  7  онытпость  свидѣтеля.  При  такихъ  дан¬ 
ныхъ  вычислимъ  вѣроятность  объявленія  п°  і  въ  упомянутыхъ  четырехъ  предположеніяхъ. 

Первое  предположеніе.  Свидѣтель  знаетъ  правду,  и  говоритъ  правду.  Въ  такомъ 
случаѣ  п°  і  дѣйствительно  вышелъ.  Вѣроятность  этого  событія,  а  ргіогі,  будетъ  — ; 
помноживъ  эту  дробь  па  сложную  вѣроятность  —‘^7  самаго  предположенія,  найденъ  для 
полной  вѣроятности  наблюденнаго  событія,  въ  этомъ  первомъ  предположеніи,  произведеніе 


Второе  предположеніе.  Свидѣтель  не  знаетъ  правды ,  и  говоритъ  по  убѣжденію. 
Такъ  какъ  свидѣтель,  объявляя  о  появленіи  п°  і,  ошибается,  то  п°  і  не  вышелъ.  Вѣроят¬ 
ность  что  вышелъ  не  п°  і,  есть,  а  ргіогі,  Но,  ошибаясь,  свидѣтель  могъ  бы  пазвать 
всякій  изъ  (і — 1  нумеровъ,  кромѣ  дѣйствительно  вышедшаго.  И  такъ,  вѣроятность  вы¬ 
бора  п°  і,  препмушествеппо  предъ  другими,  будетъ  — . ;  отсюда  паходшгь,  что  вѣроят¬ 
ность,  а  ргіогі,  объявленія  п°  і,  когда  свидѣтель  ошибается,  но  не  обманываетъ,  есть 
— -і-  Умножавъ  па  вѣроятность  ^  предположенія,  получимъ  дробь 

~^(і — ^  изображающую  вѣроятность  объявленія  п°  і  при  второмъ 

предположеніи. 

Третье  предположеніе.  Свидѣтель  знаетъ  правду ,  и  обмапываетъ.  Въ  этомъ  случаѣ 
п°  і  пе  вышелъ,  и  вѣроятность  невыхода  равна  - — - ;  по,  объявлял  о  выходѣ  п"  і,  онъ 
долженъ  избрать  его  между  // — 1  псвышедшпмп  нумерами;  таръ  какъ  вѣроятность  подоб¬ 
наго  выбора  есть  то  произведеніе  изобразитъ  вѣроятность  а  ргіогі, 

что  свидѣтель  объявитъ  выходъ  п°  і,  а  нс  другаго.  Сверхъ  того,  вѣроятность  предполо¬ 
женія  есть  ^1 — поэтому,  полная  вѣроятность  наблюденнаго  событія,  именно,  объ¬ 
явленія  пэ  і  въ  третьемъ  прсдполо;кспіп,  будетъ  -^-(і — 
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Четвертое  предположеніе.  Свидѣтель  не  знаетъ  правды,  и  обмапываетъ.  Вѣроятность, 
что  оиъ  нс  полагаетъ  п°  і  вышедшимъ,  есть  >  п  какъ  онъ  объявляетъ  о  его  выходѣ, 
то  вѣроятность  этого  выбора  будетъ  ;  поэтому  дробь  изобразитъ  вѣ¬ 

роятность,  вычисленную  а  ргіогі,  что  объявленный  нумеръ  будетъ  п°  і.  Съ  другой  сто¬ 
роны,  такъ  какъ  возможность  самаго  предположенія  есть  ^1 —  -^^1 — А)»  то  вѣроятность 
иаблюденпаго  событія,  состоящаго  въ  объявленіи  п°  і,  въ  этомъ  четвертомъ  предположе¬ 
нія,  будетъ  -^1 — — ~/)  —  .  Это  послѣднее  предположеніе,  какъ  было 

уже  замѣчено  выше,  заключаетъ  въ  себѣ  нѣкоторыя  статочностп  дѣйствительнаго  появленія 
п°  I,  II  въ  самомъ  дѣлѣ ,  положимъ  что  вышелъ  п°  і;  свидѣтель,  думая  что  опъ  пе 
вышелъ,  выбираетъ  его  между  остальными  // — 1  нумерами,  изъ  которыхъ,  по  его  мнѣнію, 
пи  одинъ  не  вышелъ.  Очевидно ,  здѣсь  представляется  двойное  ложное  свидѣтель¬ 
ство,  и  слѣдовательно  показаніе  будетъ  справедливое.  Вѣроятность  этой  случайности , 
вычисленная  а  ргіогі,  равна  '  Помноживъ  эту  дробь  па  возможность 

^1 — — ^1 — самаго,  предположенія,  найдется  для  вѣроятности  дѣйствительнаго  выхода 
п°  і  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  выраженіе 

1  (і  -  "Ѵі— ^  —  я-МУ=2.. 
тЛ  /*0*  —  *) 

Теперь,  для  полученія  вѣроятности  Р,  стоитъ  только  сумму  вѣроятностей 
рч  ■  (1-/Ш-9) 
м  "г  мя-і) 

дѣйствительнаго  выхода  п°  і,  раздѣлить  па  сумму  вѣроятностей 

РЧ  |  рі*-ч)  |  (|-р)?  |  (1— р)(і— ?)  _  і 

во  всѣхъ  четырехъ  предположеніяхъ,  то  есть,  па  полную  вѣроятность  справедливаго  пли 
ошибочнаго  объявленія  о  выходѣ  п°  Тогда  получимъ  просто 

Р  =  п+Ѵ=&Ы1.  (200) 

Если  допустимъ,  что  свидѣтель  пе  можетъ  ошибиться  въ  дѣйствительности  пли  не¬ 
дѣйствительности  утверждаемаго  имъ  Факта,  то  должно  будетъ  положить  7=1,  п  полу¬ 
чимъ  просто  Р  —  р;  слѣдовательно,  въ  этомъ  случаѣ,  вѣроятность  Факта  будетъ  равна 
правдивости  свидѣтеля.  Положивъ  р  =  1,  то  есть  допустивъ  безусловную  честность  въ 
свидѣтелѣ,  будетъ  Р~  7;  и  такъ,  въ  этомъ  предположеніи,  вѣроятность  Факта  равна 
опытности  свидѣтеля.  За  исключеніемъ  этихъ  двухъ  случаевъ,  вѣроятность  Р  будетъ 
всегда  зависѣть  отъ  собственной  вѣроятности  —  объявляемаго  событія.  Когда  /і  есть 

«1 
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число  чрсзпычаііпо  большое ,  то  Р  будетъ  очепь  мало  разппться  отъ  перваго  члена  р^. 
Слѣдовательно,  въ  этомъ  предположеніи,  вѣроятность  справедливости  показанія  выразится 
чрезвычайно  приближенно  произведеніемъ  правдивости  свидѣтеля  па  вѣроятность,  что  оиъ 
не  ошибается. 

Сказанное  здѣсь  о  способѣ  Лапласа ,  приложенномъ  къ  показанію  одного  свидѣтеля, 
легко  распространить  и  на  какое  пи  есть  число  свидѣтелей,  при  согласныхъ  п  несоглас¬ 
ныхъ  показаніяхъ. 

104.  Когда  какое  либо  событіе  передастся  однимъ  лицомъ  или  цѣлымъ  поколѣніемъ 
другому,  потомъ  третьему,  и  такъ  далѣе,  то  такого  рода  свидѣтельство  называется  пре¬ 
даніемъ.  Предложимъ  нѣкоторыя  правила,  относящіяся  къ  опредѣленію  вѣроятностей  въ 
этомъ  случаѣ. 

Положимъ,  что  изъ  числа  ц  равновѣроятныхъ  событій  Е, ,  Ег...Е(І  ..Ем,  одно, 
напримѣръ  Е„ ,  дошло  до  тсъ  по  преданію.  Допустимъ,  что  очевидецъ  Т0  передалъ 
видѣнное  иліъ  лицу  Т, ,  Т,  передалъ  Т* ,  и  такъ  далѣе  до  Тг ,  который  передаетъ 
уже  на.чъ  слышанное  имъ  отъ  Т^_,.  Ищется  вѣроятность  Рг  подлинности  преданія, 
то  есть  дѣйствительности  событія  Е„ . 

Изобразимъ  соотвѣтственно  чрезъ  рг,  р,_, . . .  правдивости  свидѣтелей  Тг,  Тг_, . . ., 
и  найдемъ  зависимость  между  величинами  Рг,  Р^_,,  рг,  рг_1  и  ц. 

Для  этого  замѣтимъ,  что  лицо  Т,  можетъ  свидѣтельствовать  о  дѣйствительности  со¬ 
бытія  Е„  только  въ  двухъ  случаяхъ,  пмеппо:  1°  Когда  Тг  говоритъ  правду,  и  самъ  слы¬ 
шалъ  отъ  о  дѣйствительности  событія  Е„ .  Произведеніе  ргРг_,  правдивости  рг 

свидѣтеля  Тг  па  вѣроятность  Рг_,  подлинности  событія  Е„,  когда  останавливаемъ  цѣпь 
преданія  па  предпослѣднемъ  свидѣтельствѣ,  изобразитъ  сложную  вѣроятность  этого  пред¬ 
положенія.  2°  Когда  Тг ,  свидѣтельствуя  о  событіи  Е„  ошибается,  умышленно  пли  ие- 
умышлеппо,  слышавъ  отъ  Т^_,  о  всякомъ  другомъ,  кромѣ  Еп ,  изъ  остальныхъ  р — 1 
событіи  Е„  Е1,...Е/1.  Вѣроятность  этого  втораго  предположенія  будетъ  ■1~/',^|^/>г-|) » 
II  въ  самомъ  дѣіѣ,  1 — рг  изобразитъ  вѣроятность,  что  Тг  ошибается,  1 — Рг—,  что  ут¬ 
вержденіе  свидѣтеля  Тг_1  ложно ,  и  наконецъ  -^-т-  что  Тг  выбра.гь ,  по  ошибкѣ  пли 
умышленно,  именио  событіе  Еп  изъ  числа  р — 1  событій,  ие  названныхъ  свидѣтелемъ  . 
Произведеніе  этихъ  трехъ  вѣроятностей  изобразитъ  вѣроятность  втораго  предположенія. 

II  такъ,  полная  вѣроятность  Рг  дѣйствительности  событія  Еп ,  дошедшаго  до  пасъ  по 
преданію,  опрсдѣштсл  уравненіемъ  въ  частныхъ  разностяхъ 
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Это  уравненіе  относится  къ 
труда  по  извѣстнымъ  правила»: 
рованіе,  положимъ 

разумѣя  подъ  /і  постоянную  в 


Берпулліеву,  и  поэтому  можетъ  быть  пптсгрпровапо  безъ 
іъ.  Чтобы  привести  къ  возможной  простотѣ  его  пптегрп- 

рг  =  л+ег, 

елпчпну,  которая  ссй-часъ  опредѣлится.  Получимъ 


н+а,  =  р^+рД^+'Діо-ѵ-'Ді- о—- 


Чтобъ  освободить  это  уравненіе  отъ  постояннаго  члена,  и  такимъ  образомъ  привести 


должно  положить 


<+'“]  =  О .  ““  к  =  7  ’ 

ибо  мы  не  предполагаемъ ,  чтобъ  миожитель  1 — рг  уничтожался.  II 
Р,—  — 1-  бг  *  будетъ  просто 


бг=*Й?.<и,. 

Полагал  послѣдовательно  г~  1,  2,  3,...г,  получимъ  рядъ  равенствъ. 

б,  =  ^г-0. 

( =  ^5^-6, 

б,  = 


принявъ 


бг  —  ^ГГ"бг- 

Почленное  псрсмиожспіс  этпхъ  уравненій  доставитъ 
(яр,— 

бг= - у 

и  слѣдовательно,  подставивъ  Рг —  —  па  мѣсто  бг  >  1 

г,=4-+! 


■(яр г-*)  ^ 

Ро — -  па  мѣсто  б0  »  получимъ' 

(“О 
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Всличипа  Р0,  входящая  по  вторую  часть  этого  уравііеиія,  изображаетъ  вѣроятность 
событія  Еп ,  утверждаемаго  первымъ  свидѣтелемъ  Т0 ;  седп  правдивость  этого  свидѣтеля 
плобразится  чрезъ  р0 ,  и  сверхъ  того  допустимъ,  что  Т0  ие  могъ  ошибиться,  то  будетъ 
просто  Р0~р0,  какъ  уже  доказано  выше.  Принявъ  же  въ  расчётъ  самую  опытность 
очевидца  Т0,  и  означивъ  её  чрезъ  ^0,  найдется  въ  силу  Формулы  (200) 

Р.  = 


Разберемъ  теперь  нѣкоторыя  слѣдствія  Формулы  (201).  Положивъ, 
тель  Т0  нс  могъ  ошибиться,  получимъ 

г  ~  *  0-1/  '  я 

Допустить  теперь,  что  событіе,  доходящее  до  пасъ  по  предапію,  ( 
невѣроятно;  въ  такомъ  случаѣ  и  будетъ  весьма  большимъ  числомъ , 
выразится  приблизительно  произведеніемъ 


что  первыя  свидѣ- 


(202) 
п  вѣроятность  Рг 


р0.р,.рл....рг. 

Это  приближенное  зпачеліе  для  Рг  показываетъ,  что  вѣроятность  преданія  тѣмъ  сла¬ 
бѣе,  чѣмъ  значительнѣе  цѣпь  свидѣтелей,  передающихъ  событіе.  И  такъ,  свидѣтельство 
о  какомъ  либо  Фактѣ  пеобыкповешіомъ,  должно  болѣе  и  болѣе  терять  своей  силы  съ  дав¬ 
ностію  преданія. 

Еслп  событіе  Е„  такого  рода,  что  его  дѣйствительность  и  недѣйствительность  равно 
вѣроятны,  то  р  —  2,  и  Формула  (202)  доставитъ 

Р,  =4+-і(2р.-1К2,,_1)(2р -і). . .  .(2р, —  I). 

Слѣдовательно,  когда  правдивость  всѣхъ  свидѣтелей  будетъ  больше  то  и  /’г>  въ 
такомъ  случаѣ  преданіе  увеличиваетъ  вѣроятность  событія  Е,„  первоначальное  зпачеиіс 

которой  было,  а  ргіогі,  — •  Тб  же  самое  случится ,  когда  ръ  ряду  Т0,  Т, ,  Т4 . Тг 

будетъ  иаходпться  чётное  чпею  такихъ  свидѣтелей ,  правдивость  которыхъ  ниже  —  • 
Дѣйствительно,  вообще  при  р,  <  4-»  множитель  2 р, — 1  будетъ  отрицательный;  но  какъ 
число  подобныхъ  множителей  въ  произведеніи  (2 р0 — 1)(2р, — I). . .  .(2 рг — I)  предполагается 
чётнымъ,  то  п  произведеніе,  о  которомъ  говоримъ,  будетъ  положительное.  Это  обстоя¬ 
тельство  объясняется  очень  просто  двойнымъ  ложнымъ  свидіыпсльствомъ.  Также  легко 
что  при  нечётномъ  числѣ  свидѣтелей ,  правдивость  которыхъ  меньше  -5-* 


вѣроятность  подлшшостп  преданія  будетъ  меньше  первоначальной,  собственной  вѣроят- 

Накоиецъ  замѣтимъ,  что  предположивъ  число  свидѣтелей  чрезвычайно  большимъ,  или, 
что  всё  равно,  отнеся  свидѣтельствуемое  событіе  къ  глубокой  древности,  вѣроятность 
преданія  будетъ  мало  разниться  отъ  собственной  вѣроятности  событія.  Дѣйствительно, 
послѣдовательные  миожитсли 


второй  части  уравпепія  (202),  всѣ  меньше  1;  въ  этомъ  удостовѣряемся  паписавъ  который 
ни  есть  изъ  множителей,  папрпмѣръ  >  въ  водѣ : 


Но  вѣроятность  Рг  состоитъ  изъ  члена  —  и  произведенія  весьвіа  значительнаго  числа 
множителей,  пзъ  которыхъ  каждый  меньше  единицы;  это  произведеніе  будетъ  вообще 
чрезвычайно  мало ,  развѣ  только  упоминаемые  множители  сами  неопредѣленно  прибли¬ 
жаются  къ  значенію,  равному  единицѣ.  Слѣдовательно,  согласно  съ  ироведсинывгь  сей-часъ 
утвержденіемъ,  вѣроятность  дошедшаго  до  насъ  по  предаиію  событія,  будетъ  вообще  при¬ 
ближаться  къ  собственной  вѣроятности  —  того  же  событія.  Съ  этой  стороны  преданіе 
различествуетъ  отъ  обыкновеннаго  свидѣтельства;  дѣйствительно ,  мы  видѣли  выше 
(№  99),  что  значительное  число  прямыхъ  свидѣтельствъ  придастъ  событію  вѣроятность, 
очень  близкую  къ  достовѣриости.  И  такъ,  давность  преданія,  въ  бб.іьшей  или  меньшей 
степени,  уменьшаетъ  вѣроятность  Фактовъ.  Впрочемъ,  разнаго  рода  памятники,  письмен¬ 
ность,  книгопечатаніе,  медали  и  другія  причины,  перенося  насъ  такъ  сказать  къ  эпохамъ 
мсиѣе  отдаленнымъ  отъ  свидѣтельствуемыхъ  событій,  отчасти  ослабляютъ  дѣйствіе  дав¬ 
ности  преданій.  Оцѣнка  этихъ  вспомогательныхъ  средствъ  къ  увеличенію  правдоподобія 
передаваемыхъ  намъ  Фактовъ,  ие  можетъ  быть  предметомъ  строгихъ  изслѣдованіи  Анализа 
Вѣроятностей. 

Положимъ  теперь,  что  имѣемъ  двѣ  цѣпи  преданій,  п  каждая  состоитъ  изъ  1  рав- 
поправдпвыхъ  свидѣтелей ;  допустимъ  сверхъ  того,  что  послѣдній  свидѣтель  одном  цѣпи, 
согласно  съ  послѣднимъ  же  другой  цѣпи ,  передаетъ  иамъ  событіе  Е„  .  Вѣроятность 
Факта  Е„  получится  пзъ  Формулы  (199),  когда  замѣнимъ  въ  нем  величиною  Рг  правдивости 
р  и  Слѣдовательно ,  въ  этомъ  случаѣ ,  вѣроятность  событія  Е„  изобразится  дробью 
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Нѣкоторые  философы  ,  къ  видахъ  предосудительныхъ ,  пытались  примѣнить  Формулы, 
отиоспіцілсл  къ  ослабленію  вѣроятности  свидѣтельствъ  п  прсдапііі  къ  вѣрованіямъ  релп- 
гіолпымъ,  п  тѣмъ  поколебать  ихъ.  Для  опроверженія  ихъ  выводовъ,  стоить  только  при¬ 
нять  въ  соображеніе,  что  всякое  слѣдствіе,  выводимое  илъ  аналитической  Формулы,  пс 
можетъ  быть  шіымъ  чѣмъ,  какъ  только  ралвптіемъ  первоначальнаго  предположенія,  на  ко¬ 
торомъ  Формула  основана.  Если  предположеніе  ложно ,  то  и  слѣдствія  анализа  будутъ 
оншбочиыл.  Поэтому,  прежде  всего,  должно  ралобрать  основательно  предположеніе,  слу¬ 
жащее  точкою  исхода.  Когда  этотъ  разборъ  приведетъ  насъ  къ  заключенію,  что  въ 
духовномъ  мірѣ  есть  такіе  Факты,  которые  не  подчинены  фпзичсскнмъ  законамъ,  тогда  всѣ 
злонамѣренныя  умствованія  лжефплософовъ  рушатся  сами.  Съ  статьѣ  СегШийе *)  читатели 
найдутъ  примѣчательную  выписку  изъ  сочиненія  Аббата  Прады  8иг  Іа  ѵегііё  Ле  Іа  геіі- 
діоп.  Въ  этой  выпискѣ  съ  необыкновенною  сплою'  ума  п  съ  убѣдительнымъ  краснорѣ¬ 
чіемъ  разсмотрѣнъ  подробно  вопросъ,  котораго  мы  здѣсь  только  коснулись. 

105.  Псрсходпмъ  теперь  къ  оцѣикѣ  достоинства  выборовъ.  Этотъ  вопросъ  приво¬ 
дится  вообще  къ  опредѣленію  вѣроятности,  что  кандидатъ,  избранный  по  данному  образу 
балотированіл,  дѣйствительно  достойнѣе  всѣхъ  своихъ  совмѣстппковъ.  Но  какъ  опредѣлить 
эту  вѣроятность?  Безпристрастіе  избирателей,  степень  пхъ  просвѣщенія,  влінпіе  страстей, 
личныя  отпоіпенія,  сппсходптсльпость  плп  излишняя  строгость,  представляютъ  такое  раз¬ 
нообразіе  п  требуютъ  столькихъ  различныхъ  данныхъ,  что  этотъ  вопросъ,  во  всей  своей 
общпостп,  пе  можетъ  быть  подчиненъ  математическому  апалпзу.  Мы  должпы,  какъ  и  въ 
предыдущихъ  нумерахъ  этой  Главы,  довольствоваться  нѣкоторыми  частными  результатами, 
которые  впрочемъ  приносятъ  несомнѣнную  пользу  тѣмъ,  что  придаютъ  болѣе  опрсдѣли- 
тслыюстп  указаніямъ  здраваго  смысла. 

Когда  балотпруется  одинъ  кандидатъ ,  то  перевѣсъ  избирательныхъ  голосовъ  предъ 
пспзбпрателыіымп ,  дастъ  уже  кандидату  пѣкоторое  право  па  избраніе,  предполагая  впро¬ 
чемъ  ,  что  большинство  избирателей  судитъ  здраво  п  безпристрастно  о  достоинствахъ 
балотрруомаго. 

При  бадотпрованіп  двухъ  кандидатовъ,  п  ори  тѣхъ  же  условіяхъ,  относительное  боль¬ 
шинство  голосовъ  рѣшаетъ ,  которому  пзъ  двухъ  совмѣстпиковъ  избиратели  отдаютъ 
преимущество.  Напримѣръ,  еслибъ  избирателей  было  2^,  п  первый  кандидатъ  А  полу¬ 
чилъ  15  избирательныхъ  шаровъ,  а  второй  В  только  13,  то  это  значило  бы,  что  А 

')  рп*усІоріЛ№  іш  і»іс(і««прт'г?  гаіюппі  Н"  Яеіеп се* 
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признанъ  достойнѣе  В.  Нс  смотря  на  это,  кандидатъ  А  могъ  бы  быть  не  избранъ;  такъ 
случилось  бы  папрпмѣръ,  еслибъ,  для  избранія  кандидата,  требовалось  пе  относительное  боль¬ 
шинство,  а  положимъ  у  полнаго  числа  голосовъ,  то  есть  въ  настоящемъ  случаѣ  у  2К~  16. 
Въ  этомъ  предположеніи  кандидату  А  не  достовало  бы  одного  голоса  чтобъ  имѣть  право 
па  избраніе. 

Прп  трехъ  и  большемъ  числѣ  балотпрусмыхъ ,  перевѣсъ  избирательныхъ  голосовъ  нс 
всегда  обнаруживаетъ  мнѣніе  избирателей  относительно  превосходства  кандидата,  получив¬ 
шаго  большинство.  Для  объясненія  этого  обстоятельства,  войдемъ  въ  нѣкоторыя  подроб¬ 
ности,  которыя  требуютъ  пособія  математическаго  апалпза. 

Когда  избиратель  подаетъ  голосъ  въ  пользу  одного  пзъ  балотпрусмыхъ  кандидатовъ, 
то  миѣиіе  его  въ  разсужденіи  относительнаго  достоинства  другихъ  соискателей  остается 
неизвѣстнымъ,  п  въ  такомъ  случаѣ  вообще  иельзя  будетъ  судпть  о  результатѣ  балотпро- 
ваиія.  II  такъ  положимъ,  что  каждый  избиратель  обязанъ  паппсать  па  особой  запискѣ 
имена  всѣхъ  кандидатовъ  по  порядку  достоинства,  приписываемаго  пмъ  каждому,  и  начи¬ 
ная  съ  достойнѣйшаго  пзъ  всѣхъ.  Положимъ  что  балотпруются  три  кандидата  А,  В,  С. 
При  допущенномъ  образѣ  балотированіл,  можетъ  случиться,  что  одинъ  пзъ  трехъ  канди¬ 
датовъ,  папрпмѣръ  А,  занимавшій  первое  мѣсто  па  запискахъ  большее  число  разъ  чѣмъ 
В  а  С,  будетъ  на  послѣднемъ  мѣстѣ  во  всѣхъ  остальныхъ  запискахъ,  между  тѣмъ  какъ 
В  поставленъ  па  второе  мѣсто  чаще,  чѣмъ  А  на  первое.  Который  же  изъ  двухъ  канди¬ 
датовъ  А  а  В  долженъ  быть  предпочтенъ?  Очевидно,  что  рѣшеніе  этого  вопроса  связано 
съ  степенью  важности,  которую  каждый  избиратель  приписываетъ  относительному  порядку 
прп  размѣщеніи  трехъ  кандидатовъ.  Еслибъ  избиратели,  условившись  наперёдъ  въ  числен¬ 
номъ  зиачепіп  достоинства  ,  принимаемаго  за  тахітит ,  могли  паппсать  противъ  имени 
каждаго  кандидата  число,  пропорціональное  по  пхъ  мнѣнію  степени  его  достоинства,  то 
рѣшеніе  вопроса  было  бы  очень  просто.  Дѣйствительно,  стоило  бы  только,  по  отобра- 
піи  всѣхъ  записокъ,  сложить  числа,  относящіяся  къ  кандидату  А,  п  сдѣлать  то  же  самое 
къ  разсужденіи  В  и  С;  лепо,  что  порядокъ  величинъ  этихъ  трехъ  суммъ  опредѣлилъ  бы 
вмѣстѣ  п  порядокъ  достоинства  трехъ  кандидатовъ;  наибольшая  сумма  соотвѣтствовала 
бы  тому  капдпдату ,  которому ,  въ  сложности ,  избиратели  отдаютъ  предпочтеніе  предъ 
остальными  двумя.  Практическое  исполненіе  такого  способа  балотпроваиіл  безъ  сомнѣнія 
невозможно.  II  въ  сомомъ  дѣлѣ  ,  какъ  предложить  численную  мѣру  для  оцѣнки  .относи¬ 
тельнаго  достоинства  нѣсколькихъ  кандидатовъ,  болѣе  или  менѣе  намъ  неизвѣстныхъ,  тогда 
какъ  мы  нс  въ  состояніи  того  выио.ншть  даже  для  человѣка,  котораго  знаемъ  во  всѣхъ 
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отношеніяхъ  какъ  польза  лучше?  Подобныя  чпслеппыя  отмѣтка  была  бы  только  испол¬ 
неніемъ  Формальности,  п  отпюдь  не  могла  бы  веста  къ  точпому  рѣшенію  вопроса. 

406.  Борда*)  предложилъ  выражать  достоинство  капдадатовъ  числами,  пропорціональ¬ 
ными  мѣсту,  занимаемому  пмп  на  запаскахъ  въ  обратномъ  порядкѣ.  И  такъ,  при  трехъ 
кандидатахъ,  надлежало  бы  написать: 

3  А  ,  про  четырехъ:  4  А 
2  В  3  В 

1  С  2  С 

I  И 

п  такъ  далѣе.  Потомъ,  взявъ  отдѣльпо  сумму  чпеелъ  относящихся  къ  А,  В ,  С . 

увидѣли  бы  какъ  и  выше,  который  изъ  кандидатовъ,  по  приписываемому  ему  достоинству, 
долженъ  запять  первое  мѣсто,  потомъ  второе,  третье  п  такъ  далѣе. 

Нѣтъ  никакого  сомнѣнія,  что  цѣлыя  чпела,  поставленныя  въ  убывающемъ  порядкѣ  про¬ 
тивъ  именъ  кандидатовъ,  не  выражаютъ  относительнаго  ихъ  достоинства;  поэтому  и  ре¬ 
зультатъ  подобнаго  образа  балотпрованія  не  будетъ  въ  строгомъ  смыслѣ  точенъ.  Не 
смотря  однакожъ  на  этотъ  недостатокъ,  способъ  Борда  имѣетъ  математическое  основаніе, 
и,  по  закоиамъ  вѣроятности,  долженъ  быть  предпочтенъ  всякому  другому  пріёму,  когда  не 
имѣемъ  въ  виду  болѣе  опредѣлительныхъ  даппыхъ  относительно  взаимныхъ  правъ  бало- 
тируемыхъ  на  избраніе.  Это  утвержденіе  основываемся  на  томъ,  что  цѣлыя  дола,  напри¬ 
мѣръ  3,  2  п  I,  при  тремъ  кандидатахъ  А,  В  а  С,  будутъ  соотвѣтственно  пропорціональны 
среднимъ  достоинствамъ,  какія  только  можно  приписать  балотпруенымъ  лпцамъ  А,  В  и  С, 
предполагая,  по  условію,  что  А  имѣетъ  преимущество  предъ  В,  а  В  предъ  С.  Для  до¬ 
казательства  этого  предложенія  необходимъ  математическій  анализъ. 

Положимъ,  что  одинъ  изъ  избирателей  пишетъ  на  запискѣ  имена  трехъ  кандидатовъ 
въ  порядкѣ  АВС,  прописывал  первому  пзъ  ппхъ  достоппство  х,  второму  у,  третьему  г. 
По  условію  будетъ  Сверхъ  того,  изобразимъ  чрезъ  X  сумму  всѣхъ  воз¬ 

можныхъ  достоинствъ,  которыя  этотъ  избиратель  могъ  бы  приписать  при  вышеозначенныхъ 
условіяхъ  кандидату  А;  пусть  будутъ  У  п  2  тѣ  же  суммы  въ  разсужденіи  В  и  С,  а  В 
число  всѣхъ  возможныхъ  соединеній,  иолучаемыхъ  ррп  распредѣленіи  различныхъ  достоинствъ 
между  троиц  кандидатами,  и  совмѣстныхъ  съ  усдовіяцп  ,  у Очевидно,  что 

дробп  -ур  -ур  изобразятъ  среднія  достоппстра  кандидатовъ  А,  В,  С. 

*)  ІИетоігс,  Лс  Г АсаЛгтіс  Ли  Зрелее*,  1701  Г.  стр.  007. 
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Для  опредѣленія  знаменателя  Й  можно  разсуждать  слѣдующимъ  образомъ:  чтобы  при 
назначенной  напередъ  велпчпиѣ  у  найти  число  различныхъ  соединеній  достоинствъ  между 
двумя  капдпдатамп  С  а  В,  должно  во  первыхъ  разсмотрѣть,  сколько  различныхъ  зиачепій 
можно  приписать  г.  Если  положимъ,  что  безконечно  малая  величппа  г  изображаетъ 
постоянное  прпрашепіе  достоинства,  то,  по  причинѣ  г<у,  различныя  значенія  для  г  будутъ 
е,  2с ,  3 с . і-е, 

а  число  ихъ,  — >  которое  можно  также  представить  въ  видѣ 

Но  каждое  пзъ  —  достоппствъ  кандидата  С  соедппится  съ  каждымъ  изъ  зпачеиій  у, 
равнымъ  плп  большимъ  достоинства  г  кандидата  С.  Поэтому,  приписывая  послѣдовательно 
перемѣнной  г  всѣ  значенія 

с,  2с, 

найдутся  для  у  слѣдующія  возможныя  по  условію  величины: 

с  2с  Зе . ^-е 

2с  Зе  4г . (7-+О8 

Зе  4е  5е . (7-Ь2)8 


ибо  величина  у  не  можетъ  быть  больше  х.  Очевидно  теперь,  что  [число  всѣхъ  возмож¬ 
ныхъ  соединеній  достоппствъ  кандидатовъ  В  п  С,  при  опредѣленныхъ  предѣлахъ  для 
у  и  х,  которые  п  означимъ  чрезъ  у  ах,  будетъ  —  для  перваго  столбца,  — 1  для 
втораго,  — 2  для  третьяго  и  проч.,  наконецъ-^- — (^- — і)  для  послѣдняго.  Сверхъ 
того,  какъ  перемѣнной  у  должпо  приписать  наибольшее  ея  значеніе,  именно  х,  то  искомая 
совокупность  всѣхъ  возможныхъ  соединеній  достоппствъ  для  двухъ  кандидатовъ  В  и  С  будетъ 

т+(т-<)+(т-*)+ . +<  =-4?- 

Еслп  откинемъ  въ  числителѣ  безконечно  малую  величину  с  предъ  х,  то  получимъ  просто 
»  п  этому  выраженію  можно  будетъ  дать  видъ 
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Наконецъ,  приписывая  у  всѣ  возможныя  значенія 

е,  2е ,  Зв . у.е, 

изъ  которыхъ  первое,  пезавпепмо  отъ  х,  имѣетъ  мѣсто  одинъ  разъ,  второе  два  раза, 
третье  три  раза,....  послѣднее  —  разъ,  чтб  усматривается  прямо  изъ  рядовъ  (203),  и 
предполагая  потомъ,  что  х  измѣняется  отъ  пуля  до  велпчпиы  а,  изображающей  тахітит 
достопиства,  найдемъ  для  х  слѣдующій  рядъ  соотвѣтственныхъ  возможныхъ  значеній: 


Но,  съ  другой  стороны,  наибольшая  велпчппа  х  есть  а‘,  слѣдовательно,  соображаясь  съ 
рядамп  (20&) увпдпмъ,  что  число  различныхъ  значеній  для  х,  между  предѣлами  Она,  будетъ: 
для  1-го  столбца:  . — 


для  послѣдняго:  . і. 

Этп  числа,  въ  слѣдствіе  сдѣланнаго  сей-часъ  замѣчанія  о  повтореніи  величинъ  в,  2«,  Зе, . . . . 

перемѣнной  у,  должны  быть  поміюжены  по  порядку  на  1,  2,  3, _ “  •  Слѣдовательно, 

полпос  число  соединеній  всѣхъ  возможныхъ  достоинствъ  трехъ  кандидатовъ ,  или 
число  Л,  будетъ: 


В  =  І1+(Л._|).2+(.І-2).ЗЧ - Н~> 

«  =  ++2+3+. . . 2+2. 3+3. Н-. . . .+  (у— +]■ 
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Если  къ  суммѣ 

1.2+2. 3+....+(~і)^ 

придадимъ  1+24-3+ _ +— »  то  получимъ 

, *+2* +3*+ - !-(+)*  =  1.2+2.3+ - 1- (т  -<)т+  (‘+2+3+  •■-■+  + 

Слѣдовательно 

В  =  (Д.+і)(і+2+3+. . . .+  і)_[|-+2.+3‘+, . .  .-+)■]• 

Съ  другой  же  стороны 

.  (т+ОЧ  _ 


(т+і)('+2+3+-  •  •  -+-І)  =  - 


1*+2’+31+. . .  .+(7)’  = 


++Х+>7. 


_  (а+)2д _ (2а+)(а+)а  _  а(а+0(а+2<)  _ 


Л  —  2і*  "  _  _ 

Въ  этомъ  послѣднемъ  выраженіи  безконечно  малое  прпращепіе  с  должно  быть  откипуто 
предъ  а,  потому  что  достоинство  кандидата  можетъ  переходить  отъ  нуля  до  а  чрезъ  всѣ 
послѣдовательныя  степени  велпчппъ.  И  такъ,  Л  —  2  5.,з  изображаетъ  число  всѣхъ  воз¬ 
можныхъ  соединеній  различныхъ  достоинствъ  трехъ  кандидатовъ  при  допущенныхъ  выше 
условіяхъ.  Эту  велпчппу  Л  можно  также  представитъ  въ  видѣ 

л  _  а5  ]>/; 


Опредѣлимъ  теперь  суммы  X,  У,  2.  Мы  уже  выдѣли  выше,  что  всѣ  велпчппы  пере¬ 
мѣнной  х  заключены  въ  столбцахъ  (20Ь),  когда  положимъ  въ  ппхъ  х~  а.  Для  полученія 
X  должно  помножить  первый  столбецъ  па  1,  второй  на  2,  третій  на  3,...  послѣдній  па 
— ,  в  взять  потомъ  сумму  всѣхъ  этихъ  произведеній.  Такпмъ  образомъ  получимъ 
Х=  (1+9+3+-+І). 

+2(2+3+.-+т> 

+з(з+Ч--+7> 

+ . 
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Г  (т+‘)т  (т+!Х--‘)  (і+»Х--0 

х  =  [!•  ,  /1+аЛ-і-4 — '  +3.Ѵ-_- 

Чтобъ  опредѣлить  эту  сумму  въ  конечномъ  водѣ,  положимъ  сперва  для  простоты  —  —  т 
Найдется 

Х~[і . (от+1)от+2 . (т+2)(т- 1)+3 . (от+3)(от— 2)+. . . .  4*т . (т+т). ЛІ  . 

Тавъ  какъ  общій  членъ  ряда ,  заключающагося  въ  квадратпыхъ  скобкахъ ,  можетъ  быть 
представленъ  въ  впдѣ 

п(т-\-п)(т — п —  1 ), 

то  п  получимъ 

X  — 

гдѣ  8  означаетъ  суммовой  знакъ.  Но 

п(т+л)(т— »»— I)  —  т(т-\- 1 )  .л— л*4-ла ; 

слѣдовательно 

X  —  ■|[ю(т+І)8(п)-8(л*)4.8(п1)]. 

Съ  другой  же  стороны  извѣстно,  что 

8(л)  =  Гп+л  —  |  4-2+3 +....+П 


8(п*)  =  -27»*+»»*  —  |*+2*+3*+. . .  .4-п*  = 


(2л-Н)(л+<)я 


8(«*)  =  .&'+„•  =  і>4.2*+з"+. ...+»»  =  . 

и  такъ,  положивъ  л  ~  от ,  найдется 

X  —  <|-т»(т+1)»  т»(т-И)*  |  (2т41)(т-Н)т^ 

или,  по  сокращеніи, 

V  _  Зт*4Ют,40т,+2т  .  _  (5т+1)(т-(-2)(т+|>л 

—  2.5.4  —  2.5.4  ’*• 

Когда  на  мѣсто  от  подставимъ  равную  ему  велпчппу  — »  то  получимъ 

•у _  5а4410в8.^-И)а!.^*-^-2<«.^, 

А  —  0X7* - ; 


акопецъ,  откидывая  въ  числителѣ  ■ 
емъ  просто 


очающіе  безконечно  малую  величину  і 
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Легко  видѣть,  что  величину  X  можно  представить  и  въ  впдѣ 

К  хЛх$ Лг  / 


И  такъ,  среднее  достоинство  кандидата  А,  занимающаго  первое  мѣсто  па  запискѣ,  будетъ 


Х__ 
в  ~ 


(205) 


Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдется  и  среднее  достоинство  каидпдата  В, 
занимающаго  второе  мѣсто  на  запискѣ.  Для  опредѣленія  У  должно  прежде  всего  пайтп 
всѣ  возможныя  значенія  у,  совмѣстныя  съ  условіями  г^г.  у^а:.  ®>0  и  х^~а  при 
всѣхъ  измѣненіяхъ  г  и  х.  Но  мы  уже  нашли  выше,  что  у,  при  всѣхъ  возможныхъ  измѣ¬ 
неніяхъ  г,  и  независимо  отъ  х,  получаетъ  слѣдующія  величины: 


е,  2с ,  3* _ —-с, 

изъ  которыхъ  первая  имѣетъ  мѣсто  одинъ  разъ,  вторая  повторяется  два  раза,  третья  три 
раза , . . .  послѣдняя  —  разъ.  Посмотримъ  теперь,  сколько  разъ  члены  предъпдущаго  ряда 
додаты  быть  повторены ,  когда  припишемъ  и  перемѣнной  х  рядъ  возможныхъ  значеній. 

У  —  найдется  для  х:  чпело  величинъ  х: 

в  В,  2с,  3  «....-.в  — 

2  в  2с,  3*-..~і.е  -і— 1 


3* 


Слѣдовательно,  величина  у  равная  с,  войдетъ  разъ;  величина  2с,  20— і)  разъ; 
величина  Зе,  3(— — 2^  разъ,  и  такъ  далѣе  до  послѣдней  величины  у,  именно  до 
которая  войдетъ  —  разъ.  Поэтому  будетъ 

Т  =  •+Н-2’-(т-'>+8Чт -а>+'  ■  •  ■+&■•■ 

Для  опредѣленія  этой  суммы,  положимъ,  какъ  выше,  —  —  т;  пандсмъ 


ЗЗ'ѵ 
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У  —  [іа.т4-2*.(т— і)+3*.(т— 2)+. . .  .-|-т*.(т— т— I)]*. 

Обшій  членъ  будетъ 

л*(т — л — !).*; 

слѣдовательно 

У  =  «,"?[У(»мГЗІ)]  =  ,[(т+1)8(»>)-8(п*)]. 

Подставивъ  на  мѣсто  8(я*)  п  8(л*)  приведенныя  выше  величины,  получимъ 

у  _  |-(2П.+І)(т+«)»т  _  (ш+І)»*^ 

_  т*-Нт>-ИтЧ^  .  _  Ч'П+ОѴ+Я) 


Наконецъ,  замѣнивъ  т  равпою  ему  вслпчпиою  — »  п  уппчтожпвъ  въ  чпслптелѣ  безконечно 
малыя  величины,  найдется  просто 

,(л г/  гъГ* 


і  У  =  - 


Слѣдовательно,  среднее  достонпство  втораго  кандидата  В  опредѣлится  Формулою: 


(гое) 


Чтобы  вывести  среднее  достоинство  третьяго  кандидата  С,  должно  опредѣлить  2,  то 
есть  сумму  всѣхъ  значеній,  принимаемыхъ  перемѣнною  г  прп  прежнихъ  условіяхъ.  Послѣ¬ 
довательныя  величины  г  будутъ: 


теперь  слѣдуетъ  найти,  сколько  разъ  каждая  пзъ  ппхъ  повторится.  Предположивъ  —  ~т, 
(т-4-1  Ѵл  ,  „ 

увидимъ,  что  е  повторится  — ^ —  разъ;  дѣйствительно,  прп  г~е,  у  можетъ  получить  т 

значеній:  е,  2е,  Зе.  . .  .те;  по  при  у~е,  х  получаетъ  значенія  е,  §*,  Зе _ те,  всего  т; 

прп  у~2е,  х  можетъ  имѣть  т — 1  зпаченій:  2е,  Зе _ те;  прп  у—  Зе,  х—  Зе,  4е _ 

те,  всего  т — 2  значенія,  и  такъ  далѣе  до  у— те,  которому  соотвѣтствуетъ  одно  только 
значеніе  х~те.  Слѣдовательно,  прп  х  ~е,  число'  взаимныхъ  соединеній  достоинствъ  у 
И  х  будетъ 


в-Нт-0-К»-2М- - И  = 
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Прп  х  —  2е,  у  получитъ  т—  1  значеній: 

2е  ,  Зе . те; 

первому  пзъ  ппхъ  2е  будетъ  соотвѣтствовать  т — 1  значеній  для  х,  именно  2е,  Зе.  . .  .те; 
второму  Зе,  т — 2  значенія  для  х:  Зе,  Ъе - те;  и  такъ  далѣе  до  те,  которому  соот¬ 

вѣтствуетъ  одна  величина  х,  равная  те.  И  такъ,  величина  х~2е,  повторится 
(„_1)+(„^-2)+(т-3)+....+1  =  ра». 

Подобнымъ  образомъ  найдемъ,  что  величина  г  =  Зе,  повторяется 


(|^-2)+(т-3)+....+1  =  (— ‘У  8)  рая,, 
и  такъ  далѣе  до  величины  г.  — те,  входящей  только  одинъ  разъ.  II  такъ 

2  _  <^.,+^.2,+ і^а^5.3(+. . .  .+т1 
=  [(т+|)ш+2.т(лі— 1)+3.(0|-1)(/»— 2)+....+т.2.|]-^. 

Общій  членъ  этого  ряда  есть 

л .  ( т — л — 2)  (т — п — 1)-у  > 

почему 

2  —  у- Д^л(т— п— 2)(т— п— !)]• 

Но 


п[т — л — 2)(т — л — 1)  =  (т-|-І)(ія-}-2).  л— (2«-|-3)л,-|-л*, 
а  слѣдовательно 


2  =  Д[(т+І)(т+2)8(»)-(2т+3)8(»>)+8М]- 

Подставивъ  въ  это  выраженіе  приведенныя  выше  велпчпиы  для  8(я),  8(л*),  8(л*), 
нивъ  я  величиною  т  —  —  >  получимъ 

„  _  т«+6т»+Пт1-Н^  _  т(т4-1)(т+2)(т+5) 

—  а.5.4  —  а.з.4  * 

у  _ 

1  —  - Шл? 

Откидывая  безконечно  малыя  величины,  найдется  просто 
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Слѣдоватсльпо,  среднее  достоппство  кандидата  С,  заппиаюшаго  послѣднее  мѣсто  па  запаскѣ 
избирателя,  будетъ: 


Въ  силу  Формулъ  (205),  (206)  п  (207)  среднія  достоинства  трехъ  кандидатовъ  А,  В 
п  С  выразятся  числами  3-— »  2-—  и  !•— ,  соотвѣтственно  пропорціональными  3,  2,  I; 
этимъ  оправдывается  способъ  балотпровапія,  объяспепный  выше. 

Можно  замѣтить  мимоходомъ,  что  въ  случаѣ  трехъ  кандидатовъ  анализъ  вѣроятностей 
приводитъ  къ  слѣдующему -результату:  при  совершенной  неизвѣстности  объ  относитель¬ 
номъ  достоинствѣ  трехъ  кандидатовъ  А,  В,  С,  на  каждаго  изъ  нихъ  приходится,  сред¬ 
нимъ  числомъ,  половина  наибольшаго  достоинства,  именно  -ід;  дѣйствительно,  между 
этими  тремя  капдидатами  должно  распредѣшть  по-роппу  сумму  3"5~1-2-|-+І-|-=3-^) 
почему  па  долю  каждаго  прпдется  —а.  Если  же  избиратель  размѣстилъ  уже  кандидатовъ 
но  предполагаемому  имъ  порядку  взаимнаго  ихъ  достоинства,  папрпмѣръ  слѣдующимъ  обра¬ 
зомъ:  АВС,  то  послѣднему  кандидату  С  должно  будетъ  приписать,  среднимъ  числомъ, 
—  полнаго  достоинства ,  второму  В,  —  полнаго  достоинства,  наконецъ  первому  А,  — 
полнаго  достоинства.  Въ  №  108  мы  распространимъ  эти  результаты  иа  произвольное 
число  кандидатовъ. 

Для  примѣра  балотпровапія  по  способу  Борда,  положимъ  что  100  избирателей  балоти- 
руютъ  трехъ  кандидатовъ  А,  В  и  С.  По  отобраніи  всѣхъ  записокъ  оказывается  слѣдую¬ 
щій  результатъ : 

Число  записокъ:  Порядокъ  кандидатовъ: 

45 . АВС 

32 . ВСА 

7 . ВАС 

16 . СВА. 

По  первому  взгляду  большинство  голосовъ  будетъ  въ  пользу  капдпдата  А,  потому  что 
онъ  занималъ  первое  мѣсто  45  разъ,  между  тѣмъ  какъ  В  только  39  разъ,  а  С  16  разъ. 
Но  если,  сообразно  съ  правиломъ,  доказаннымъ  выше,  составимъ  суммы  принимая  въ  рас¬ 
чётъ  порядокъ  мѣстъ,  то  получимъ: 
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Для  кандидата:  А:  3.45+1.32+2.7+1.16  =  197 
«  а  В:  2.45+3.32+3.7+2.16  ~  239 

«  «  С:  1. 45+2. 32+1. 7+  3..  16  =  164. 

Такъ  какъ  сумма,  относящаяся  къ  кандидату  В  наибольшая  изъ  трехъ,  то  Ьпъ  долженъ 
быть  аредпочтенъ  остальнымъ  двумъ  кандидатамъ  А  и  С,  не  смотря  на  то,  что  А  пови- 
дпмому  получилъ  относительное  большинство  голосовъ.  За  В  слѣдуетъ  по  порядку  дос¬ 
топаства  А,  а  послѣднимъ  будетъ  С. 

107.  Если  не  будемъ  приипмать  въ  расчётъ  мѣру  средняго  достоинства  кандидатовъ, 
выведенную  въ  нредъпдущемъ  №,  то  порядокъ  А  ВС  означатъ  только,  что  А  достойнѣе  В, 
и  В  достойнѣе  С.  Для  сокращенія,  условимся  изображать  подобную  зависимость  знакопо- 
ложеніемъ  А~>В,  В>С.  Очевидно,  что  изъ  этихъ  двухъ  предложеній  выводится  третье 
А>С.  Когда  же  отберемъ  записки  отъ  всѣхъ  избирателей,  то  можно  будетъ  изъ  каж¬ 
дой  вывести  подобпыя  три  предложенія.  Потомъ,  по  соображеніи  числа  голосовъ  въ 
пользу  каждаго  предложенія,  обнаружится,  въ  бблыпей  части  случаевъ,  порядокъ  досто¬ 
инства  кандидатовъ.  Положимъ,  папрпмѣръ,  что  50  избирателей  подалн  записки  такого 
содержанія : 

18  избирателей:  АВС 
16  «  «  ВАС 

12  «  «  АСВ 

4  «  «  САВ. 

Сравнивая  сперва  А  съ  В,  потомъ  А  съ  С,  паконецъ  В  съ  С,  найдемъ  слѣдующія 
чпела  голосовъ  въ  пользу  шести  возможныхъ  предположеній: 

Предложеніе  А>  В  утверждается  18+12+4  ~  34  голосами,  а  нротпвпое  А  <  В 
только  16-ью. 

Предложеніе  А  >  С  (утверждается  18+16+12  —  46  голосами,  а  нротпвиос  А<С 
только  4-мя. 

Предложеніе  утверждается  18+16  —  34  голосами  ,  а  противное  В  <6.  С  только 
12+4=16. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  изъ  шести  предложеній,  три,  получившія  большинство  голосовъ, 
будутъ  А>В,  А>С  в  В>С.  Они  прямо  ведутъ  къ  порядку  АВС,  который  поэтому  п 
изобразитъ  миѣпіе  большинства  избирателей.  Замѣтимъ  мимоходомъ,  что  способъ  Борда 
привелъ  бы  къ  этому  самому  результату.  Дѣйствительно,  для  кандидата  А  нашлась  бы 
сумма  130,  для  В  100,  а  для  С  только  70. 

43 
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Но  можетъ  иногда  случиться,  что  изъ  трехъ  предложеніи,  получившихъ  большинство 
голосовъ,  одно  будетъ  противоречить  слѣдствію  остальныхъ  двухъ.  Напримѣръ,  если  бы 


тѣ  же  50  избирателей  подали  заппі 

ЕКП  вида: 

18 

избирателей:  ВСА 

10 

«  «  АВС 

8 

«  «  САВ 

8 

«  ■  лев 

6 

Изъ  нихъ  выводимъ: 

«  «  СВА. 

Предложенія:  Число  голосовъ: 


Предложенія: 


Число  голосовъ: 


А>В  26  А<В  2Ѵ 

А>С  18  А<С  32 

В>С  28  В<С  22. 

Предложенія  ,  получившія  большинство  голосовъ  ,  будутъ  А  <  С ,  В  >  С  и  А>  В. 
Первыя  два  ведутъ  къ  порядку  ВС  А,  которому  очевидно  противоречить  послѣднее  пред¬ 
ложеніе  А>  В.  Для  разрѣшенія  этого  противорѣчія,  Кондорсетъ,  въ  своемъ  Еззаі  гаг 
I  арріісаігоп  йе  I  Апаіузе  а  Іа  РгоЪаЫІііё  йез  Пёсізіопз ,  предлагаетъ  выводить  оконча¬ 
тельный  результатъ  изъ  двухъ  только  предложеній ,  получившихъ  большинство  голосовъ, 
когда  это  предложенія  приводятъ  къ  опредѣленному  порядку  кандидатовъ.  Въ  противномъ 
случаѣ  надлежитъ  между  тремя  системами,  получаемыми  чрезъ  соединеніе  трехъ  предло¬ 
женій  по-два,  опредѣлить  ту  систему,  которая  получила  наиболѣе  голосовъ  въ  свою  пользу. 
Эту  систему ,  по  Копдорсету ,  и  должно  принимать  за  окончательное  мнѣпіе  избирателей. 
Такъ  въ  предъпдушемъ  примѣрѣ  предложенія  А  <  С  и  В  С,  получившія  большинство 
голосовъ,  пмепно  32  и  28,  ведутъ  къ  порядку  ВСА. 


Если  совокупимъ  теперь  пб-два  три  предложенія 


А <С  утверждаемое  32  гомсами 
В>С  «28  « 

А>  В  в  «26 


такъ,  чтобы  опп  вели  къ  опредѣленному  порядку  кандидатовъ,  то  получимъ: 

32+28=60  голосовъ  въ  пользу  предложеній  А<С,  В>С,  ведущихъ  къ  порядку  ВСА. 
26+28=54  голоса  въ  пользу  предложеній  А>В,  В>С,  ведущихъ  къ  порядку  АВС. 
32+26=58  голосовъ  въ  пользу  предложеній  А<С,  А>В,  ведущихъ  къ  порядку  С  А  В. 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


339 


Такъ  какъ  первая  изъ  этихъ  трехъ  системъ  утверждается  наибольшимъ  числомъ  голосовъ, 
то  порядокъ  ВСА  долженъ  быть  предпочтет,  остальнымъ  двумъ  САВ  и  АВС. 

Если  бы  къ  этому  самому  примѣру  былъ  приложенъ  способъ  Борда,  то  получили  бы 
Для  А  сумму:  1.18+3.10+2.8+3.8+1.6  =  94 
«  В  «  3.18+2.10+1.8+1.8+2.6  =  102 

«  С  «  2.18+1 . 10+3.8+2.8+3.6=  104. 

Порядокъ,  опредѣляемый  этпмп  суммами,  будетъ  СВА,  вмѣсто  найдениаго  сей-часъ  ВСА. 
Правда,  достопиства  кандидатовъ  В  и  С,  изображаемыя  числами  102  и  Ю4,  мало  раз¬ 
нятся  между  собой,  по  тѣмъ  не  менѣе  С  имѣетъ  преимущество  предъ  В ,  и  слѣдовательно, 
по  способу  балотпровапія  Борда,  долженъ  быть  избранъ.  Напротивъ  того,  дѣйствуя  со¬ 
образи»  съ  правиломъ  Кондорсета,  должно  будетъ  избрать  В ,  а  не  С.  Представившееся 
здѣсь  обстоятельство  показываетъ  самымъ  яснымъ  образомъ,  что  въ  подобныхъ  сомнитель¬ 
ныхъ  случаяхъ,  лучше  отложить  избраиіе.  Если  жъ  выборъ  кандидата  иеобходпмъ ,  то 
справедливость  требуетъ,  чтобы  прпступлепо  было  къ  новому  баютпровапію  между  В 
и  С;  тогда  относительное  большинство  голосовъ  рѣшитъ,  который  изъ  нихъ  долженъ 
быть  избранъ. 

Что  касается  до  опредѣленія  вѣроятности  достоинства  выборовъ  и  до  другихъ  под¬ 
робностей  объ  этомъ  предметѣ,  то  мы  отсылаемъ  къ  Трактату  Кондорсета:  Еггаі  виг 
ѴаррІісаЧоп  йе  ѴАпаІуге  а  Іа  РгоЪаЫІііё  Лев  Пёсізіопз  (Бюсошъ  ргеіішіпаіге,  стр.  іхѵы , 
а  въ  самомъ  текстѣ,  стр.  119  и  слѣдующія)  и  къ  отдѣльному  Разсужденію  подъ  загла¬ 
віемъ:  Мёгпоіге  зиг  Іез  Еіесііопз,  соч.  Паипои  1803  г.  Въ  упоминаемыхъ  сочиненіяхъ, 
преимущественно  въ  первомъ,  читатели  найдутъ  полпое  развитіе  этой  любопытной  отрасли 
Прикладнаго  Анализа  Вѣроятностей. 

108.  Распространимъ  теперь  способъ  Борда  па  какое  пи  есть  число  кандидатовъ. 
Пусть  будутъ  а>,  ,  ®ѣ,  а достопиства,  которыя  избиратель  приписываетъ  і  бало- 
тпруеиымъ  кандидатамъ;  <с,  относится  къ  тому,  котораго  избиратель  считаетъ  достойнѣй¬ 
шимъ  изъ  всѣхъ,  и  который  поэтому  занимаетъ  первое  мѣсто  иа  запискѣ;  х .  относится 
къ  кандидату,  поставленному  па  второе  мѣсто,  п  такъ  далѣе.  Если  обратимъ  вппманіе  па 
предложепиое  выше  рѣшеніе  задачи  при  трехъ  кандидатахъ,  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  примемъ 
въ  соображеніе  Формулы  (205) ,  (206)  и  (207) ,  ѣо  безъ  малѣйшаго  затрудненія  будемъ 
прпведспы  къ  слѣдующему  заключенію:  сумма  всѣхъ  достоинствъ ,  которыя  избиратель 
можетъ  приписать  кандидату,  занимающему  вообще  мѣсто  г  па  его  запискѣ,  изобразится 
«-кратнымъ  интеграломъ 

43* 
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разумѣя  подъ  «,  какъ  п  выше,  безконечно  малое  прпрашепіе  достошіства.  Этотъ  кратный 
пптегралъ  долженъ  быть  взятъ  относпте-іьпо  х;  отъ  х,.  =  0  до  х,=  хі_І ;  отпоснтельпо  х^, 
отъ  ®;_,  —  0  до  ®А_1  —  х^  п  такъ  далѣе ;  пакопецъ,  въ  разсужденіи  х,  отъ  х,  —  0 
до  х,  —  а ,  разумѣя  подъ  а  тахітшп  достоинства.  Совокупность  же  всѣхъ  возмож¬ 
ныхъ  соединеній  достопиствъ  х, ,  х„  хв. . .  Прп  условіяхъ  х.^0,  х,<«,  х.^х, 
®*=®а>  х1>хА....,  опредѣлится  (-кратнымъ  интеграломъ 

взятымъ  между  тѣми  же  нредѣлацн.  Отношеніе  двухъ  приведенныхъ  интеграловъ  изобра¬ 
зитъ  среднее  достоинство  кандидата,  занимающаго  мѣсто  г  па  запискѣ  избирателя;  и 
такъ,  озпачпвъ  чрезъ  Тг  это  среднее  достоинство,  найдется 


гр  '•  •  •  ■ •/„  <~1луЬ|«Ьу  •  •  -<ь I 

/“/*'•  •  •  •  /вХ*"‘Ап  . . .  .Лс, 

По  совершеніи  озиаченпыхъ  весьма  простыхъ  интегрированій,  получимъ 

(Ш) 

и  слѣдовательно 

Т-  =  ‘-ЦГ>-  Т,=  (і-І  ).ф,  Т,=(І-2).ф,....Т,= 

Наблюдая  теперь ,  что  входитъ  множителемъ  во  всѣ  велпчппы  Т,  ,  Т, ,  Ть. ...  Т 
мы  приведены  будемъ  къ  заключенію,  что  первому  кандидату  должпо  приписать  среднее 
достоинство,  пропорціональное  «,  второму  і— I,  третьему  і—  2- и  такъ  далѣе  до  послѣд¬ 
няго  капдпдата,  противъ  имени  котораго  слѣдуетъ  паппсать  1.  Далѣе  поступаютъ  какъ 
уже  было  объяснено  выше.  Сумма  всѣхъ  достоинствъ 

г.+т.+т.-ь - |_Т.  —  *«. . 

и  такъ,  достоинство  каждаго  кандидата  равно,  срсдиимъ  числомъ,  половинѣ  полнаго 
достоинства  а.  Въ  слѣдствіе  же  опредѣленнаго  порядка,  занимаемаго  кандидатами  на  за¬ 
пискѣ,  относительныя  ихъ  достоинства  распредѣляются  по  закону,  который  сей-часъ  былъ 
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Изложенный  здѣсь  способъ  пзбрапія  кандидатовъ  въ  теоретическомъ  отношеніи  заслу¬ 
живаетъ  предпочтеніе  предъ  другими.  Не.  смотря  па  то ,  опъ  рѣдко  употребляется ,  и  ие 
безъ  основанія,  потому  что  легко  подастъ  поводъ  къ  злоупотребленіямъ  со  стороны  изби¬ 
рателей.  Дѣйствительно,  можетъ  случиться,  что  нѣсколько  избирателей,  покровительствуя 
иосредствепному  кандидату  по  какпмъ  либо  причинамъ,  вовсе  независящимъ  отъ  личныхъ 
его  достоинствъ,  п  съ  другой  стороны  опасаясь  соперничества,  поставятъ  на  послѣднемъ 
мѣстѣ  достойнѣйшаго  изъ  балотпруемыхъ.  Прп  такомъ  неправильномъ  порядкѣ  въ  име¬ 
нахъ  кандидатовъ,  даже  прп  незначительномъ  числѣ  заппсокъ,  лучшій  кандп.іатъ  можетъ 
быть  отвергнуть,  въ  чіімъ  легко  удостовѣриться  численными  примѣрами. 

109.  Выборъ  между  нѣсколькими  предложеніями  или  причинами,  относящимися  къ  од¬ 
ному  и  тому  же  предмету,  можетъ  быть  разсматриваемъ  почти  съ  той  же  точки,  какъ  и 
избраніе  кандидатовъ.  Положимъ  напримѣръ,  что  какой  либо  Фактъ  плп  явленіе  могло 
произойти  только  отъ  одной  изъ  і  причинъ  С,,  Сг,  Сі. . . . С,-.  Каждый  изъ  членовъ 
собранія,  обсуживающихъ  этотъ  Фактъ,  подаетъ  голосъ  точпо  такъ  какъ  прп  избраніи 
капдпдата,  то  есть  пишетъ  па  запискѣ  причины  С,,  Сг,  Сг....  по  порядку  вѣроятностей, 
которыя  онъ  пмъ  приписываетъ;  поэтому,  первое  мѣсто  на  его  запискѣ  займетъ  та  при¬ 
чина,  которая,  по  его  убѣжденію,  есть  нанвѣролтнѣйшал  изъ  всѣхъ;  второе,  слѣдующая  за 
первой  по  степени  вѣроятности,  и  такъ  далѣе  до  послѣдней,  иапмепѣе  правдоподобной. 

Пусть  будутъ  р,,  />,,  ра - р,  вѣроятности  причинъ  по  порядку  ихъ  послѣдованія  въ 

запискѣ  члепа,  подающаго  голосъ.  Яспо,  что  такая  послѣдовательность  выражается  усло¬ 
віями:  р,^р,,  . . .  Р/_,  ^ />,.  Сверхъ  того,  такъ  какъ  по  предположенію  обсу¬ 


живаемый  Фактъ  непремѣнно  зависитъ  отъ  одной  изъ  причинъ  С.,  Сг,  то 

сумма  р,+Р1+р4-(-.  •  •  будетъ  необходимо  равняться  достовѣрностп  плп  единицѣ. 

Слѣдовательно 

Р.-Н>,-Н>,-Ь  . .  .+р,  =  I.  (2119) 


Разложимъ  теперь  достовѣрпость  илп  единицу  па  безконечное  множество  л  неизмѣримо 
малыхъ  элемептовъ  е,  почему  1~з.е.  Въ  такомъ  предположеніи  р,,  рѵ  ру  . .  .р,  изобра¬ 
зятся  нѣкоторыми  кратными  числами  въ  разсужденіи  «.  Пусть  будетъ 
р,  =  пге  ,  р,  =  пЛе  ,  р,  =  п4ь, . . .  .р,-  =  л,е . 

Уравненіе  (209),  по  раздѣленіи  его  на  і,  доставитъ 

л,— I— /»а-+-Лл— ....  -\-Л/  ~  I, 


(2Ю) 
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гдѣ  л,,  п,,  л4,...п,-  изображаютъ  цѣлыя  числа,  измѣняющіяся  отъ  нуля,  прп  чёмъ  первое 
изъ  нихъ  можетъ  достигнуть  величины  »  —  — 

На  такомъ  основаніи ,  предложимъ  себѣ  вопросъ:  найти  среднюю  вѣроятность  Рг 
тоі  прпчппы ,  которую  избиратель  поставилъ  па  мѣстѣ  г  въ  своей  запискѣ.  Пусть 
будетъ  8Г  сумма  всѣхъ  возможныхъ  значеній  вѣроятности  рг  прп  условіяхъ  р1'Ир1, 
р,  /),•••  -р^_|  ^ />,• ,  выражающихъ,  какъ  мы  уже  видѣли,  порядокъ  правдоподобія  при¬ 
чалъ  въ  мпѣпіп  члена,  подающаго  голосъ.  Означимъ  также  чрезъ  Я  совокупность  всѣхъ 
возможныхъ  предположеній  относительно  величинъ  />,,  />,,  р,-,  удовлетворяющихъ 

іі|)пвсдспнымъ  сей-часъ  условіямъ,  и,  сверхъ  того,  уравненію  (209).  Очевидно,  что  отно¬ 
шеніе  ^-изобразитъ  искомую  среднюю  вѣроятность  причины,  занимающей  мѣсто  г  на 
запискѣ.  П  такъ 


Займемся  сперва  опредѣленіемъ  велпчппы  Л.  Если,  вмѣсто  уравненія  (209),  примемъ 
въ  соображеніе  Формулу  (210),  то  Л  изобразитъ  число  всѣхъ  возможныхъ  соединеній,  при 
которыхъ  сумма  і  чиселъ,  взятыхъ  въ  ряду  0,  1,  2,  3,  V.,..,  равна  з,  по  прп  соблю¬ 
деніи  условій:  л, ^ пх,  л1^л3””Л^1  ^  л,.  Чтобъ  освободиться  отъ  этихъ  послѣднихъ 
требованій,  полагаемъ 

п,._,  = 

п.-і  — 

Л  г  —  •  •  *-Мг 

Л,  =  •  •  •+*, , 

гдѣ  числа  I/,  всѣ  положительныя,  которыя,  сверхъ  того,  могутъ  обра¬ 

титься  и  въ  пуль.  Сложивъ  предыдущія  уравненія,  получимъ 

пі +»,+"«+•  •••+«/  —  і.«,4-2.1,+3-**+----+(*— 1)‘*-гМЧ  =  і- 

Пусть  будетъ 

1  •*!  =  Рі,  2.1,  =  цг.  3.1,  г=  . и.  =  //,; 

найдется  уравненіе 


(212) 

(2.3) 
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въ  которомъ  цѣлыя  числа  цх,  /л4,...и,  не  подчинены  уже,  какъ  л,,  л,,  л, .  усло¬ 

віямъ  л.^л,,  л,^лв....,  и  измѣняются  отъ  0  до  *,  независимо  одни  отъ  другихъ. 

И  такъ,  для  опредѣленія  Л  должно  иайтп,  сколькими  способами  удовлетворяется  урав¬ 
неніе  (213),  когда  величинамъ  ц, ,  //,,  приписываются  всѣ  возможныя  значенія, 

равныя  пли  перавныя,  взятыя  въ  ряду 

0,  1,  2,  3  ....*. 

Для  этого,  разсуждая  точно  такъ  какъ  въ  №  35  (ГЛАВА  III),  составимъ  выраженіе 
....  -4-®*)'; 

коэффиціентъ  степени  х‘  въ  этомъ  разложеніи  опредѣлитъ  искомую  величину  Я.  Но 
сс°— (— а:1— (— аз3— аг*— 4- ....  -Нс'  іт  |~^*+  ; 

слѣдовательно 

(®°— }-®  |— ....  — {-®*)1*  —  (і1~^4'1)'  =  ( 1  — х‘+ 1 )'( 1  — х)- 

Съ  другой  же  стороны  имѣемъ 

(і— «**•*)'  =  — 

«-*>-'  =  . . . . + 'М&±м^ . . . . 

Перемноживъ  эти  два  выраженія ,  и  замѣтивъ  что  въ  первомъ  изъ  нихъ  всѣ  показатели 
перемѣнпой  х  больше  числа  з,  найдемъ  только  одинъ  членъ 
•ОЧ-іХй-а).... (/+*-«) 

1.2.3... .л  аг’ 

сопровождаемый  степенью  х‘.  II  такъ 

п  _  ■'(■-НХЧ-а) — ОЧ-л-і)  _  (л-Н)(Н-2)(л-НЭ-. --И-*-») 

—  1.2.3.  ...л  —  1.2.3. .. .(/ — 1) 

Такъ  какъ  число  з,  по  предположенію,  будетъ  безконечно  большое,  то  произведеніе 
(*-И)(Н_2)...-(Н-* — 1)і  въ  которомъ  і  означаетъ  ограниченную  величину,  приведется 
просто  къ  «*—1.  Слѣдовательно 


наблюдая  что  з  ~  — 

Для  опредѣленія  суммы  8Г,  найдемъ  сперва  общее  выражепіе  вѣроятности  рг  въ  Функ¬ 
ціи  чпсе.іъ  /л,,  /л,,  /л4....«  и  г.  Если  въ  уравненіе  рг~пг.е  подставшгь  на  мѣсто  пг 
величину 

П,  —  _,+1^+.... -К, 
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іі  примемъ  въ  соображеніе  уравненіе  (212),  то  получимъ 

Рг  =  (т+м+нИ - *-■?)'•  (г«5) 

Теперь,  для  опредѣленія  5Г  надобно  наіітп  сумму  всѣхъ  возможныхъ  измѣненіи ,  кото¬ 
рымъ  выраженіе  (215)  можетъ  подвергнуться  въ  слѣдствіе  различныхъ  перемѣнъ,  происхо¬ 
дящихъ  въ  числахъ  Ц/,  .  .(іг .  Но,  замѣтамъ,  что  каждое  пзъ  чпеелъ 

/*„  .и2>  /“»>•••/*.■  получаегь  одпнаковос  число  одпнаковыхъ  значеніи,  потому  что  всѣ  онп, 
въ  сплу  уравненія  (213),  подчинены  одному  условію,  именно,  чтобы  сумма  пхъ  равнялась  л. 
Слѣдовательно  суммы  5(^,) ,  8(/4^_,) — 8(/лг) — 8(и,)  будутъ  всѣ  равны  между  собою. 
Съ  другой  же  стороны,  такъ  какъ  первое  изъ  уравненій  (21*)  приводитъ  къ  ^  *(,_|) 
сосдпнсіііямъ,  п  каждое  пзъ  ипхъ  доставляетъ  для  суммы  /*,-}-//, 4-/^-)-. . . . -)— дл,  велпчпну 
$,  то  сложивъ  всѣ  этп  равенства  получимъ 

8о(^Н-8оКН-....+|И  =  ІЛЛ^ 

По  прпчпиѣ  же  тожества  всѣхъ  частныхъ  суммъ  §(/*,),  8(,м,)....,  каждая  пзъ  ппхъ  бу¬ 
детъ  равна 

4.2.3. 1)*”Г’ 

Слѣдовательно 

ад  =  *.  =  + 4 + 4  +■  •  ■  • + 4)«- 

Наконецъ,  въ  сплу  уравпепій  (211)  п  (21*),  получимъ 

р'  =  4  =  т(т+4+4+-"'+4)-*. 
р'  =  (4+4+4+-'+4)4-  (2'5) 

Полагая  послѣдователыіо  г—  і,  1—1,  і— 2,  і—  3 .  пайдется 

р,  =44 

р~=(4+4)4 
р~=(4+4+4)4 
р-.=  (4+4+4 +4)4 
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Если  обратимъ  вниманіе  па  то  что  4-  входитъ  общимъ  множителемъ  во  всѣ  этп  вы¬ 
раженія,  изображающія  среднія  вѣролтлости  причинъ  въ  томъ  порядкѣ  правдоподобія,  ка¬ 
кой  во  вмѣпіп  пзбпрате.ія  имъ  приличествуетъ,  то  въ  правѣ  будемъ  вывести  слѣдующее 
общее  заключеніе:  когда  члены  какого  либо  собранія,  обсудпвъ  предложенный  на  пхъ 
разсмотрѣніе  Фактъ,  несомпѣпио  зависящій  отъ  одпой  пзъ  пѣсколькпхъ  извѣстныхъ  прп- 
чпиъ,  подаютъ  голоса  иа  запискѣ,  и  пишутъ  всѣ  причины  въ  порядкѣ,  который  признаютъ 
соотвѣтствующимъ  степени  пхъ  вѣроятности,  то  мнѣніе  собранія  обнаружится  слѣдующимъ 
образомъ:  положимъ,  что  Фактъ  зависитъ  отъ  одной  изъ  і  извѣстныхъ  причинъ;  на  каждой 
запискѣ,  противъ  послѣдней  причины  пишемъ  4- >  противъ  предпослѣдней  сумму  --  Ц- .  *  « 
противъ  третей  отъ  конца  — Ь  4  “1“  п  такъ  даг6е  ДО  той,  которая  занимаетъ  пер¬ 

вое  мѣсто.  Сложивъ  потомъ  чпела,  относящіяся  къ  каждой  возможной  причинѣ,  полу¬ 
чится  столько  суммъ,  сколько  различныхъ  причинъ.  Наибольшая  пзъ  этихъ  суммъ  будетъ 
соотвѣтствовать  правдоподобнѣйшей  причинѣ  разбираемаго  Факта  во  мнѣніи  лицъ,  пода¬ 
вавшихъ  записки. 

Объяснимъ  это  правило  численнымъ  примѣромъ.  Положимъ,  что  четыре  человѣка 
А,  В,  С,  Б  взяты  по  подозрѣнію,  п  извѣстно  съ  достовѣрпостію,  что  одинъ  пзъ  ппхъ 
совершилъ  какое  либо  преступленіе.  Изслѣдованіе  дѣла  поручено  собранію,  состоящему 
пзъ  20  членовъ.  По  отобраніи  всѣхъ  возможныхъ  показаній  п  свидѣтельствъ,  п  взвѣсивъ 
всѣ  обстоятельства  дѣіа,  члены  подаютъ  записки,  въ  которыхъ  имена  четырехъ  подсу¬ 
димыхъ  паппсаны  въ  порядкѣ  предполагаемой  виновности;  первое  мѣсто  занимаетъ  тотъ, 
па  котораго,  въ  мпѣиіп  члена,  падаетъ  сильнѣйшее  подозрѣніе  въ  учппспіп  преступленія, 
п  такъ  далѣе  до  четвертаго,  противъ  котораго  доказательства  самыя  слабыя.  По  вскры¬ 
тіи  записокъ  оказывается: 

8  членовъ:  АБВС 
7  «  «  БАС В 

5  а  «  ВСБА. 

Чтобы  рѣшить,  кто  пзъ  А ,  В,  С,  Б  въ  общемъ  мнѣніи  20  члеповъ  съ  большею 
вѣроятностію  признается  виновнымъ  въ  преступленіи,  составляемъ  для  всѣхъ  подсудимыхъ 
суммы  по  предложенному  выше  правилу.  Противъ  имени  подсудимаго,  занимающаго  чет¬ 
вертое  мѣсто,  пишемъ  дробь  ;  противъ  третьяго  4" ПР°ТПВЪ  ■тораго 

наконецъ,  противъ  перваго -Ь-5’4"4’ 4"у  =  ^ *  Такимъ  обра¬ 
зомъ  найдутся  для  обвиняемыхъ  слѣдующія  числа: 

4* 
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Ли  Л...^.8+2.7+І.5  =  25у 

■  л-н-*+й-7+и-«  =  ‘4 

■  С....І;8+І.7+2.5  =  і4 
*  Л--І!,8+Н'7+Й'5  =  2е4" 

Танъ  какъ  наибольшая  сумма  относится  къ  подсудимому  I ),  то  п  слѣдуетъ  заключить, 
что  во  аінѣніп  часковъ,  В  прспаіушсетвсшю  предъ  А,  В  а  С  долженъ  быть  подозрѣваемъ 
въ  преступленіи. 

110.  Окончимъ  Г.іаву  приложеніемъ  Анализа  Вѣроятностей  къ  Судопроизводству. 
Важность  этого  вопроса  требуетъ  нѣкоторыхъ  предварительныхъ  подробностей  и  замѣчаній, 
которыя,  бб.іьшею  частію,  относятся  ко  всѣмъ  приложеніямъ,  уже  изложеннымъ  въ  предъ- 
пдушпхъ  пумерахъ  этой  самой  Главы. 

Рѣшеніе  собраніемъ  судей  какого  либо  дѣла  уголовнаго,  гражданскаго  пли  другаго, 
имѣетъ  большое  сходство  съ  вопросомъ  о  свидѣтельствахъ.  Дѣйствительно ,  если  рѣчь 
идетъ,  напримѣръ,  объ  обвиняемомъ,  па  котораго  падаетъ  подозрѣніе  въ  учинсніи  какого 
либо  преступленія,  то  виновность  подсудимаго  можно  принимать  за  свидѣтельствуемый 
Фактъ,  справедливый  или  ложный.  Прежде  нежели  судьи  постановятъ  приговоръ,  под¬ 
линность  этого  Факта  утверждается  нѣкоторою  вѣроятностію,  зависящею  отъ  показаній, 
предварительно  отобранныхъ  объ  дѣдѣ,  п  отъ  первоначальнаго  его  разбора,  точно  такъ 
какъ  въ  свидѣтельствахъ  разсматриваемое  событіе  имѣетъ  собственную  свою  вѣроятность. 
Послѣ  рѣшенія,  произнесеннаго  судьями,  вѣроятность  виновности  подсудимаго  вообще 
перемѣнится,  равно  какъ  и  собственная  вѣроятность  Факта  иослѣ  свидѣтельства  объ  немъ. 
Внимательное  обсужденіе  дѣла  по  предварительному  слѣдствію  и  соображеніе  всѣхъ 
обстоятельствъ,  сопровождавшихъ  происшествіе,  приведетъ  судей  къ  болѣе  вѣрному  взгляду 
на  предметъ;  такимъ  образомъ  измѣнится  первоначальная  вѣроятность  виновности  подсуди¬ 
маго,  подобно  тому  какъ  совокупность  нѣсколькихъ  свидѣтельствъ  перемѣняетъ  значеніе 
собственной  вѣроятности  свидѣтельствуемаго  Факта. 

Собранія,  рѣшающія  большпнетвомъ  голосовъ  какой  либо  вопросъ,  могутъ  быть  весьма 
разнообразны  какъ  по  составу,  такъ  и  по  назначенію.  Напримѣръ,  собраніе  можетъ  быть 
созвано  для  составленія  новыхъ  законовъ  пли  уложеній;  и  въ  этомъ  случаѣ  предметы, 
подлежащіе  обсужденію  членовъ,  бываютъ  весьма  различны;  законы  могутъ  быть  граж- 
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ланскіс,  военные,  уголовные  и  проч.  Собраніе  созывается  также  для  рѣшенія  дѣіа  н 
произнесенія  приговора  надъ  обвиняемымъ  въ  какомъ  либо  проступкѣ  пли  преступленіи, 
болѣе  пли  менѣе  тяжкомъ.  Однимъ  словомъ,  эта  задача,  разсматриваемая  въ  обширномъ 
смыслѣ,  допускаетъ  столько  разнообразія  и  неуловимыхъ  оттѣнковъ,  что  невозможно  под¬ 
чинить  её  строгому  математическому  анализу.  Но  и  здѣсь,  гакъ  въ  предыдущихъ  прило¬ 
женіяхъ,  Анализъ  Вѣроятностей  послужитъ  намъ  для  приблизительной  оцѣнки  степени  до¬ 
вѣрія  къ  Судейскимъ  рѣшеніямъ  при  извѣстномъ  составѣ  Суда  и  при  данномъ  большинствѣ 
голосовъ  постаиовлеииаго  приговора. 

Приложеніемъ  Анализа  Вѣроятностей  къ  Судопроизводству  зяппиалпсь  преимущественно 
Коіідорсапъ*) ,  Лшиасъ,  ОстроірадскШ **)  и  Поассопъ ,  который  напечата.іъ  въ  1837 
году  особый  Трактатъ  объ  этомъ  предметѣ  подъ  заглавіемъ;  Песііегсіш  ыг  Іа  РгоЬаЫ- 
Іііе  Лев  Лиуетепів.  Взглядъ  Ноассона  на  аналитическое  рѣшеиіс  вопроса  объ  судейскихъ 
опредѣленіяхъ,  полнота  его  труда,  примѣчательные  результаты,  выведенные  изъ  многочис¬ 
ленныхъ  статистическихъ  данныхъ,  по  справедливости  обратили  особенное  вниманіе  па 
изданное  имъ  сочиненіе.  Въ  дальнѣйшемъ  изложеніи  мы  будемъ  придерживаться  воззрѣнія 
и  аналитическихъ  пріёмовъ  Французскаго  математика,  предложенныхъ  имъ  въ  упомянутой 

Для  большей  опредѣлительности  полагаемъ,  что  разсматриваются  только  рѣшенія  уго¬ 
ловныхъ  дѣлъ.  Выведенныя  въ  этомъ  предположеніи  правила  и  Формулы  будутъ  вообще  ' 
относиться  п  ко  всякимъ  другимъ  дѣламъ;  но  родъ  рѣшаемаго  дѣла  повлечетъ  за  собою 
измѣненіе  мѣры  иаказаиія,  а  это  самое,  безъ  сомвѣиія,  будетъ  имѣть  вліяніе  па  строгость 
судей,  и  слѣдовательно  па  рѣшительность  приговора. 

Постараемся  теперь  изложить  съ  возможною  ясностію  въ  чёмъ  собственно  должно 
состоять  математическое  рѣшеніе  вопроса  о  вѣроятности  судейскихъ  приговоровъ.  Прежде 
всего  замѣтимъ,  что  виновность  подсудимаго  никогда  не  можетъ  быть  доказана  съ  мате¬ 
матическою  точностію;  дѣйствительно,  самое  признаніе  обвиняемаго  въ  учинсніи  престу¬ 
пленія,  не  будетъ  безусловнымъ  доказательствомъ  его  виновности,  потому  что  подсудимый, 
по  какимъ  либо  причинамъ,  могъ  обвинить  себя  умышленно.  Подобные  случаи  конечно 
рщ™,  но  «покп  п.ъ  „соспорпна.  II  такъ,  суд.,  плп  ярпелжньні,  про,,», оса  прого- 
поръ  о  «импост,  подсуди, ,аго,  Пайотъ  пъ  ппду  только  значительную  степень  вѣроятности, 

Лс*  асіспсе.  Лс  Л-Іѵ:ісг.Ьоигв,  Ѵ|  8*іс,  Тоше  III,  1830;  въ  отдѣлѣ  ІММт  »«/»,«.  ' 
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что  преступленіе  дйстннтслш,  сонершено  «я.,  ,  „с  лругниъ  Ка„  „ 

должна  быть  эта  вѣроятность,  „объ  обеэненнть  нт,  надлежащей  ствнепп  „енннншъ  отъ 
несправедливаго  нрнговораг  Вотъ  вопросъ  вссьна  важныя  для  яелойчестаа  в  на  кото 
рыв,  къ  сожалѣнію,  невозножно  отвѣчать  совершенно  удоядетнорительно.  ’ыорсет, 

°  "°Г0  Ч"™"  ЭТ0,,У  с“»“?  “"Р»«Р  «»■'«*  опредѣлвтельпостй,  предло-’ 

жовъ  его  въ  слѣдующемъ  водѣ:  доказательство  внвоввостн  подсудимаго  оиѣегь-ли  доста¬ 
точную  степень  вѣроятное™  для  того,  чтобы  общество  „отернѣло  менѣе  зла  ост, 
ошибочнаго  приговора  суден,  обгоняющих,.  невиннаго,  чѣмъ  отъ  оправданія  ,„„„„„„0 
Освобождено  преступника  вовлечетъ  вообще  за  собою  возвращеніе  «го  „  „ 

нерѣдко  новыя  съ  его  стороны  преступленіи.  Кромѣ  того,  примѣрь  ненаказиостн  мож’егь 
побудить  и  другихъ  люден  къ  проступкамъ,  отъ  потерь, іъ  удержнвала  бы  болзвь 
подвергнуться  наказанію,  „о  ьтнгь  опредѣлитъ  ззу  достаточную  стенень  вѣроятности? 
Вотъ  нравственный  вопросъ,  безусловное  рѣшеніе  „от.раго,  повторяемъ,  „едостуоно  д„ 

■  ѣмъ  не  менѣе  однакожъ,  для  обезпеченія  общественной  безопасности  всякій  ст 
донскій  приговоръ,  „  въ  особенности  „о  уголовном,  дѣ,у,  долженъ  быть  „сножзнъ  кота 
на  „рнбднэнтельмшъ  соображеніи  съ  этою  вѣроятностію. 

о  тоГ”"  Г  •Ч»**»*-  легко  составить  себѣ  ясно. 

выще  .'.то'геГ™0  ^  *“"««»  »  «»«««»».  Уже  замѣчено 

кис,  то  белу  слоаны.  приговоръ  «„„поена  „ли  ,«а  „„„„  „.возможенъ,  СлЪдоэа- 

ностп  что  ІГ™”1  '7™*’  С,Диі  Д0"'“™)'ет“  большею  „ли  мбньшею  степенью  вѣроят¬ 
ное™  чІ0  подсудимыя  вниовенъ  нл.  „е,„„.„ъ.  „  „къ,  когда  судья  осуждаетъ  нодсудн- 
■  ,  ото  значить,  что  но  нравственному  его  убѣжденію,  вѣроятность  айнов, остн 

7"  “Т0Р”  подсудимаго. 

При  такомъ  взглядѣ  „а  предметъ,  ошнбочность.  приговора  „„жест,  „р„„,0йт„  „„ 
различныхъ  прпчпиъ:  во  первыхъ  оттого  что  гулы.  /  У 

пт™..  0  с^лья  °Ц*оптъ  невѣрно,  умышленно  от 

неумышленно,  доказательства  въ  поіьзѵ  пш  пппттп  г  3  Илп 

Ѵ  пш  ПРОТ““Ъ  обвиняемаго;  во  вторыхъ,  отъ  произ¬ 
вола  судьи,  принимающаго  слишкомъ  высоко  пш  слишком,  *  Р 

тпебѵрмі III  ,.а  „г  •  С-шшкомъ  ппзко  предѣлъ  вѣроятпостп, 

требуемыя  для  обвппешя  подсудимаго.  Этотъ  прсдѣ.гь  даже  самъ  по 
аоачнтелыіьіиъ  „вмѣненіямъ,  заішеянщмъ  „  ост  обе  ’ 

ост  иола  его  т  ть  обстояте-іьстоъ  разсматрпваеліаго  дѣла,  и 

Р  .  Такъ,  напримѣръ,  онъ  долженъ  бы™  несравненно  „„же  ыя  чаотытъ  „по 
ступлешй,  болѣе  д,„  '  ’ас™1  Ч»- 

ллаго  в  ліллііііл  „Г  Д  Другн.ъ ,  не  имѣющихъ  такого  вред- 

аго  вліянія  па  общественную  безопасность  Н 
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Точное  понятіе ,  которое  мы  должны  составить ‘  сеоъ  объ  результатахъ  Анализа  Вѣ¬ 
роятностей,  не  разъ  уже  выраженное  въ  этомъ  сочиисніи,  должно  привести  иасъ  къ 
заключенію,  что  и  въ  судейскихъ  приговорахъ  выводы  математической  теоріи  могутъ  имѣть 
желаемую  степень  приблизительности  тогда  только,  когда  принимаемъ  въ  расчётъ  весьма 
значительное  число  дѣл.  Результатъ  теоріи,  въ  разсужденіи  одного  дѣла,  будетъ  только 
среднимъ  результатомъ ,  п ,  во  многихъ  случаяхъ ,  можетъ  значительно  удаляться  отъ 
истиннаго.  И  такъ,  повторяемъ,  всё  что  будетъ  выведено  далѣе,  должно  принимать  за 
средній  результатъ  весьма  значительнаго  числа  рѣшенныхъ  дѣлъ,  а  не  относить  иайдешіаго 
вывода  къ  отдѣльному  приговору. 

Сообразивъ  сдѣланныя  выше,  замѣчанія,  вопросъ  о  судейскихъ  опредѣленіяхъ  вообше, 
слѣдуя  Поассону,  можетъ  быть  предложенъ  въ  такомъ  впдѣ:  По  извѣстному  числу  су¬ 
дей  или  присяжныхъ,  произносящихъ  рѣшеніе ,  и  по  данному  большинству-  юлоспвъ, 
опредѣлить  при  весьма  значительномъ  чис. іѣ  дѣлъ:  1°  вѣроятное  отношеніе  оправ¬ 
данныхъ  и  осуждеіиіыхъ  къ  полному  числу  подсудимыхъ,  и,  2Э  вѣроятность  ошибоч¬ 
ности  судейскою  приговора  по  дѣлу,  взятому  па-удачу  изъ  рѣшенныхъ  уже  дѣлъ,  или 
изъ  тѣхъ,  которыя  будутъ  рѣшены  впослѣдствіи. 

Аналитическія  Формулы,  относящіяся  къ  этому  вопросу,  заключаютъ  въ  себѣ  двѣ  вели¬ 
чины,  которыя  завпеять  отъ  нравственнаго  состоянія  страны,  отъ  вида  уголовнаго  Судо¬ 
производства,  отъ  образованности  п  искусства  судей.  Одна  изъ  ппхъ  изображаетъ 
вѣроятность,  что  уголовный  судья,  взятый  на-удачу,  не  ошибется  въ  пропзиоепмомъ  имъ 
рѣшеніи;  другая  означаетъ  вѣроятность  впиовности  подсудимаго  въ  тд  время,  когда  онъ 
предается  суду.  Статистическія  данныя,  употребленныя  Поассопомъ  для  опредѣленія  этихъ 
двухъ  элементовъ,  были  слѣдующія:  1°  отношеніе  числа  осужденныхъ  большинствомъ,  не 
меньшимъ  семи  голосовъ  противъ  пяти,  къ  полному  числу  подсудимыхъ;  2Э  отношеніе 
числа  осужденныхъ  ровно  семью  голосами  протиоъ  пяти,  къ  полному  же  числу  подсудимыхъ. 

Ноассоиъ,  принявъ  данныя,  помѣщенныя  въ  Сотріез  дёпёгаих  йе  V ЛйтіпШгаІіоп  сіе 
Іа  Іиііісе  егітіпеііе,  за  шесть  лѣтъ,  отъ  1825  до  1830  года,  иашелъ  еді^іуюшіе  резуль¬ 
таты:  изобразивъ  чрезъ  и  вѣроятность,  что  уголовный  судья,  взятый  иа-удачу,  не  оши¬ 
бется  въ  своемъ  приговорѣ,  а  чрезъ  к  вѣроятность  виновности  подсудимаго  до  судейскаго 
опредѣленія,  то  есть  въ  то  время,  когда  обвиняемый  предается  суду,  будетъ: 

и  =  0,6786 ,  к  =  0,5354. 

По  дѣламъ  гражданскимъ,  величины  этихъ  элементовъ  нѣсколько  больше.  Основываясь 
иа  приведенныхъ  значеніяхъ  вѣроятностей  и  и  А,  довольно  слабыхъ,  можно  бы,  повили- 
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молу,  вывести  слѣдствіе,  что  пзъ  весьма  большаго  числа  судейскихъ  рѣшеній,  нѣкоторыя 
будутъ  принадлежать  къ  ошибочнымъ.  Но  пзъ  этого  не  слѣдуетъ  заключить,  чтобы  всѣ 
ошибочныя  рѣшенія  относились  къ  исвннио-осуждепиымъ ,  или  къ  виновнымъ,  оправдан¬ 
нымъ  Судомъ.  Большею  частію  погрѣшптелыюсть  приговора  будетъ  состоять  въ  томъ, 
что  вѣроятность  виновности  осужденнаго  была  слабѣе  вѣроятности,  требуемой  для  обез¬ 
печенія  общественной  безонасиостп ,  какъ  это  было  выше  объяснено.  Что  же  касается 
до  иевшшо-осужденвыхъ ,  то  подобные  примѣры  должно  считать  чрезвычайно  рѣдкпмп 
случайностями. . 

Изложивъ  общія  пачала  вопроса  о  судейскихъ  опредѣленіяхъ,  мы  предложимъ  теперь 
главныя  его  математическія  основанія. 

111.  Положимъ  сперва,  что  приговоръ  пропзпосится  однимъ  только  судьей  плп  при¬ 
сяжнымъ.  Пусть  будетъ  к  первоначальная  вѣроятность  виновности  подсудимаго,  зависящая 
отъ  предварительнаго  слѣдствія  плп  допроса,  который  предшествова.гъ  преданію  обвиняе¬ 
маго  суду.  Изобразимъ  чрезъ  и  вѣроятность ,  что  прпсяжиыи  пе  ошибется  въ  споемъ 
голосѣ,  а  чрезъ  у  вѣроятность,  что  подсудимый  будетъ  обвиненъ*).  Величину  и,  какъ  въ 
попросѣ  о  свидѣтельствахъ,  условимся  называть  правдивостію  присяжнаго.  Осужденіе 
обвиняемаго  произойдетъ  въ  двухъ  предположеніяхъ:  1°  если  онъ  дѣйствительно  поповенъ, 
и  судья  не  ошибется,  или  2°  если  подсудимый  невиненъ,  а  судья  ошибется.  Вѣроятность 
перваго  предположенія  есть  ки,  а  втораго  (1 — Щі — и);  слѣдовательно 

у  —  Ам-К1— Л)(1— и).  (217) 

Противная  вѣроятность,  плп  вѣроятность  что  подсудимый  будетъ  оправданъ,  равняется  I — у. 
Эту  самую  величину  получпмъ  взявъ  сумму  двухъ  сложныхъ  вѣроятностей  к(1  -  и)  и 
(1— к)и;  первая  соотвѣтствуетъ  предположенію,  что  подсудимый  впповеиъ,  а  судья  оши¬ 
бается,  вторая,  что  подсудимый  невиненъ  п  судья  не  ошибается. 

Если  уравненію  (217)  дадимъ  видъ 

Г  = 

то  усмотримъ ,  что  вѣроятность  осуждепія  подсудимаго  болѣе  плп  менѣе  -і-  смотря  по 
тому,  будутъ  ли  множители  2 к  I  и  2и — 1  съ  одинакпмп  плп  съ  протпвиыми  знаками, 
плп,  пначе,  будутъ  ли  велпчрны  к  п  и  въ  одпо  время  больше  плп  меньше  — • 

*)  Ми  удеряпваеяі  всѣ  оэвочсиія,  употреблспвыя  Попесонвм,  для  удобвоств  тѣхъ  читателей,  которые 
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По  постановленіп  судьей  приговора,  вѣроятность  пшіовностп  подсудимаго  вообще  измѣ¬ 
нится.  Пусть  будетъ  р  эта  новая  вѣроятность  въ  случаѣ  обвпиенія.  Такъ  какъ  вѣроят¬ 
ность  осужденія,  при  виновности  подсудимаго,  есть  ки,  а  прп  его  исвпииостп,  (1 — к)(1 — и), 
то  по  №  52  получпмъ 


Когда  подсудимый  оправданъ,  то 


Р  —  Л,+(І_*)(І_„)  '  (2І8) 

вѣроятность  его  невинности,  которую  изобразимъ  чрезъ  </, 


опредѣлится  Формулою 


М 


Дѣйствительно,  (1  —к)и  означаетъ  вѣроятность,  что  прп  невинности  подсудимаго,  онъ  бу¬ 
детъ  оправданъ,  а  А(І— и)  вѣроятность,  что  прп  впповпостп  его,  судья  ошибется. 

Изъ  послѣднихъ  двухъ  Формулъ,  въ  силу  уравненія  (217),  выведемъ  непосредственно 
,  _  («-*>» 


Р  —  7» 


ч  —  ' 


откуда 


(220) 


Предыдущія  Формулы  заключаютъ  въ  себѣ  полное  рѣшеніе  вопроса  въ  томъ  случаѣ, 
копа  приговоръ  произносится  однимъ  судьей;  легко  видѣть  тожество  этихъ  результатовъ 
съ  тѣми,  которые  выведены  въ  №  100  для  вѣроятности  Факта,  утверждаемаго  одпимъ 
свидѣтелемъ.  Приведемъ  теперь  нѣкоторыя  слѣдствія,  проистекающія  пзъ  этихъ  Формулъ. 

Если  пзъ  уравненія  (217)  выведемъ  велпчппы  и — у  и  1 — и — у,  то  получпмъ 
и— у  —  (1 — А)м — (I — *Х1 — а)  =  (I — *)(2м — 1) 

1  и— у  —  —  к[2и—  1); 


подставляя  эти  всличииы  въ  выраженія  для  р  и  иаппсаииыя  въ  видѣ 
р  ~ 

ч  —  —  і_А_  (ѣ— <)(!-«— у)  > 


получимъ 


.  _  .  .  А(І -*)(&,- 1) 


М 


Эти  Формулы  показываютъ,  что  новыя  вѣроятности  р  а  ^  виновности  подсудимаго  въ 
случаѣ  осужденія,  и  невинности  его  въ  случаѣ  оправданія,  будутъ  болѣе  первоначальныхъ 
иЬроятпостей  к  и  1  к  когда  2« — 1>0  плп  и> -і- ?  то  есть,  когда  правдивость  и  судьи, 
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п.ш  вѣроятность  что  опъ  пе  ошибется ,  превышаетъ  дробь  )  •  Протпвное  случится, 
когда  и  <  — •  При  и  —  -^ч  новыя  вѣроятности  р  и  7  равны  прежнимъ  к  п  1 — к. 

Если  положимъ  к~  то  Формулы  (218)  п  (219)  доставятъ  р~и  п  д  —  ц. 
II  дѣйствительно,  такъ  какъ  начальная  вѣроятность  к  виновности,  а  также  и  невинности 
подсудимаго,  равна  —  >  то,  до  произиесенія  проговора,  мы  не  имѣемъ  никакой  причи¬ 
ны  полагать,  чтобы  обвиняемый  былъ  скорѣе  виновенъ  чѣмъ  невиненъ;  слѣдователыіо, 
вѣроятность  виновности  подсудимаго,  послѣ  приговора,  не  можетъ  быть  ппая,  какъ  только 
самая  вѣроятность,  что  судья  не  ошибается. 

Возьмемъ  еще  к  —  1 ;  это  очсввдио  значитъ,  что  впповность  подсудимаго,  прежде  суда, 
пе  подлежитъ  никакому  сомнѣнію.  Въ  этомъ  случаѣ  найдется  р—  1 ,  7  —  0;  слѣдова¬ 
тельно,  какова  бы  пи  была  вѣроятность  и,  что  судья  не  ошибается,  и  каковъ  бы  ни  былъ 
его  приговоръ ,  во  всякомъ  случаѣ  остается  достовѣрнымъ ,  что  подсудимый  виновенъ. 
Равнымъ  образомъ,  когда  а  ргіогі  достовѣрно,  что  подсудимый  невниенъ,  или  что  к  —  0, 
то  найдется  />  —  0,  7  — 1.  Чтб  же  касается  до  статочпостп  у  обвиненія,  то  въ  первомъ 
случаѣ,  пменио  когда  к—  1  ,  получимъ  въ  силу  уравненія  (217),  у  =  и,  а  во  второмъ, 
при  &~0,  у  —  1 — и. 

112.  Положимъ  теперь,  что  послѣ  пропзііссеппаго  рѣшенія  первымъ  судьей,  дѣло 
подсудимаго  подвергаютъ  разсмотрѣнію  втораго  судьи.  Изобразит»  чрезъ  и  вѣроятность, 
что  второй  судья  нс  ошибется  въ  своемъ  приговорѣ,  а  чрезъ  у'  вѣроятность,  что  подсу¬ 
димый,  бывъ  уже  обвиненъ  первымъ  судьей,  будетъ  осуждепъ  и  вторымъ.  Сверхъ  того, 
означимъ  соотвѣтственно  чрезъ  с,  6,  а  вѣроятности  обвиненія  подсудимаго  обоими  судьями, 
обвиненія  однимъ  и  оправданія  другимъ,  наконецъ  оправданія  обоими. 

Удержавъ  означепія  предыдущаго  №,  очевидно  получимъ 

с— гг'  "  /  =  Р“'+(І— с)(*  — 
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ибо,  послѣ  перваго  приговора,  вѣроятность  к  виновности  подсудимаго  должна  быть  замѣнена 
иовою  вѣроятностію  р,  а  правдивость  и,  относящаяся  къ  первому  судьѣ,  правдивостію  и 
втораго  судьи.  Слѣдовательно 

с  =  ури'+у(1—р)(1—и). 

Но  какъ  въ  силу  уравненія  />  =  —  имѣемъ 

7Р  =  Ы  п  у(І-р)  :  у(і—у)  =  у—ки, 
а  въ  силу  Формулы  (217)  у — ки~( I — к)!  1 — и),  то  и  получимъ  окончательно 
с  =  Аии'-Н  1 — Л)(1 — в)(1 — и'). 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдется 

а  :=  й(і-н)(|—  и')-(-(1-й)«и'. 

Для  опредѣленія  вѣроятности  6,  что  подсудимый  будетъ  обвиненъ  однимъ  судьей,  а 
оправданъ  другомъ,  должно  найти  отдѣльно  вѣроятности  этой  случайности  въ  двухъ  пред¬ 
положеніяхъ  ,  именно:  1°  первый  судья  обвинилъ,  второй  оправдалъ;  2°  второй  судья 
обвипплъ,  а  первый  оправдалъ.  Сумма  этихъ  двухъ  вѣроятностей  опредѣлитъ  I. 

Пусть  будетъ  у,  вѣроятность,  ото  «торов  судья  об.шщтъ  подсудимаго,  «огда  первый 
оправдавъ  его.  Прооаводеніо  (I— у)-/,  изобразятъ  «ѣроптпоегь  такого  протпзорѣяашаго 
приговора.  Напротивъ  того,  вѣроятность  что  первыя  судья  оСвпппгъ  подсудппаго,  а  вто¬ 
рой  оправдаетъ  его,  выразится  пропзведспГоиъ  у( І—у,).  Сумма  (>—у)ггЫ‘—у,)  бу- 
деть  равна  6. 

Дзя  опродѣдепія  у,  зшіѣчаекъ,  что  по  оправдает  подсудппаго  первымъ  судьей,  вѣроят¬ 
ность  его  ясппппостп  обратятся  въ  д,  а  оппооностп,  въ  1-д.  Но  какъ  вѣроятпость,  что 
второй  судья  по  овшбется  въ  своем,  орпго.орѣ  ость  я',  то  руководствуясь  сужденіями, 
служившим  и  для  вывода  Формулы  (217),  получимъ 

у,  —  (1-7К+7(І— «'). 

Подставимъ  теперь  въ  это  уравненіе  па  мѣсто  7  и  I— 7  величины 


і  =  - 


(І—у)у,  =  [<  — г — ( 1 — *)«]«'  -1-  ( I — *)(  і  — 

Съ  другой  же  стороны,  въ  сплу  Формулы  (217),  имѣемъ 

I  —у—(1—к)іі  —  I— ки— (1— — *)„  -  И1_„), 
почему  и  получимъ 

С— у»і  =  »(«— «К-К*-*Х«— «>• 
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Совсршспно  подобнымъ  образомъ  найдемъ 

1— У.  -  />(і— «'Ж1— Р)“'> 


откуда 

Л1— Гг)  =  ур(>— “')+/.*  />)“'• 


Но 

слѣдовательпо 


ур  —  ки,  у(  1 — р)  —  у — ки  ~  (1 — к)(  1 — и); 

у(І— У/)  =  Л(1— и>+(1— Й)(1— и)и. 


и  наконецъ 

6  =  (1 — у)У/+у(* — У>)  =  (1— и)и'-1-(1—  м>. 

Замѣтамъ,  что  эта  вѣроятность  6  протпворѣчащаго  рѣшенія  двухъ  судей  пезавпепма 
отъ  величины  к,  то  есть  отъ  вѣроятности,  что  подсудимый  виновенъ  въ  тб  время,  когда 
онъ  предается  суду.  Тб  же  самое  относится  къ  вѣроятности  согласнаго  рѣшенія  обоихъ 
судей  при  обвиненіи  и  при  оправданіи  подсудимаго.  Дѣйствительно ,  вѣроятность  соглас¬ 
наго  опредѣленія  судей  будетъ  с -(-а;  подставляя  вмѣсто  спа  выведенныя  выше  вели¬ 
чины,  найдемъ  сумму 

с-Н.  =  “К1— <0““” 

= 

независимую  отъ  к.  Чтб  же  касается  до  суммы  с-}-Ь-|-а>  т0  0113  очевидно  должна  быть 
равиа  1;  п  въ  самомъ  дѣлѣ 

с-ЬЫ-а  =  (1_и)а,+(1_и>+«ш'Ч-(1— и)(1-и)  =  •• 

Но  пзвѣстнывіъ  рѣшеніямъ  двухъ  судей,  очень  легко  опредѣлить  новыя  зпаченія  вѣроят¬ 
ностей  виновности  и  невинности  подсудимаго.  Положимъ,  напримѣръ,  что  первый  и 
второй  судья  обвинили  подсудимаго,  и  пусть  въ  этомъ  предположеніи  р  означаетъ  вѣроят¬ 
ность  его  виновности.  Ясно,  что  для  полученія  р'  стоить  только  въ  Формулѣ  (218), 
вмѣсто  к  а  и,  поставить  соотвѣтственно  р  и  и'.  Такамъ  образомъ  получимъ 

I  _  рѵі 

р  —  К«-“Ѵ 


ес.іп  же  вмѣсто  р  паппшемъ  равную  величину  —  в  и  примемъ  въ  расчётъ  уравненіе  (217), 
то  найдемъ  окончательно 


Вѣроятность  невинности  подсудимаго  въ  разсматриваемомъ  случаѣ  очевидно  будетъ  1 — р. 

Когда  судьи  оправдываютъ  подсудимаго ,  то  изобразивъ  чрезъ  ц  новую  вѣроятность 
его  исвинностп,  получимъ  въ  силу  Формулы  (219) 
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«•  -  ..  г:. _ _  _ _ и— 

7  ?,.'+(«-?)(«-"')  —  ( I — *) ни'+^І— и)( |  —  I,')  ’ 

а  1  ц  изобразитъ  вѣроятность  виновности  подсудимаго  въ  предполагаемомъ  случаѣ. 

Если  бы  первый  судья  оправдалъ  подсудимаго,  а  второй  обвшшлъ  его,  то  изобразивъ 
чрезъ  р,  вѣроятность  виновности  послѣ  такого  противорѣчиваго  рѣшенія,  получили  бы 

„  _  («-9)»'  _ 

ѵ  —  (1— ?К+?(І— «')  —  • 

Напротивъ  того,  если  первый  судья  обвинитъ  подсудимаго,  а  второй  оправдаетъ  его,  то 
вѣроятность  ц,  его  невинности  изобразится  Формулою 

_  (!-/>)“'  _  _ (1— А-уі-нК 

7'  —  —  (1-*Х«-«К+А(‘-“')“  ’ 

Въ  первомъ  изъ  этихъ  двухъ  несогласныхъ  опредѣленій,  1 — р,  будетъ  означать  вѣроятность 
иевпнпостп  подсудимаго,  а  во  второмъ  I — д,  вѣроятность  его  вииовпостн. 

Разборъ  частныхъ  случаевъ  выведенныхъ  въ  этомъ  №  Формулъ ,  не  представить  ни 
малѣйшаго  затрудненія,  и  приведетъ  къ  слѣдствіямъ  подобнымъ  тѣмъ,  которыя  были  уже 
предложены  въ  №  111. 

ИЗ.  Формулы  предъпдушаго  №  легко  могутъ  быть  распространены  па  какое  пи  есть 
число  судей.  Чтобы  яснѣе  видѣть  составленіе  этихъ  общихъ  Форму.гь,  предложимъ  здѣсь 
выраженія,  относящіяся  къ  рѣшеніямъ  при  трехъ  судьяхъ. 

Пусть  будутъ  н,  и,  и"  правдивости  трехъ  судей,  а  к,  какъ  выше,  вѣроятность  винов¬ 
ности  подсудимаго  когда  онъ  предается  суду. 

Для  единогласнаго  обвиненія  подсудимаго  необходимо,  чтобы ,  при  виновности 
его,  пи  одппъ  изъ  трехъ  судей  не  ошибся,  пли,  если  онъ  неволенъ,  чтобы  всѣ  трп 
судьи  ошиблись;  сложная  вѣроятность  первой  случайности  есть  кии  и" ,  а  второй, 
(1 — к)(  1 — к)(1 — и')(1 — к").  Слѣдовательно,  полная  вѣроятность  обвиненія  будетъ 
киии'-{-(1 — &)(1 — и)(1 — «')(! — и"). 

Подобнымъ  образомъ  найдется,  что  вѣроятность  единогласнаго  оправданія  подсудимаго  есть 

*(!_„)  |_и')(1_ц''Ж,_Л)иц'н". 

Если  возьмемъ  сумму  этпхъ  двухъ  выраженій,  то  получимъ  вѣроятность  единогласнаго  рѣ¬ 
шенія,  осуждающаго  пли  оправдывающаго  подсудимаго.  Искомая  вѣроятность  будетъ 

“«“"Ж1— “)(,— И')(|— «'О . 

очевидно  независимая  отъ  к.  Это  заключеніе  равно  справедливо  при  какомъ  пи  есть 
числѣ  судей. 

*5* 
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Разногласіе  между  судьями  можетъ  пропзоііти  въ  шести  различныхъ  предположеніяхъ. 
Дѣйствительно,  когда  двое  судеіі  обвини  ютъ,  а  одинъ  оправдываетъ,  то  представится  три 
случая;  столько  же  будетъ  ихъ  и  въ  противномъ  предположеніи,  именно,  когда  двое  судей 
оправдываютъ,  а  одппъ  обвппястъ.  Если  пазовемъ  судей  буквами  А,  В,  С,  то  упоминае¬ 
мыя  шесть  предположеній  будутъ: 

Обвиняютъ:  Оправдываютъ: 

АВ . С 

АС . В 

ВС . А 

С . АВ 

В . АС 

А . ВС. 

Легко  впдѣть ,  что  вѣроятности  приведенныхъ  шести  случайностей  соотвѣтственно  опре¬ 
дѣлятся  Формулами: 

кии'\і  и')-{-(1 — й)(1 — и)(1 — ц")м' 
ки'и\і — и)-|-(1 — &)(і — «')(!  -и> 

Щ  -и)(1-иу '+? 1 — к}ііи(1 — и") 
к(  1  — и)(  I  — «")«'+( 1  — к)ии'(1  — и') 

К 1  — и')( 1  — и")и-\-(1—к)и'и"{  I —и). 

Сумма  этихъ  шести  выраженій,  изображающая  вѣроятность,  что  въ  судейскомъ  рѣше¬ 
ніи  произойдетъ  разногласіе,  послѣ  надлежащихъ  сокращеній  приметъ  видъ: 
и")-\-ші"(1  и')4-м'и"(1— и)-1_(1 — ц)(1 — и')и" 

“(— (I — и)(і— «")«'+(! — и')(1  — в")и  =  1 — ии'и" — (1 — в)(І — в')1 — и") , 
показывающій ,  что  и  эта  вѣроятность  независима  отъ  первоиачальиой  впиовиостп  к 
подсудимаго. 

Сумма  пайдениыхъ  двухъ  вѣроятностей 

ішѴ'-Кі-иХі-ц'ХІ-и") 

въ  с-іучаѣ  единогласія  судей,  п 

1  ии'и" — (1 — и)(1 — и')(і — и") 

въ  случаѣ  пхъ  разногласія,  а  ргіогі  должна  равняться  достовѣрпости  пли  единицѣ,  чтй 
на  самомъ  дѣдѣ  и  оправдывается. 
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По  извѣстному  приговору  надъ  подсудимымъ  легко  опредѣлить  новую  вѣроятность  его 
виновности  пли  невинности.  Напримѣръ,  если  подсудимый  единогласно  обвиненъ  тремя 
судьями,  то  вѣроятность  его  виновности  будетъ 
кш/и» 

)  ■ 

Если,  напротивъ  того,  подсудимый  оправданъ  единогласно,  то  вѣроятность  его  невпп- 
иости  изобразится  дробью 

«—О»..',," 

Положимъ  еще,  что  судьи  А  и  В  обвинили  подсудимаго,  а  С  оправдалъ  его;  вѣроят¬ 
ность  его  виновности  въ  этомъ  случаѣ  опредѣлится  Формулою 

А-ии'(  I — и")+(  I  —  А)(  I — и)(1 — ц')н"  ’ 

При  и  ~и",  эта  вѣроятность  обратится  въ  дробь 

Аи+(І-А)(1-и)  ’ 

независимую  отъ  и'  а  и".  Она  одинакова  съ  величиною  р  [Формула  (218)],  изображаю¬ 
щею  вѣроятность  виновности  подсудимаго,  обвппясмаго  одппмъ  судьей  А.  Этотъ  резуль¬ 
татъ  совершенно  согласенъ  съ  здравымъ  понятіемъ  объ  разсматриваемомъ  предметѣ. 
Дѣйствительно,  когда  первый  судья  произнесъ  рѣшеніе,  а  остальные  два,  при  одппакпхъ 
правдивостяхъ  и  а  и  ,  протпворѣчатъ  другъ  другу  въ  своихъ  рѣшеніяхъ,  то  нѣтъ  пи- 
какой  причины  полагать,  чтобы  опредѣленіе  того  пли  другаго  имѣло  большее  вліяніе  на 
вѣроятность  виновности  пли  невинности  подсудимаго.  Поэтому,  остапотся  только  рѣшепіе 
перваго  судьи,  которое,  какъ,  мы  уже  видѣли  въ  №  111,  измѣлитъ  первоначальную  вѣроят¬ 
ность  к  виновности  подсудимаго  въ  новую  р,  равную 

Аи+(1-А)(1-и)  ’ 

Въ  выведенныхъ  выше  Формулахъ  предполагалось,  что  дѣло  подсудимаго  рѣшается 
сперва  одипмъ  судьей,  потомъ  другимъ,  потомъ  третьимъ,  и  что  судьи  постановляютъ  своп 
опредѣленія  независимо  другъ  отъ  друга.  Но  легко  впдѣть,  что  эти  самыя  Формулы  при¬ 
личествуютъ  и  тому  случаю,  когда  всѣ  судьи ,  разсмотрѣвъ  и  обсудивъ  дѣло  вмѣстѣ, 
иропзиссугъ  потомъ  приговоры,  каждый  отдѣльно.  При  этомъ  произойдетъ  и  та  выгода, 
что  открытыя  пренія  вообще  объяснятъ  дѣло,  и  слѣдовательно  увеличатъ  вѣроятности 
и,  и,  и  ,  что  судьи  не  ошибутся  въ  произносимыхъ  ими  рѣшеніяхъ. 

И 4.  Положимъ  теперь  въ  частности,  что  правдивости  судей  и,  и',  и" _ одинако¬ 

выя.  Пусть  судилище  состоитъ  изъ  п  судей,  и  общая  ихъ  правдивость,  а  к  вѣроятность 
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виновности  подсудимаго  въ  то  время,  когда  онъ  предается  суду.  Наконецъ,  изобразимъ 
чрезъ  і  одно  пзъ  чпсе.іъ  0,  1,  2,  3.  ..  п,  и  чрезъ  у,-  вѣроятность,  что  подсудимым  бу¬ 
детъ  обвиненъ  п — і  судьями ,  а  оправдалъ  остальными  і.  Чтобы  такое  предположеніе 
состоялось,  нужно:  1°  чтобы,  при  виновности  подсудимаго,  п — і  судей  пропзпеслп  спра- 
ведливыіі  приговоръ,  а  і,  иесправедлпвый,  пли  2°  чтобы,  при  невинности  подсудимаго, 
л — і  судей  ошиблись,  а  *  рѣшили  бы  справедливо.  Вѣроятность  первой  случайности  равна 
произведенію  А . и"~\  1 — ц)‘  на  число  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ,  въ  которыхъ,  изъ  л 

судей,  і  ошибаются.  Вѣроятность  второй  случайности  равна  произведенію  (I — А)в'(1 _ и)п~‘ 

па  число  всѣхъ  возможныхъ  случаевъ  ,  въ  которыхъ ,  изъ  тѣхъ  же  л  судей ,  л _ і  оши¬ 

баются.  Но  число  соединеній  л  предметовъ,  какихъ  бы  то  пи  было,  взятыхъ  по  і  пли 
по  л — і,  одно  и  то  же.  Изобразивъ  его  чрезъ  ЛГ;,  получимъ 
дг. _  л(«-<)(п-а)... .(«-,•+»)  _ 

Слѣдовательно 

Г I  —  ^[‘“"-'0— »)'+<<— «)"—']•  (222) 

Если  положимъ  л — *■>!,  и  примемъ 

л— 2«  т , 

то  у;  изобразитъ  вѣроятность,  что  подсудимый  осужденъ  большинствомъ  т  голосовъ. 
Пусть  будетъ  8-  вѣроятность,  что  подсудимый  оправданъ  п—і  судьями,  а  обвиненъ  осталь¬ 
ными  і,  пли,  иначе,  что  онъ  оправданъ  большинствомъ  т  голосовъ.  Измѣнивъ  въ  Формулѣ 
(222)  л — і  въ  і,  а  і  въ  л — 4,  получимъ 

<*/  =  ЗГ,[Ѵ(<— «)—  '-НІ-іу-'О— «)'].  (223) 

Сложивъ  величины  у;  и  5;,  найдется 

Гі+*і  =  IV, [«"-(і— в)Ч-«'(1— в)— ']. 

И  такъ,  вѣроятность  рѣшепія  по  большинству  т  голосовъ,  не  говоря  наперёдъ  будетъ 
ли  подсудимый  обвиненъ  пли  оправданъ,  нс  зависитъ  отъ  первоначальной  статочностп  к 
виновности  его.  Если  въ  частности  положимъ  и  =  то  вѣроятности  у(.  и  8іг  разсма¬ 
триваемыя  отдѣльно,  также  независимы  отъ  к,  и  общая  ихъ  величина  опредѣлится  Формулою 


Онѣ  также  равны  между  собою  при  А  —  ,  п  тогда  будетъ 

г,  =  з,  =  ±я,  _„)■-<]. 
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Опредѣлимъ  теперь  вѣроятность  рі  виновности  подсудимаго,  когда  онъ  осужденъ  боль¬ 
шинствомъ  т  ~  п — 2 і  голосовъ.  Такъ  какъ  вѣроятность  виновности  подсудимаго  есть 
Лг;.Аи',-,(І — и)',  а  полная  вѣроятность  его  обвиненія  /V, .  ки"~‘( I — и)‘Ц-Лг/.  (1 — А)(1 — и)п  Ѵ, 
то  по  сокращеніи  на  УѴ;  получимъ 


п  —  Ы^І-иУ 

Рі  —  -«/+(>  -  Л)(І  —и)п~‘иІ  ‘ 


(22Ѵ) 


Совершенно  подобнымъ  образомъ  пайдется  и  вѣроятность  невинности  подсудимаго, 


оправданнаго  большинствомъ  т  голосовъ.  Будетъ 

—  иУ 

Чі  —  (1— ' 


(225) 


а  рі  и  7,  дѣлаются  равпымп  при  частпомъ  значеніи  А  ~  ;  тогда  получимъ  просто 


Рі  —  Чі  —  • 

И  дѣйствительно,  когда  первопачальпо  не  имѣемъ  никакой  прпчппы  полагать,  чтобы  подсу¬ 
димый  былъ  виновенъ  скорѣе  чѣмъ  невиненъ ,  то  и  степень  довѣрія  къ  рѣшенію ,  при 
одинаковомъ  большинствѣ,  очевидно  должна  быть  одна  и  та  же  какъ  при  обвиненіи,  такъ 
и  при  оправданіи  лица,  преданнаго  суду. 

При  и  =  Формулы  (224-)  и  (225)  доставляютъ ,  какъ  и  должно  быть,  Рі  —  к, 
7;~1 — А,  каковы  бы  ни  были  числа  п  и  і. 


Наконецъ  замѣтимъ,  что  если  Формуламъ  (224)  и  (225)  дадимъ  видъ 
_  Аи™  _  (1— к)ит 

Рі  —  Чі  —  (1  _А)ит+*(,_„Г  > 

то  увидимъ  непосредственно,  что  послѣ  судейскаго  опредѣленія,  новыя  вѣроятности  винов¬ 
ности  пли  невинности  .  подсудимаго  будутъ  единственно  зависѣть  отъ  большинства  т ,  а 
отнюдь  не  отъ  полнаго  числа  п  судей.  Но  пе  должно  забывать,  что  этотъ  результатъ 
выведенъ  въ  томъ  предположеніи,  что  правдивость  и  судей  одинакова  для  всѣхъ,  и  пред¬ 
полагается  извѣстною  до  произнесенія  приговора.  II  такъ,  при  подобныхъ  обстоятель¬ 
ствахъ,  какъ  бы  велико  пе  было  число  суден,  предполагаемое  нечётнымъ,  приговоръ, 
произнесенный  ими  большинствомъ  одиого  только  голоса,  должепъ  заслуживать  нс  болѣе 
и  не  менѣе  довѣрія,  какъ  приговоръ  по  тому  же  дѣлу,  пропзпесепный  однимъ  судьей.  Но 
вѣроятности,  что  такіе  приговоры  будутъ  произнесены,  могутъ  быть  весьма  различны  въ 
разсматриваемыхъ  двухъ  случаяхъ,  какъ  то  было  уже  подробно  объяснено  при  свидѣ¬ 
тельствахъ  (№  99). 
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115.  Положимъ  теперь,  что  вмѣсто  опредѣленнаго  большппства  голосовъ,  назначается 
только  тіпітит  большппства.  Пзобразпмъ  чрезъ  с,-  вѣроятность ,  что  подсудимый  будетъ 
обвписііъ  по  меньшей  мѣрѣ  п — і  судьями  ,  и  слѣдовательно  оправданъ  не  болѣе  какъ  і 
судьями.  Поэтому  с,-  опредѣлитъ  вѣроятность  обвпнепія  при  большинствѣ  не  меньшемъ 
т  ~  п — 2 і  голосовъ.  Въ  силу  №  9  получимъ 


сі  =  Уо+УАуА - +Уі- 

Означимъ  чрезъ  Л-  вѣроятность  оправдапія  подсудимаго  большинствомъ  не  мёпьпшмъ 
т  —  п — 2 і  голосовъ ;  будетъ 

й,  —  ѴН.+ѴЬ . . 

Сверхъ  того,  удержавъ  зпакоположеиія  предъпдушаго  №,  п  положивъ  для  сокращенія 

Ѣ  ~  ^ип+^иГ-‘(і-и)+П1ия-*(1-иГ+-  •  •  .Ч-Л^^І-в)'  т 

У,  =  . .  .-нѵ/(і_ц)"-')  }  С226; 

получимъ 


С;  =  кП^П—ЩѴі 

а,  —  кУАіі—кЩ, 


м 


откуда 


с,-И;  —  Ѵ,-\-Уі- 

Это  уравненіе,  опредѣляющее  вѣроятность  ,  что  подсудимый  будетъ  пли  обвп- 
непъ,  пли  оправданъ  по  крайней  мѣрѣ  большинствомъ  т  —  п — 2і  голосовъ,  показываетъ 
вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  что  эта  вѣроятность  пе  зависитъ  отъ  к. 

Нс  останавливаясь  на  различныхъ  слѣдствіяхъ,  проистекающихъ  изъ  выведенныхъ  сей¬ 
часъ  Формулъ  при  различныхъ  предположеніяхъ  относительно  ве.шчппъ  к  а  и,  а  также  и 
на  случаяхъ,  когда  л  предполагается  чётнымъ  пли  нечётнымъ,  ограничимся  только  однимъ 
замѣчаніемъ.  Если  велпчпву  с,-,  опредѣляемую  первою  изъ  Формулъ  (227),  напишемъ  въ  видѣ 

С і  — 

и  примемъ  въ  соображеніе,  что  сумма  II А  У,-  —  сА^і  >  изображающая  вѣроятность  об¬ 
виненія  п.іп  оправданія  подсудимаго  большинствомъ,  ие  мёныипмъ  т~п — 2і  голосовъ,  пе 
можетъ  превзойти  достовѣрпости  пли  одшшиы,  то,  предполагая  2 к — 1>0  пли  А>-1, 
увидимъ,  что  с,<  к.  II  такъ,  въ  обыкновенныхъ  случаяхъ,  то  есть,  когда  до  произнесенія 
приговора  судомъ,  виновность  подсудимаго  правдоподобнѣе  его  нсвпшюстп,  вѣроятность 
обвиненія,  при  какомъ  ип  есть  большинствѣ,  будетъ  всегда  менѣе  чѣмъ  первоначальная 
вѣроятность  его  виновности.  Замѣтимъ,  что  это  заключеніе  независимо  отъ  значенія  и. 
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изображающаго  общую  правдивость  судей.  Только  для  предѣла,  именно  когда  » —  \ 
вмѣсто  условія  с;<к ,  получаемъ  с,=Л,  что  очевидно  слѣдуетъ  изъ  уравненій  (226)  и 
(227),  положивъ  въ  нихъ  и  —  1.  Въ  то  же  время  найдется  й,— | — к.  Про  и  —  О, 
будетъ  наоборотъ,  с,  —  1 — к,  Л-  —  к. 

Для  опредѣленія  вѣроятности  Р;  впповпостп  подсудимаго,  когда  зпаемъ  только,  что  опъ 
былъ  осуждспъ  большинствомъ  пе  мёныипмъ  т  ~  п — 2*  голосовъ,  поступаемъ  слѣдующимъ 
образомъ:  если  подсудимый  дѣйствительно  виновенъ,  то  вѣроятность  что  онъ  будетъ  об¬ 
виненъ  большинствомъ  т,  или  /л+2,  пли  /л-И,-  •  •  пли  наконецъ  т+2і—  л  голосами, 
то  есть  единогласно,  опредѣлится  суммою 

Іг[лг0«"+Л,«"-‘(І— о)+Ѵ-*(1  -«)■+.  • . .  -НѴ’-'ІІ— »)']  =  *ц. 

Но  подсудимый  могъ  быть  невиненъ,  и  между  тѣмъ  обвппенъ;  вѣроятность  этой  случай¬ 
ности  будетъ 

(•— Ч(Х(‘— *Т-К(і— • «*+. . .  «у-Ѵ]  -  (I —іцу.. 

II  такъ,  вѣроятность  справедливаго  обвиненія  равна  произведенію  кІІ;,  а  полная  вѣроят¬ 
ность  обвписніл,  суммѣ  кПг |-(1 — /с)Р).  Отношеніе  этихъ  двухъ  вѣроятностей  (№  52) 
опредѣлитъ  искомую  велпчииу  Р-,  почему  и  будетъ 

Р<=  Щ&ЬуГ  (228) 

Вѣроятность  же  ошибочности  этого  приговора  очевпдио  изобразится  разностію  1 — Р-. 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдется  вѣроятность  (2;  невинности  подсудимаго, 
когда  опъ  будетъ  оправданъ  большинствомъ  голосовъ,  пе  меньшимъ  т~п _ 2 і.  Получимъ 

ААіГГ  (229) 

въ  то  я;е  время  1—0,-  опредѣлитъ  вѣроятность  ошибочности  этого  самаго  рѣшенія, 
оправдывающаго  подсудимаго. 

Замѣтимъ,  что  вѣроятности  РІ-  и  зависятъ  пе  только  отъ  наименьшаго  большинства 
т  — п  2«  голосовъ,  по  и  отъ  самаго  числа  п  судей;  между  тѣмъ,  при  опредѣленномъ 
большинствѣ,  вѣроятности  Рі  и  зависятъ  единственно  отъ  большинства  т,  какъ  было 
объяснено  въ  №  11 4. 

Вотъ  главныя  основанія  приложенія  Анализа  Вѣроятностей  къ  Судопроизводству.  Для 
пріобрѣтспія  болѣе  обширныхъ  позпапій  въ  этомъ  предметѣ,  читатели  могутъ  обратиться 
къ  сочиненіямъ  Поассопа  и  Коидорсета,  о  которыхъ  уже  упомянуто  въ  №  1 1 0. 

46 
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денныхъ  въ  двухъ  послѣднихъ  пуле¬ 
къ  Уголовному  Судопроизводству  во 


116.  Чтобы  показать  употребленіе  Форму, 
рахъ ,  предложимъ  краткіе  примѣры  пхъ  при 
Фрапцін  п  въ  Апгліп. 

Уголовный  Судъ  во  Франціи  состоитъ  изъ  12  членовъ  пли  присяжныхъ  ( /иге* ).  Каж¬ 
дый  произноситъ  приговоръ,  и  участь  подсудимаго  рѣшается  большинствомъ  7-ми  голосовъ 
противъ  5-ти*). 

При  такпхъ  условіяхъ  имѣемъ  п~  12,  т~ 2,  и  какъ  т~п — 2 і,  то  и  найдется 
і  ~  —  5.  Слѣдовательно,  принявъ  для  сокращенія  вмѣсто  величинъ  к  ~  0,535 V  и 

«  —  0,6786,  приведенныхъ  въ  N°  ПО,  приблпжеппыя  значенія  к~  и~  полу¬ 
чимъ  въ  силу  Формулы  (224-) 

О  .  1 

Р‘-То  •  *-».=  ■» 

слѣдовательно  въ  этомъ  случаѣ  приговоръ,  произнесенный  опредѣленнымъ  напмёньшнмъ 
большинствомъ  7  голосовъ  противъ  5 ,  доставить  вѣроятность  —  для  виновности  подсу¬ 
димаго.  Вѣроятность  же  ошпбочиостп  приговора  будетъ  ^  • 

Вычисливъ  по  Формулѣ  (226)  величины  Ѵі  п  Ѵь,  получимъ 

П,  =  7254-^,  Уь  —  239122-^, 
пли,  приблизительно,  по  Формулѣ  (228), 

1—рі=±. 

II  такъ,  допуская  для  наименьшаго  большинства  голосовъ  7  противъ  5  находимъ,  что 
вѣроятность  впповпостп  подсудимаго,  въ  случаѣ  его  осужденія,  равпа  дроби  Р%  = 
которая  ближе  подходитъ  къ  единицѣ,  чѣмъ  рь .  Вѣроятность  ошибочности  приговора 
1 — Р,  —  ^  почти  въ  7  разъ  менѣе  въ  настоящемъ  предположеніи,  чѣмъ  при  опредѣ¬ 
ленномъ  большинствѣ  7-ми  противъ  5-ти;  и  дѣйствительно 


іоввоет  Судопроизводствѣ  во  4 
с  бо.ашпнетво  8  противъ  4. 

его  приговора,  показаніе  обле 
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Въ  Англіи  Уголовный  Судъ  составленъ  также  изъ  12  присяжныхъ.  Но,  для  осужденія 
пли  оправданія  подсудимаго,  требуется  ие  пзвѣстиое  большинство,  а  единогласное  опредѣ¬ 
леніе.  При  такомъ  условіи,  окончательный  приговоръ  Суда  былъ  бы  рѣдкою  случайностію 
еслибъ  присяжные,  для  избѣжанія  слишкомъ  продолжительныхъ  преній,  не  дѣлали  часто 
взаимныхъ  уступокъ. 

Вѣроятность  впповпостп  пли  невинности  подсудимаго,  когда  псѣ  12  присяжныхъ  осу¬ 
дили  пли  оправдали  его,  опредѣляется  Формулами  (224)  и  (225).  Положивъ  въ  ппхъ 
п=12  и  і — 0,  получимъ 


Для 


Ро  —  ’ 
ь  значеній  к~-^,  и  = 


а  -  _ С1-**"1*  , 

■>  этп  Формулы  доставятъ 

З1*  _ 831441 

5,2-Н  —  831442 ' 


Равенство  величинъ  рд  п  д0  есть  необходимое  слѣдствіе  предположенія  к  —  Сверхъ 
того  мы  видомъ,  что  это  общее  зпачепіе  для  р0  и  ^0  очень  «ило  разпится  отъ  единицы; 
но  за  тЬ  вѣроятность,  что  подобный  едшюгласпый  приговоръ  будетъ  произпссепъ  была 
бы  вообще  весьма  слаба  прп  допущенныхъ  всличппахъ  к  а  и,  еелпбъ  всѣ  присяжные, 
какъ  было  сей-часъ  замѣчено,  безуступочпо  придерживались  своихъ  мнѣній.  Поассонъ 
нашелъ,  что  принимая  для  Англіи  значоиіл  /спи,  найденныя  для  цѣлой  Франціи ,  безъ 
различія  родовъ  преступленій,  вѣроятность  единогласнаго  осужденія  подсудимаго  мало  раз- 
иилась  бы  отъ  дроби  а  вѣроятность  единогласнаго  оправданія  была  бы  почтп  впо  со¬ 
вику  меньше,  или  равпа  -щ* 

Формулы  №№  114  и  115  могутъ  быть  приложены  вообще  къ  пашинъ  Третейскимъ 
Судамъ,  когда  дѣю,  по  сущности  своей,  допускаетъ  только  двоякое  рѣшеніе,  утвердитель¬ 
ное  пли  отрицательное.  Если  частные  посредники  постановили  опрсдѣіеніе  единогласно 
п.ш  по  большинству  голосовъ,  то  вѣроятность  справедливости  рѣшенія  найдется  по  из¬ 
вѣстнымъ  Формуламъ;  но,  для  численныхъ  приложеній,  должно  предварительно  опредѣлить 
величппы  к  а  и,  которыя,  по  роду  дѣлъ,  подлежащихъ  разбору  Третейскихъ  Судовъ,  мо¬ 
гутъ  быть  весьма  различны.  Когда  произойдетъ  раздѣленіе  голосовъ  между  частпымп 
посредниками,  то  общему  посреднику  предоставляется:  1°  утвердить  одпо  изъ  мнѣній, 
частныхъ  посредниковъ,  хотя  бы  опо  имѣю  въ  свою  пользу  папмепьшее  число  голосовъ; 
23  предложить  собственное  мнѣніе,  которое  получитъ  силу  рѣшепія  Третейскаго  Суда, 
если  будетъ  принято  хотя  однимъ  изъ  частныхъ  посредниковъ.  Третейскій  Судъ  счи- 
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тастсл  несостоящпмся  въ  томъ  случаѣ,  когда  общій  посредпокъ  пе  изберетъ  вп  одного 
изъ  предложенныхъ  мнѣній,  пли  когда  пикто  нс  согласвтся  съ  его  собственнымъ.  Изъ 
этихъ  условій  мы  водамъ ,  что  прп  раздѣленіи  голосовъ  между  частными  посредниками, 
выведенныя  выше  Формулы  недостаточны.  Этотъ  случай  требуетъ  отдѣльнаго  разбора, 
который  впрочемъ  послѣ  началъ,  изложенныхъ  въ  предъпдущііхъ  нумерахъ,  п  прп  нѣкото¬ 
рой  привычкѣ  къ  соображеніямъ  этого  рода,  пе  представитъ  особсппаго  затрудненія. 

117.  Изложивъ  послѣдовательно  въ  этомъ  сочиненіи  математическія  начала  Анализа 
Вѣроятностей  п  главныя  его  приложенія  къ  вопросамъ  изъ  жизни  общественной ,  Естс- 
Наукъ  Нравственныхъ,  мы  можемъ  теперь,  въ  краткихъ  чертахъ, 
томъ,  чего  можно  ожидать  п  требовать  отъ  этой  теоріи,  которая, 
ряду  съ  важпѣйшпмп  отраслями  нашихъ  зпапій.  Кромѣ 
всё  въ  прп- 


ственной  Фп 

отдать  себѣ  отчетъ  въ  том 
по  справедливости,  можетъ 

весьма  немногихъ  непреложныхъ  истинъ,  сдѣлавшихся  дОстолиіемъ 
родѣ  п  въ  мірѣ  нравственномъ  осповаио  на  догадкахъ,  болѣе  или  менѣе  правдоподобныхъ; 
поэтому,  учеиіе  о  вѣроятностяхъ,  собственно  говоря,  обинмаетъ  почти  весь  кругъ  умствен¬ 
ной  дѣятельности.  Нѣтъ  сомнѣнія,  что  такое  обширное  назначеніе  этой  пауки  значительно 
ограничивается  съ  одпой  стороны  недостаткомъ  п  неудовлетворительностію  данныхъ,  из¬ 
влекаемыхъ  пзъ  наблюденій  надъ  Физическими  и  нравственными  явленіями,  а  съ  другой, 
хотя  и  въ  меньшей  стспеип,  несовершенствомъ  математическаго  анализа.  Тѣмъ  пе  менѣе, 
сдѣланное  доселѣ  въ  Теоріи  Вѣроятностей  ставитъ  сё  на  степень  важнѣйшаго  умственнаго 
орудія  для  открытія  истины  и  для  предохраненія  ума  отъ  заблужденій,  въ  которыя  оііъ 
нерѣдко  впадаетъ  при  поверхностномъ  взглядѣ  па  предметы.  Тамъ,  гдѣ  человѣкъ,  ода¬ 
ренный  умомъ  проницательнымъ,  можетъ  только  предвидѣть  приближенные  результаты, 
теорія  часто  приводитъ  къ  точнымъ  выводамъ,  выраженнымъ  числами.  Такая  опредѣли¬ 
тельность  въ  оцѣнкѣ  мѣры  довѣрія  къ  какой  либо  предполагаемой  истицѣ,  недоступная  для 
обыкновенной  Логики,  безъ  сомнѣнія  заслуживаетъ  полнаго  внпмаиія  мыслителей.  Но  не 
должно  однакожъ  принимать  эти  численные  результаты  въ  безусловномъ  смыслѣ  какъ 
нѣкоторые  эмпирики,  ие  постигшіе  пастояшаго  духа  Анализа  Вѣроятностей.  Такъ,  иапри- 
мѣръ,  пзъ  того,  что  вѣроятность  какого  либо  событія  очень  близка  къ  достовѣрностп  пли 
къ  едпинцѣ,  отнюдь  пе  слѣдуетъ  заключить,  что  это  событіе  непремѣнно  случится,  пли, 
въ  противномъ  случаѣ,  что  теорія  ведетъ  къ  заключеніямъ  ошибочнымъ.  Подобный  резуль¬ 
татъ  должно  понимать  въ  другомъ  смыслѣ,  который  вполнѣ  оправдывается  извѣстнымъ 
общимъ  предложеніемъ  Якова  Бсрпу.ілп.  Большая  степень  вѣроятности  событія  показы¬ 
ваетъ  только,  что  если  бы  мы  могли  повторить  очень  миого  разъ  испытанія,  при  однихъ 
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и  тѣхъ  же  обстоятельствахъ,  то  число  появленій  событія  было  бы  несравненно  значитель¬ 
нѣе  числа  пепоявленій,  прп  чемъ  отношеніе  перваго  числа  къ  суммѣ  ихъ  обоихъ  неопре¬ 
дѣленно  приближалось  бы  къ  найденному  зпаченію  вѣроятности.  Чтд  же  касается  до 
отдѣіьпаго  испытанія,  то  Анализъ  Вѣроятностей ,  по  пеопредѣлптсльпостп  условій,  не  мо¬ 
жетъ  доставить  никакихъ  положительныхъ  заключеній ,  какъ  то  было  уже  объяснено  въ 
самомъ  пачалѣ  этой  кппгп. 

Вообще,  прп  объясненіи  различныхъ  результатовъ  Анализа  Вѣроятностей,  должно  не¬ 
престанно  имѣть  въ  виду  закопъ,  выражаемый  теоремою  Якова  Бернулли.  Правильность 
въ  числѣ  повтореній  событій,  зависящихъ  по  нашему  певѣдѣнію  отъ  случайностей,  соблю¬ 
дается  только  прп  весьма  значительномъ  рядѣ  испытаній.  Поэтому,  всякое  рѣшеніе,  отно¬ 
сящееся  къ  отдѣльпому  пріёму,  должно  прпппмать  только  за  средній,  выводи,  который,  во 
многихъ  случаяхъ,  можетъ  значительно  удалиться  отъ  рѣшенія,  обнаружившагося  а  роііе- 
гіогі  исполнившимися  событіями.  Но  еслибъ  была  возможность  повторить  неопредѣленное 
число  разъ  тб  же  самое  испытаніе,  и  прп  одппхъ  и  тѣхъ  же  условіяхъ,  то  найденный 
средпій  результатъ  тѣмъ  ближе  выразилъ  бы  искомыя  отношенія  между  появленіями  раз¬ 
личныхъ  событій,  чѣмъ  число  самыхъ  испытаній  было  бы  значительнѣе. 

Въ  заключеніе  предлагаемъ  читателямъ  краткій  историческій  очеркъ  постепеннаго  раз¬ 
витія  Математической  Т  соріп  Вѣроятностей. 
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ГЛАВА  ХП. 

КРАТКІЙ  ИСТОРИЧЕСКІЙ  ОЧЕРКЪ  ПОСТЕПЕННАГО  РАЗВИТІЯ  МАТЕ¬ 
МАТИЧЕСКОЙ  ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 

И 8.  Время,  къ  которому  относятся  первоначальныя  понятія  о  вѣроятности,  разсма¬ 
триваемой  съ  умозрительной  стороны,  также  неопредѣленно  какъ  и  начало  большей  части 
отраслей  нашихъ  знаній.  Задолго  до  первыхъ  попытокъ  въ  математической  теоріи  этой 
науки,  прибѣгали,  про  различныхъ  обстоятельствахъ ,  какъ  то  въ  играхъ,  закладахъ  и 
проч.,  къ  сравненію  числа  благопріятствующихъ  п  неблагопріятствуюпшхъ  случаевъ,  п,  съ 
большею  плп  .меньшею  удачею,  выводили  слѣдствія  изъ  такого  сравпепія.  Подобныя  со¬ 
ображенія,  а  равно  и  нѣкоторыя  правила,  встрѣчаемыя  въ  твореніяхъ  прежппхъ  филосо¬ 
фовъ,  конечно  принадлежатъ  къ  ученію  о  случайностяхъ,  и  есть  даже  положительныя 
свидѣтельства,  что  пѣкоторыя  примѣчательныя  приложенія  науки  о  вѣроятностяхъ  пе  были 
чужды  эпохамъ,  весьма  отдаленнымъ  отъ  пасъ.  Такъ  иапрплѣръ,  по  замѣчанію  Г.  Либр  и*), 
въ  Дпгестѣ**)  приведенъ  законъ,  имѣющій  предметомъ  вопросъ  объ  продовольствіи,  и  ко¬ 
торый  ясно  доказываетъ,  что  уже  Римляне  занимались  опредѣленіемъ  средней  жпзпи  въ 
различные  возрасты.  Далѣе  Г.  Добро  говорить  о  Морскихъ  Страховыхъ  Обществахъ, 
существовавшихъ  уже  въ  средиіс  вѣка  въ  ІІталіаискихъ  Республикахъ;  это  самое  заста¬ 
вляетъ  предполагать,  что  въ  тб  время  умѣли  опредѣлять  приблизительно  вѣроятность 
кораблекрушенія.  Нзвѣстпо  также ,  что  позже ,  въ  пачалѣ  XVII  столѣтія  ,  знаменитый 
Галилей  занимался  весьма  важнымъ  вопросомъ  изъ  теоріи  вѣроятностей,  именно,  опрсдѣ- 

*)  Лешіе  Ли  Леих  тонЛм ,  Ііггаісоп  Ди  1ІІ  Млі  1811!.-  отатьяі  ГсгтаІ ,  раг  М.  ІЛЬгі. 

цеп.,  состоп-ісшіий,  въ  валѣ  Уложенія,  по  повслѣвію  Императора  Юствніапа.  Изданіе  Дпгсста  относятъ 
к»  328  году  по  Р.  X. 
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лешемъ  погрѣшностей  и  разысканіемъ  ихъ  вліянія  па  результаты  наблюденій.  Конечно, 
его  изслѣдованія  по  предмету  столь  трудному  ис  могли  имѣть  желаемаго  успѣха.  Къ  пер¬ 
вой  половинѣ  XVII  же  столѣтія  принадлежитъ,  кажется,  первая  мысль  объ  оборотахъ, 
основаппыхъ  на  вѣроятностяхъ  жизни  человѣческой.  Неаполитанецъ  Лаврентій  Тонти 
предложилъ  особое  учрежденіе  въ  этомъ  родѣ,  которое  удержало  его  пмя,  называясь  до 
сихъ  поръ  тонтиною  (№  73). 

Хотя  всѣ  упомянутыя  сей-часъ  попытки  и  относились,  безспорпо,  къ  Апалпзу  Вѣроят¬ 
ностей ,  по,  по  отрывочности  и  несовершенству  своему,  далёко  нс  могли  удовлетворить 
требованіямъ  пауки.  Осповапія  математической  теоріи  случайностей  положены  Паскалемъ 
и  Ферматомъ  въ  половинѣ  семнадцатаго  столѣтія.  Первый  рѣшеипый  пмп  вопросъ  былъ 
предложенъ  Паскалю  Кавалеромъ  Мере ,  и  относился  къ  безобидному  раздѣлу  ставки  до 
окончанія  игры.  Для  подробностей  по  этому  предмету  отсылаемъ  къ  №14°  32  и  38  па¬ 
шей  книги.  II  такъ,  по  всей  справедливости,  можно  сказать,  что  этимъ  двумъ  знамени¬ 
тымъ  мужамъ,  Исчисленіе  Вѣроятностей  обязано  пероьши  своими  математическими  началами 
и  своею  самостоятельностію. 

Вскорѣ  послѣ  упомшіасмыхъ  попытокъ  Паскаля  и  Фермата,  современникъ  пхъ  Гуіепсъ 
занялся  этомъ  же  предметомъ;  онъ  собралъ  вопросы  уже  рѣтеппые  до  пего,  п,  дополппвъ 
пхъ  собственными  изслѣдованіями,  написалъ  трактатъ  объ  умозрѣніи  въ  играхъ,  повер¬ 
женныхъ  случайностямъ.  Это  сочиненіе,  первое  изъ  появившихся  но  Теоріи  Вѣроятностей, 
издано  Шотеномъ  въ  1657  году,  въ  его  книгѣ:  ЕхегсіШіопит  таіііетаіісагит  подъ 
заглавіемъ:  Ве  гаііосіпііз  іп  Ліеае  Ьисіо.  Трактатъ  Гугспса  помѣщенъ  также  въ  первой 
части  книги:  Ап  сощ'есіаміі,  о  которой  будемъ  говорить  ниже,  п  обогащенъ  тамъ  ком¬ 
ментаріями  Якова  Бернулли. 

Кромѣ  Гугеиса ,  во  второй  половинѣ  XVII  вѣна  занимался  теоріею  вѣроятностей 
Совёръ  (8аиѵеиг),  который,  въ  Лигпаі  йез  Биѵапз,  за  1679  годъ,  помѣстилъ  своп  изслѣ¬ 
дованія  объ  опредѣленіи  статочностей  игры,  въ  родѣ  банка  плп  Фарао,  извѣстной  подъ 
названіемъ  Ьаззёіе.  Монтюкла,  въ  своей  Пізіоігс  ііез  Маііттіщиез  (1802  г.,  Томъ  III, 
стр.  391),  упоминаетъ  также  объ  одномъ  трактатѣ  подъ  заглавіемъ  :  О/'іЬе  Ілѵз  о^сНапсе, 
имѣвшимъ  прс.імстомъ  азартныя  игры,  и  который  былъ  напечатанъ  въ  Лондонѣ  въ  1692 
году,  безъ  имени  сочинителя.  Монтюкла  полагаетъ,  что  это  трудъ  Веніамина  Мотта 
(Вепуатіп  МоМе).  Къ  концу  XVII  же  столѣтія  относятся  труды  Ванъ  Гуддена  (Ѵап 
ІІшІ(Іеп),  Витта  (ѴѴіІІ),  пенсіонарія  Голландіи  п  Галлея  по  предмету  вѣроятностей  жизни 
человѣческой.  Въ  1693  году  Галлей  издалъ  таблицу  смертности,  первую  изъ  извѣстныхъ 
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намъ  по  споеіі  дашюстп  [№  60].  Его  изслѣдованія  напечатаны  въ  Ркііозоркісаі,  Тгапз- 
асііопз,  за  1693  годъ,  п°  196. 

Не  останавливаясь  иа  другихъ,  менѣе  примѣчательныхъ  пріобрѣтеніяхъ  Псчпс-існія  Вѣ¬ 
роятностей,  относящихся  къ  упоминаемой  эпохѣ,  переходимъ  къ  трудамъ  зиамеиптаго 
Якова  Бериуллп.  Уже  въ  1685  году,  въ  Лоигиаі  іез  Баѵапз,  оиъ  предложилъ  математи¬ 
камъ  доволыю  трудный  вопросъ  объ  игрѣ  въ  кости.  Не  получивъ  отвѣта,  Бернулли 
напечаталъ  въ  Леіібцпгскпхъ  Актахъ,  за  1690  годъ,  свое  рѣшеніе,  по  безъ  доказательства. 
Это  самое  подстрекнуло  Лейбница  заияться  предложенною  задачею;  оиъ  рѣшилъ  сё  немед¬ 
ленно,  и  напечаталъ  подробное  пзложепіе  своего  способа  въ  тѣхъ  же  Лсйбцигскпхъ  Ак¬ 
тахъ.  Но  главную  заслугу,  оказаииую  Яковомъ  Берпуллп  математической  теоріи  вѣроятностей, 
составляетъ,  безъ  сомиѣніл,  примѣчательное  его  сочиненіе:  Лгз  соіуссіитіі,  которое  оиъ 
обдумывалъ  въ  продолженіи  многихъ  лѣтъ.  Опо  издано  въ  Базелѣ  въ  1713  году,  семь 
лѣтъ  послѣ  смерти  сочинителя,  племянникомъ  его  Николаемъ  Нерну.іли.  Это  сочиненіе, 
отличающееся  вѣрностію  взглядовъ  п  остроумными  аналитическими  пріёмами,  раздѣлеио  па 
четыре  части.  Первую,  какъ  уже  упомянуто  предъ  симъ,  составляютъ  пояснительныя 
примѣчанія  къ  Трактату  Гугенса.  Вторая  часть  заключаетъ  въ  себѣ  пространную  теорію 
разнаго  рода  соединеній.  Третья,  рѣшеніе  многихъ  задачъ,  относящихся  къ  различнымъ 
играмъ.  Наконецъ,  четвертая  содержитъ  въ  себѣ  употребленіе  и  приложеніе  правилъ, 
изложенныхъ  въ  продъидушихъ  частяхъ ,  къ  вопросамъ  изъ  общежитія  и  къ  иаукамъ 
нравственнымъ  и  политическимъ.  Этотъ  четвертый  отдѣлъ  заслуживаетъ  особеннаго  вни¬ 
манія  тѣмъ,  что  въ  рѣшаемыхъ  въ  немъ  вопросахъ  употребленъ  Нютоновъ  биномъ,  имѣю¬ 
щій  столь  важное  зиаченіе  въ  Нсчислоиіп  Вѣроятностей.  Самая  же  примѣчательная  статья 
этой  четвертой  части,  ость,  безъ  сомпѣнія,  доказательство  извѣстиой  теоремы,  удержав¬ 
шей  пмл  Якова  Бернулли ,  о  которой  мы  столько  разъ  пмѣли  случай  говорить  Подроб¬ 
ности  о  пей  приведены  у  пасъ  въ  №№  20,  22,  24,  25,  26 - 117.  Вслѣдъ  за 

четвертою  частію  помѣшепъ  трактатъ  объ  безконечныхъ  рядахъ,  а  въ  самомъ  концѣ 
сочиненія,  любопытныя  изслѣдованія  подъ  заглавіемъ:  ЬеЧге  а  ип  ату  зиг  Ісз  Раіііез  іи 
Іей  іе  Раите,  неизвѣстнаго  автора. 

Николай  Бернулли,  издатель  Лгз  соіуесіаініі,  самъ  запинался  съ  нѣкоторымъ  успѣ¬ 
хомъ  Теоріею  Вѣроятностей.  Въ  1709  году,  въ  Базелѣ,  оиъ  защищалъ  Диссертацію  иа 
степень  Доктора  Правъ,  и  выбралъ  предметомъ  свопхъ  изслѣдованій  опытъ  приложенія 
Псчпслеиіп  Вѣроятностей  къ  Судопроизводству.  Диссертація  Николая  Бернулли  издана  въ 
1709  году  подъ  заглавіемъ:  Не  Лгіе  соуесіаіиіі  іп  Лиге;  между  любопытными  вопросами, 
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>  умершимъ? 


ь,  который  составляетъ  пред- 
тсутствующшо,  по  закопанъ. 


И 9.  Осьмпадцатое  столѣтіе,  ознаменованное  столь  блестящими  успѣхами  Чистаго  Ма¬ 
тематическаго  Анализа,  принесло  и  Теоріи  Вѣроятностей  значительныя  усовершенствованія. 
Въ  самомъ  его  началѣ,  Монмортъ  во  Франціи,  а  Моавръ,  Французскій  же  уроженецъ,  въ 
Англія,  занимались  съ  особенною  ревпостію  Исчисленіемъ  Вѣроятностей.  Первый  издалъ 
свое  сочпиеніе  объ  этомъ  предметѣ  подъ  заглавіемъ:  Еззаі  і’апаіузе  зиг  Іез ]сих  іе  Ііазапі ; 
въ  немъ  онъ  предлагаетъ  рѣшеніе  множества  любопытныхъ  вопросовъ,  относящихся  къ 
разнаго  рода  играмъ  въ  карты,  въ  кости  и  ироч.  Во  второмъ  изданіи  упоминаемой  книги 
(17  іЗ  года),  .во  многихъ  отношеніяхъ  исправленномъ  п  дополненномъ,  находится  любопытная 
переписка  Монморта  съ  Николаемъ  Бернулли,  племянникомъ  Якова  и  Ивана  Бернулли.  Въ 
этой  перепискѣ  особеннаго  вшінаиіл  заслуживаютъ  остроумныя  рѣшенія  мпогихъ  вопросовъ 
Николаемъ  Бернулли,  п  изложеніе  задачи,  извѣстной  подъ  наименованіемъ  Петербургской, 
предложенной  симъ  послѣднимъ  Монморту  въ  письмѣ  отъ  9  Сентября  1713  года.  Подроб¬ 
ности  объ  этомъ  предметѣ  помѣщены  у  пасъ  въ  №  45.  Изъ  числа  трудныхъ  вопросовъ, 
рѣшеніемъ  которыхъ  занимался  Монмортъ ,  можно  также  указать  на  задачу  о  раздѣлѣ 
ставки  между  игроками,  когда  срокъ  окончанія  игры,  по  самому  ея  свойству,  остается 
неопредѣленнымъ.  Этимъ  предметомъ  запинался  и  Моавръ;  но  рѣшенія  пхъ  не  пмѣли 
надлежащей  полиоты  [№і№  33  п  40]. 

Первые  своп  труды  по  теоріи  вѣроятностей  Моавръ  представилъ  Лондонскому  Коро¬ 
левскому  Обществу;  оип  помѣщены  въ  Ріиіозоркісаі  Тгапзасііопз  за  1711  годъ  подъ 
заглавіемъ:  Ое  тепзига  зогііз.  За  симъ  Моавръ  напечаталъ  свои  изслѣдованія  отдѣльною 
книгою  Т/іе  іосігіпе  о/*  сііапссз,  имѣвшей  три  изданіе  въ  1716,  1738  и  1756  г.,  которыя 
постепенно  совершенствовались.  Это  сочпиеиіе,  въ  отношеніи  къ  аналитическимъ  спосо¬ 
бамъ,  имѣетъ  весьма  важныя  преимущества  предъ  всѣми  предшествовавшими  ому.  Вообще, 
вопросы  рѣшены  въ  пемъ  съ  большою  обшпостію  при  пособіи  Нютоиова  бинома.  Къ 
теоремѣ  Якова  Бериуллп  прибавлены  весьма  важиыя  развитіи,  и  именно  опредѣленіе  вѣ¬ 
роятности,  что  разность  между  отношеніемъ  дѣйствительнаго  числа  повтореній  событіи,  п 
отиошеиіемъ  ихъ  простыхъ  вѣроятностей,  заключается  между  даниынп  предѣлами.  Для 
этого  Моавръ  употребилъ  перпын  теорему  Стирлинга  [№  21].  Но  въ  особенности  книга 
его  примѣчательна  изложеніемъ  придумашюй  имъ  теоріи  возвратныхъ  рядовъ,  которую 
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оиъ  примѣнилъ  весьма  удачно  къ  рѣшенію  различныхъ  вопросовъ  о  вѣроятностяхъ.  Эта 
теорія,  собственно  говоря,  заключаетъ  въ  себѣ  способъ  интегрированія  уравненій  въ  ко¬ 
нечныхъ  разностяхъ,  съ  постолннымп  коэффиціентами,  столь  плодовитый  по  своимъ  при¬ 
ложеніямъ  къ  анализу  случайностей. 

Около  этой  самой  эпохи  занимались  Теоріею  Вѣроятностей,  съ  большимъ  пли  мень¬ 
шимъ  успѣхомъ,  многіе  другіе  математики,  между  прочимъ  Мэрайъ  [№  37]  Николъ, 
помѣстившій  въ  Нізіоігс  <Іе  І'Лсайётіе  Воуаіе  йез  Бсіепсез,  за  1730  годъ,  рѣшенія  раз¬ 
ныхъ  вопросовъ,  относящихся  къ  опредѣленію  судьбы  игроковъ,  при  неравномъ  ихъ 
искусствѣ,  и  при  данномъ  избыткѣ  выигранныхъ  нѣкоторыми  изъ  нихъ  партій. 

Во  второй  половинѣ  XVIII  столѣтія  многіе  учёные  съ  большимъ  тішшіемъ  собирали 
разный  данныя,  относящіяся  къ  народонаселенію  вообще,  къ  смертности,  кт,  числу  рож¬ 
деній,  браковъ  и  проч.  Этп  численныя  показанія,  послѣ  надлежащаго  критическаго  раз¬ 
бора,  послужили  для  составленія  многихъ,  чрезвычайно  полезныхъ  таблицъ,  и  для  рѣшенія 
многоразличныхъ  практическихъ  вопросовъ  о  вѣроятностяхъ  жпзип  человѣческой,  о  пожиз¬ 
ненныхъ  доходахъ,  сберегательныхъ  кассахъ,  тонтинахъ,  всякаго  рода  застраховапіяхъ  и 
тому  подобныхъ  оборотовъ.  Историческія  подробности  объ  этомъ  предметѣ  читатели 
найдутъ  въ  третьемъ  томѣ  Нізіоігс  Лез  Маіііётаіщиез,  рог  МопШсІа;  ограничимся  здѣсь 
краткими  указаніями  иа  главные  труды  учёныхъ. 

Около  самой  средины  XVIII  столѣтія  примѣчательны  труды  по  этому  же  предмету 
Ѳомы  Симпсона  въ  Англіи,  Ксрсеоиома  и  Стрика  (Еігчук)  въ  Голландіи  и  Депарсьё  во 
Франціи.  Послѣдній  издалъ  въ  1746  году  сочиненіе  подъ  заглавіемъ:  Еззаі  зиг  Іа  рго- 
ЬаЫІііё  йе  Іа  йигёе  йе  Іа  ѵіе  Ііитаіпе.  Въ  Запискахъ  Стокгольмской  Академіи,  за  1754 
годъ,  помѣшеиы  также  любопытныя  изслѣдованія  о  таблицахъ  смертности  Шведскаго 
астронома  Варіснтина.  Тѣмъ  же  предметомъ  занимался  въ  Германіи  математикъ  Лим- 
(іертъ  [X'  60],  Эіілеръ  и  нѣкоторые  другіе. 

Въ  послѣднихъ  годахъ  минувшаго  столѣтія,  Депарсьё,  племянникъ  того,  о  которомъ 
сей-часъ  говорено,  издалъ  сочиненіе  подъ  заглавіемъ:  Тгаііё  Лез  аппиііёз,  ассотраупё 
йе  [I  ІаЫез,  1781  г.  Вскорѣ  послѣ  того,  Дюеильяръ  [№  60]  напечаталъ  весьма 
примѣчательную  кнпгу  объ  Финансовыхъ  оборотахъ  разнаго  рода:  ПесНегсІіез  зиг  Іез  геп- 
Іез,  Іез  етргипіз,  Іез  гетЬоигзетепІз,  еіс.,  1787  г.  Около  того  же  врсмепп,  пмеппо  въ 
1783  году,  Ирисъ,  въ  Англіи,  падалъ  своп  труды,  заслужившіе  общее  вппманіе,  объ  раз¬ 
ныхъ  предметахъ  Политической  Арпометпки. 
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Изложимъ  теперь,  въ  самыхъ  краткихъ  чертахъ,  важнѣйшія  приращенія,  полученныя 
Исчисленіемъ  Вѣроятностей  въ  теченіи  XVIII  столѣтія. 

Даніилъ  Бернулли,  сыпъ  Ивана  Бернулли,  обогатившій  свопмп  открытіями  Высшую 
Геометрію  и  Механику,  первый  предложилъ  различіе  между  ожпдапіемъ  математическимъ 
и  правствспнымъ,  и  ввелъ  мѣру  втораго,  донынѣ  употребляемую  (ГЛАВА  IV).  Почти  въ 
одпо  время  съ  нимъ,  знаменитый  Французскій  Естествоиспытатель  Бюффопъ ,  въ  своемъ 
Еззаі  й' Агіііипёііцие  тогаіе ,  изложилъ  собственныя  мысли  объ  этомъ  самомъ  предметѣ 
[№  42].  Читатели  найдутъ  въ  упоминаемой  книгѣ*)  письмо  Даніила  Бернулли  къ  Бюф- 
Фопу,  отъ  19  Марта  1762  года;  опо  свидѣтельствуетъ,  что  Бсрпуллп  находилъ  совершенно 
осповательпымъ  взглядъ  Бюффопя  на  нравственную  вѣроятность,  хотя  п  не  вполпѣ  согла¬ 
шался  съ  ппмъ  въ  опрсдѣіеніп  ея  мѣры.  Въ  той  же  книгѣ  помѣщены  математическія 
рѣиіепія  нѣсколькихъ  задачъ  изъ  Анализа  Вѣроятностей,  и  приложеніе  этой  теоріи  къ 
вопросамъ  о  жпзип  человѣческой,  о  рожденіяхъ,  бракахъ,  таблицахъ  смертности  и  проч. 
Возвратимся  къ  трудамъ  Дапіпла  Бсрпуллп.  Ему  же  Апалпзъ  Вѣроятностей  обязанъ  ори¬ 
гинальною  мыслію,  столь  плодовптою  по  своимъ  примѣненіямъ,  объ  разсматриваніи  вѣроят¬ 
ностей  событій  а  розіегіогі,  то  есть  па  основаніи  наблюденныхъ  явленій  (ГЛАВА  VII). 
Формулы  по  этому  предмету  предложепы  впослѣдствіи  Бэііесо.иъ  (Вауе$)  и  Ирисомъ 
(Ргісс)  въ  Рійіозорііісаі  Тгапзасііопз  за  1764  и  1765  годы,  а  послѣ  того  Лапласомъ 
которьпі  придалъ  имъ  надлежащую  всеобщность.  Дапіп.іъ  Бсрпуллп  прпложп.гь  также 
Исчисленіе  Вѣроятностей  къ  вопросу  о  предохранительномъ  оспопрививаніи**)  [14°  64], 
чтб  подало  поводъ  къ  прспію,  довольно  жаркому,  между  ппмъ  и  Д‘ ЛммСсртомъ ;  возра¬ 
женія  послѣдняго  напечатаны  въ  его  Орчзсиіез  таіііётаііуиез  (Томы  II  и  IV),  а  равпо 
въ  его  же  Мёіапдез  йе  рііііозорійе  (Томъ  V).  Другіе  труды  Д'Аламбсрта  по  Теоріи 
Вѣроятностей  находятся  въ  отдѣльныхъ  его  сочиненіяхъ,  и,  отчасти,  въ  Епсусіорёйіе  тё- 
іііойщис  (МаіЬсшаЦисз).  Въ  этомъ  же  превосходномъ  твореніи  помѣщены  отдѣльныя 
статьи  Копдорсета,  относящіяся  къ  Анализу  Вѣроятностей;  главную  изъ  нихъ  по  объёму 
и  содержанію  своему  читатели  найдутъ  подъ  словомъ:  РгоЬаЫШё.  Другія  изслѣдованія 
Копдорсета  по  этой  наукѣ  напечатаны  въ  Запискахъ  Парижской  Академіи  за  1781,  1782 
и  1783  годы.  Самый  же  примѣчательный  трудъ  его  есть  пространный  Трактатъ  объ 
рѣшеніяхъ  по  большинству  голосовъ.  Сочинеиіе,  о  которомъ  говоримъ,  издано  въ  1785 
году  подъ  заглавіемъ:  Еззаі  зиг  Ѵарріісаііоп  йе  САпаІузе  а  Іа  ргоЫіЫІііё  йез  йёсізіопз 

•*)  зістоігсі  Не  І'АсаЛстіс  Ли  бсіслк»,  1700  г. 
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гепЛиез  а  Іа  ріигаіііе'  Лез  ѵоіх.  Въ  Главѣ  XI  пашен  книги  мы  имѣла  случаи  ссылаться 
на  иѣкоторыл  мѣста  этого  труда  Копдорсста. 

Эйлеръ,  обогатившія  почти  всѣ  отрасли  чистой  п  прикладной  Математики,  занимался 
также  изслѣдованіями  по  разпымъ  частямъ  Теоріи  Вѣроятностей.  Его  мемуары  по  этому 
предмету  довольно  многочисленны.  На  иѣкоторые  труды  его  мы  указали  въ  №№  36, 
65,  72.  Кромѣ  напечатанныхъ  его  изслѣдованій,  есть  еще  и  неизданныя  рукописи,  имспно: 
Ѵега  Жзіітаііо  зогііз  іп  ІмЛіз  и  Пе/Іехіопз  зиг  ипе  езрёсе  зіпдиііёге  Ле  Іоіегіе,  поттёе 
Ьоіегіс  Сепоізе.  Любопытна  также,  нигдѣ  еще  ненапечатанныя,  переписка  его  съ  Прус¬ 
скимъ  Королемъ  Фридрихомъ  И  по  предмету  особаго  рода  лотерей*)/  Но  главпая  его 
заслуга  состояла  въ  усовершенствованіи  Иитегралышго  Исчисленіи,  въ  высшей  степени 
способствовавшаго  быстрымъ  успѣхамъ  Аналпза  Вѣроятностей. 

Лагранжъ  предложилъ  простой  п  удобный  способъ  для  интегрированія  уравнепій  въ 
частныхъ  конечныхъ  разностяхъ,  и  показалъ  примѣненія  его  къ  рѣшенію  трудныхъ  и 
вмѣстѣ  любонмтиыхъ  вопросовъ  Исчисленіи  Вѣроятностей.  Объ  этомъ  важномъ  предмѣтѣ 
говорсно  у  насъ  съ  подробностію  въ  ГЛАВѢ  III  п  въ  ПРИМѢЧАНІИ  VII.  Въ  №і\'°  78 
п  79  мы  упомянули  также  о  другомъ  трудѣ  Лагранжа,  относящемся  къ  опредѣленію  иаи- 
выгоднѣйшпхъ  результатовъ  паблюденій. 

Укажемъ  также  на  одшіъ  трудъ  Лакроа ,  относящійся  къ  Теоріи  Вѣроятностей.  Въ 
1781  году  Парижская  Академія  Наукъ  предложила  задачу  объ  застрахованіпхъ  отъ 
морскихъ  опасностей.  Не  получая  удовлетворительныхъ  рѣшепій,  она  возобновляла  два 
раза  конкурсъ,  и  уже  въ  третій  разъ  получила  восемь  отвѣтныхъ  сочиненій,  изъ  которыхъ 
два,  одію  Лакроа,  а  другое  Бикіиіеп  (ВісдиіІІеу),  признаны,  вмѣстѣ,  достойными  половпп- 
ноіі  награды.  Изъ  6000  Франковъ,  составлявшихъ  полную  премію,  половшія  суммы  была 
раздѣлена  между  двумя  авторами:  Лакроа  получилъ  1800,  а  Сшшлей  1200  Франковъ. 
Кромѣ  этого,  Лакроа  издалъ  весьма  удовлетворительное  сочиненіе:  Тгаііё  ёіе'тепіаіге  Ли 
Саісиі  Лез  РгоЬаЫІііёз ,  имѣвшее  уа;е  во  Франціи  три  изданія.  Бпкилеіі  издалъ  также 
книгу  объ  той  же  наукѣ  подъ  заглавіемъ:  Пи  Саісиі  Лез  РгоЬаЫІііез,  1783  года. 

Мы  не  будемъ  останавливаться  иа  трудахъ  Лежандра  и  Гаусса,  имѣющихъ  предме¬ 
томъ  опредѣленіе  наивѣролтнѣіішихъ  результатовъ  наблюденій.  Объ  этомъ  говорсно  у 
насъ  въ  Главѣ  X  [ГР  92].  Въ  той  же  Главѣ  приведены  и  другія  историческія  подроб- 
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пости  о  наивыгоднѣіііисмъ  совокупленіи  условныхъ  уравнепій,  и,  между  прочимъ,  о  способѣ 
Англійскаго  математика  Котеса  (въ  концѣ  N°  85). 

Но  ни  кому  аналитическая  Теорія  Вѣроятностей  не  обязана  столько,  какъ  Лапласу. 
Въ  нашей  книгѣ  мы  такъ  часто  имѣли  случай  говорить  объ  его  трудахъ,  что  считаемъ 
достаточнымъ  предложить  здѣсь,  въ  самыхъ  краткихъ  чертахъ,  главныя  заслуги  этого 
великаго  геометра. 

Сверхъ  многихъ  Мемуаровъ,  напечатанныхъ  Лапласомъ  въ  Академическихъ  Запискахъ 
объ  аналитической  Теоріи  Вѣроятностей,  онъ  издалъ  въ  первый  разъ  въ  1812  году*) 
геиіалыюс  твореніе  объ  этомъ  предметѣ,  обнимающее  полную  его  теорію  и  всѣ  главныя 
его  приложенія.  Ни  въ  одномъ  изъ  другихъ  сочиненій  Лапласа  не  проявляется  въ  такой 
силѣ  глубокій  умъ,  топкость  взглядовъ  п  могущество  математическаго  аналпза  какъ  въ 
ТІіе'огіе  апаіуііцие  Лез  РгоЬаЫІііёз.  Изящностію  и  общностію  способовъ  при  рѣшеніи 
труднѣйшихъ  вопросовъ  изъ  аиалпза  случайностей,  Лапласъ  возвелъ  эту  теорію  на  высокую 
степень  совершенства.  Изъ  замѣчательнѣйшихъ  изслѣдованій  его,  наиболѣе  обогашившихъ 
ученіе  о  вѣроятностяхъ,  можно  преимущественно  указать  на  теорію  производящихъ  функ¬ 
цій  ( іЬёогіе  Лез  / опсііопз  дёпе'гаігісез) ,  служащую  для  иитегрпровапія  уравненій  въ  част¬ 
ныхъ  разностяхъ,  такъ  часто  встрѣчающихся  въ  вопросахъ  этого  рода.  Вычисленіе  по 
приближенію  разпыхъ  интегральныхъ  Формулъ,  заключающихъ  въ  себѣ  большія  чпела; 
частные  случаи  подобныхъ  Формулъ  встрѣчались  и  прежде,  какъ  напримѣръ  Стирлинюво 

приближенное  выраженіе  для  произведенія  1.2.3 _ п  [№  21],  котораго  точная  величина 

изображается  опредѣленнымъ  интеграломъ  ^  е~хх"Лх.  Общія  Формулы  для  вѣроятностей 
а  розіегіогі  по  сдѣланнымъ  уже  наблюденіямъ  (ГЛАВА  VII) ,  п  вычисленіе  вѣроятностей 
будущихъ  событій  при  перавповозиожныхъ  статочпостяхъ,  принимаемыхъ  за  равновозмож- 
ныя  (ГЛАВА  V).  Различныя  приложепія  Исчисленія  Вѣроятностей  къ  явленіямъ,  наблю¬ 
даемымъ  въ  со.шсчной  системѣ;  такъ,  напримѣръ,  опредѣленіе  вѣроятности  существованія 
первоначальной  причины ,  побудившей  всѣ  планеты  п  пхъ  спутппковъ  вращаться  около 
свопхъ  осей,  п  двигаться  по  орбитамъ  отъ  запада  къ  востоку,  то  есть  въ  одну  сторону 
съ  вращательнымъ  движеніемъ  солпца,  п  почти  въ  одной  плоскости  съ  его  экваторомъ. 
Теорія  напвыгоднѣйшпхъ  результатовъ  наблюденій  (ГЛАВА  X),  столь  важиая  по  своимъ 
приложеніямъ  къ  паукамъ  наблюдательнымъ ,  обязаиа  Лапласу  нынѣшнимъ  своимъ  совер¬ 
шенствомъ.  Онъ  же  указалъ  п  развилъ  ея  приложенія  къ  геодезическимъ  дѣйствіямъ. 
Наконецъ,  въ  отдѣльномъ  его  сочиненіи:  Еззаі  ркіІозорШдие  зиг  Іез  РгоЬаЫІііёз,  нахо- 

*)  Второе  иэдаоіе  Шопе  апаіуіщис  Лы  РгоЬаЫПііг  иапечатаио  въ  1814,  а  третье,  въ  1820  году. 
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діімъ  по.шыіі  сводъ  п  изложеніе  остинъ  пзъ  теоріи  и  при.іожснііі  аиа.шза  вѣроятностей, 
безъ  пособія  Формулъ  п  вычисленіи. 

Вотъ  бѣглый  перечень  важнѣйшихъ  трудовъ  Лапласа  въ  Анализѣ  Вѣроятностей.  Изъ 
сказаннаго  здѣсь  можно  заключить,  что  эта  теорія,  получавшая  свое  начало  во  Фрапціп, 
въ  рукахъ  Паскаля  п  Фермата,  одолжена  п  быстрымъ  своимъ  усовершенствованіемъ  также 
Французскому  геометру. 

І20.  Къ  нашему  столѣтію,  кромѣ  главныхъ  трудовъ  Лапласа,  а  также  Гаусса  и  Ле- 
жаидра,  о  которыхъ  мы  сей-часъ  говорило,  относятся  различныя  изслѣдованія  многихъ 
астрономовъ  и  математиковъ.  Бессмь,  Плача,  Энке,  Струве,  Поассонъ,  Аинденау,  Бо- 
нечберіеръ  и  другіе  занимались  вопросомъ  объ  напвыгодиѣйіипхъ  результатахъ  наблюденій 
въ  теоретическомъ  и  практическомъ  отиошоиіи  (№Л'°  89,  91,  92,  95).  Кромѣ  труда, 
на  который  указано  въ  №  91,  Поассоиъ  издалъ  нѣсколько  другпхъ  Мемуаровъ  объ  Нс—' 
численіи  Вѣроятностей,  и  между  прочимъ:  Мётоіге  яиг  Іа  ргоЬаЫШё  Ли  Иг  а  Іа  сіЫе*).- 
Въ  этомъ  любопытномъ  трудѣ ,  Поассонъ  излагаетъ  математическую  теорію  вѣроятности 
цѣіьноіі  стрѣльбы ,  и  извлекаетъ  пзъ  полученныхъ  имъ  Формулъ  правила  для  сравненія 
какъ  мѣткостп  огнестрѣльныхъ  оружій,  такъ  п  относительнаго  искусства  стрѣлковъ. 
Опыты,  произведенные  Французскими  артиллеристами  вполнѣ  оправдали  теорію,  и  доказали 
практическую  пользу  выведенныхъ  Формулъ.  Главиая  я;е  заслуга,  оказанная  Поассоиомъ 
этой  иаукѣ,  состоитъ  въ  пздаииомъ  имъ  отдѣіыюмъ  Трактатѣ  объ  математической  теоріи 
Судопроизводства  подъ  заглавіемъ:  Песііегсііея  яиг  Іа  ргоЬаЫШё  Лея  іидетепія  еп  таііеге 
сгітінсііе  еі  еп  таііеге  сіѵііе,  1837  года.  Это  сочиненіе  раздѣлено  па  пять  главъ; 
первыя  четыре  посвяшепы  изложенію  общихъ  началъ  Исчисленія  Вѣроятностей  и  наиупо- 
трсбительнѣйшпхъ  его  приложеній,  а  послѣдняя  исключительно  аналитической  теоріи  Су¬ 
допроизводства.  Въ  этой  же  книгѣ  Поассонъ  распространилъ  теорему  Якова  Бернулли  иа 
случай  измѣняющихся  статочиостей ,  п  назвалъ  общее  предложеніе  закономъ  большихъ 
чиселъ.  Объ  немъ  упомянуто  у  иасъ  въ  выиоскѣ  на  страиицѣ  35. 

Кромѣ  поименованныхъ  математиковъ,  занимавшихся  въ  послѣдніе  годы  теоріею  вѣроят¬ 
ностей,  можно  указать  еще  на  многихъ,  писавшихъ  объ  этомъ  предметѣ,  въ  томъ  числѣ: 
Амперъ,  Фурье,  Пюиссачъ,  Гачзечъ,  Кетле,  Литтрооъ,  Мозеръ  и  другіе. 

*)  Мстогші  ,ІС  Г .ІгііІІсгіс,  Р.гіч,  1837,  п°  IV.  Брюссельское  пэмніе  этого  сборника  статей  по  артил¬ 
лерійское  искусству,  напечатано  въ  1830  голу.  Въ  III  того  же  нэланія  повШева  также  статья 
Поассоно.  НОЛЪ  заглавіемъ.  Ропшіи  Лс  ргеЬаЫШі  піаііѵсі  аи  гёпМаІ  тиуи,  Ли  оЬіегѵаІіот,  ,/иі  рстѵспі 
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Изложивъ  въ  послѣдовательныхъ  Главахъ  математическія  начала,  главныя  приложенія  и 
краткое  обозрѣніе  успѣховъ  теоріи  вѣроятностей,  мы  заключимъ  нашу  книгу  словами 
Лапласа*)  относительно  важиости  значенія  этой  науки  въ  ряду  человѣческихъ  знаній: 
«Изъ  всего  сказаннаго  видно,  что  Теорія  Вѣроятностей,  собственно  говоря,  есть  только 
переложеніе  здраваго,  смысла  па  аналитическія  Формулы:  она  доставляетъ  средства  для 
точной  оцѣнки  того  чтб  постигаетъ  умъ  вѣрный,  хотя  часто  безсознательно.  Еслп  возь¬ 
мемъ  въ  соображеніе  съ  одпой  сторопы  всѣ  аналитическіе  способы,  которые  произвела 
эта  теорія,  истину  началъ,  служащихъ  ей  основаніемъ,  тонкость  п  остроуміе  выводимыхъ 
пзъ  ппхъ  логическихъ  заключеній  при  рѣшеніи  разнообразныхъ  задачъ,  а  съ  другой,  обще¬ 
полезныя  учрежденія,  упрочепныя  па  наукѣ  о  вѣроятностяхъ,  настоящее  ея  развитіе  и  тй, 
которое  опа  безъ  сомпѣнія  получитъ  еще  впослѣдствіи  въ  примѣненіи  своемъ  къ  важнѣй¬ 
шимъ  вопросамъ  Естественной  Философіи  и  къ  знаніямъ  политическимъ;  паконецъ,  еслп 
примемъ  во  вниманіе,  что  даже  въ  предметахъ,  пе  подлежащихъ  исчисленію ,  опа  приво¬ 
дитъ  къ  взглядамъ ,  наиболѣе  надёжнымъ  для  открытія  пстппы ,  научаетъ  насъ  предохра¬ 
нять  себя  отъ  заблужденій  ума,  то  въ  правѣ  будемъ  заключить,  что  пѣтъ  наукп  болѣе  ея 
достойной  нашихъ  размышленій,  п  которую  полезнѣе  было  бы  ввести  въ  систему  зпапій, 
составляющихъ  предметъ  общественнаго  образованія.» 


КОМЕНЪ. 


ПРИМѢЧАНІЯ 

къ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


ПРИМѢЧАНІЯ 

КЪ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  ТЕОРІИ 

ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


Пусть  будетъ  г  —  і[х)  и  Лх  —  Н  конечное  прпращспіе  перемѣнной  независимой  х. 
Въ  слѣдствіе  Тейлоровой  теоремы  имѣемъ 

откуда,  взявъ  интегралъ  въ  конечныхъ  разностяхъ,  подучимъ 

Есдв  положимъ  -  =  г,  а  сдѣдоватедьпо  г^і^уфс,  то  пре,дъпдущая  Формула  приметъ  видъ: 

/)*=*Ч+Й^+,532Й+...., 

^=т ■  (Д) 

Займемся  теперь  освобожденіемъ  второй  части  уравненія  (Л)  отъ  злаковъ  17.  Для 
достиженія  этой  цѣли,  достаточно  прииять  въ  соображеніе  тожество 

въ  справедливости  котораго  удостовѣряемся  весьма  простымъ  образомъ.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
пусть  іу  =  Р(х);  найдемъ  сперва 
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ь  другой  же  стороны, 


=  Г  =  Ч«+Ч— Е(*),. 

4=Г(<И*ЬГ'(Ч=^Г'(«), 


г®  =.&»>)  =  г>>, 

п  слѣдовательно,  сообразно  съ  сказаннымъ  выше, 
і/Ес  ѵ’Ф' 

ГІХ  “  СІХ 

Въ  слѣдствіе  этого  равенства  дифференцированіе  интеграла  въ  коисшыхъ  разностяхъ  прп- 
водптся  къ  диФФерсицпрованію  подъ  знакомъ  і1. 

Составовъ  на  такомъ  основаніи  производныя  различныхъ  порядковъ  для  уравненія  (А), 

„ _ А  у-«*Ѵ •  ** '  _  \ 

(/г  «&  А  '  1 .2  1.2.3  <іг’  I 


ф _ А  ^<І3х 


_ "  Ѵ“- _ ,  .  _ 

А  сіе  1.2  <іга  1.2.3^"  <іг4 

ѵ*Ѵ' _ 51  ѵЛ. 

“«/.г4  1.2.3“"  </х‘ 


(*) 


Сезкоиечиьш  рядъ  этихъ  уравпеиііі  послужитъ  для  послѣдовательнаго  пск.іючеиія  интеграловъ 


‘‘а?' 


изъ  Формулы  (А).  Нс  останавливаясь  на  самомъ  производствѣ  этихъ  дѣйствій,  достаточно 
замѣтить,  что  результатъ  подобныхъ  послѣдовательныхъ  исключеній  приведетъ  величину 
—У  къ  виду 

Г,-  =  І/лЬ+Лх+Л,  ^.А+Л.д^-Ь'+Л,  0-АМ-. ....  (с) 

гдѣ  Аі ,  Ая,  Аа,  //,....  изображаютъ  чпе-іенпые  коэффиціенты.  Прямой  способъ  для 

опредѣленія  неизвѣстныхъ  Аі ,  ,  Аъ ,  Л4 _ _  какъ  замѣчено  выше ,  состоитъ  въ 

непосредственномъ  исключеніи  интеграловъ  —  і1^»***  изъ  Формулы  (^)  помощію 

уравненій  (В).  Но  такъ  какъ  послѣдовательныя  подстановлепія ,  необходимыя  при  этомъ, 
поведутъ  къ  вычисленіямъ  довольно  сбивчивымъ  и  продолжительнымъ,  то  выгоднѣе  будетъ 
употребить  слѣдующій,  простѣйшій  пріёмъ:  положимъ  въ  частности  у~еѵ\  по  прпчппѣ 
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=  «*+*-«•  =  е*(<А-1), 

Ѵ’  Т’х  е* 

—  ззі- 

Съ  другой  стороны  имѣемъ 

/«'<&  -  е»,  ~=ІГ) 

внесемъ  эти  величины  въ  уравненіе  (С);  раздѣловъ  потомъ  па  ех,  и  умноживъ  па  к, 
получимъ 

—  І-^-А^і-^А^і'-^-А^-^-А^і*-^ . 

II  такъ,  для  опредѣленія  пепзвѣстпыхъ  чпеленпыхъ  коэффиціентовъ  А.,  А  ,  А.,  А...... 

А 

стоитъ  только  разложить  Функцію  въ  безконечный  рядъ  по  цѣлымъ  возрастающимъ 
степенямъ  величины  к.  Замѣтивъ  же.  что 

**  =  І  +  ,‘+гц+ГІ^  +  ГІ»+ . 

КГі  =  (‘+П+іТл+ТГ5:* .+■•■■)  ’’ 

и  слѣдовательно 

6+Г!  +  ГП  +  гйг,  +-•)”'=  1+Л.А+-Л.АМ-Л.А-+Л.АН-. . . . 

•  Взявъ  логарпомъ  этого  уравненія,  а  потомъ  первую  пропзводиую  относительно  к,  получимъ 

_  ^Та^I^^~з  +  іX^  +  Гта  +  •••  _  4,+2А,МА,Н'+и,\і'+. ,  ■ 

I  -Ь  -Г2  +  ПГз  +  і  * з  л  -I - —  1+А1к-\-А1к2-\-Аікі-\-. . .  5 

откуда 

-  (о + гі + пп + ггаз+" ■)('  +л,*+л,а,+л1ач-  .  ■  ■) 

=  (' + 175+  ІЖ5  +  гйт  +■  •  •Х'4і+2Л,М-ЗЛ,А*+*Л.Аі+.  . . 

Сравненіе  коэффиціентовъ  при  одпиакпхъ  степеняхъ  количества  к  доставитъ  рядъ  уравпепій: 


-ТлА--Ь=2/і*+ТлА> 

— Тг4‘—  ТлА‘~  гЬ  =  34,+  іТа4‘+Г53  А< 

— х~гл,— Д5.1,— т4^л,— г^з  =  4Л.+т^'3Л+г^'2^-+пгзі4 
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пзъ  которыхъ  выведемъ 

-<.=-4-  Л=0,  Л=-~’  -<.=0.  л.=+ав 

п  слѣдовательно,  въ  силу  уравненія  ((7}, 

*  =  ■І/гЛс-4уЧ-1.|.Л-^§.Ѵ+  •  •  • 


хул  —  уУс/х— і-у*.Л+ 


[•Л*— . . . . 


(») 


гг/. 

чтб  и  имѣли. въ  воду  доказать.  Эта  Формула,  выведенная  Эйлеромъ,  очень  полезна  по 
многочисленнымъ  свопмъ  приложеніямъ. 

Если  положимъ,  что  Л  чрезвычайно  малъ  въ  сравненіи  съ  ®,  то  во  второй  части 
уравненія  (О)  можно  будетъ,  безъ  ощутительной  погрѣшности,  откинуть  всѣ  члены,  слѣ¬ 
дующіе  за  первымъ,  и  тогда  останется  просто 


ХуЛ  —  уУ«Л г. 


■  означаетъ  послѣдовательно 


Такъ  напримѣръ,  еелнбъ  имѣли  у~х"',  и  допустили, 
всѣ  члены  ряда 

I,  2,  3,  4....  до  я, 

разумѣя  подъ  я  чрезвычайно  большое  цѣлое  число ,  то  приращеніе  гіх  ~Н~  1  было  бы 
весьма  мало  въ  сравненіи  съ  х.  Поэтому  получили  бы  очень  приблизительно 

Съ  другой  же  стороны,  такъ  какъ 

—  Г+2“+3»+.  ,+в”  =  |ю+»", 

то  в  найдется 

Ію  =  ^+«". 

По  протай  заачпте-іыюстп  ,пса  п,  «шъ  »"  «ожегъ  бы»  отгапуть  прея, 
дѣйствительно,  отношеніе  т 


л+* 

когда  предполагаемъ  т  песравпенпо  меньшимъ  я,  будетъ  чрезвычайно  к 
лучимъ  просто 


сообразно  съ  допущеннымъ  въ  ІЧЭ  83  (ГЛАВА  X). 
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Совершенно  па  томъ  же  основаніи,  и  при  такихъ  же  условіяхъ,  можно  перейти  отъ 
двойваго  плп  вообще  кратнаго  интеграла  въ  конечныхъ  разностяхъ  къ  двойному  пли  къ 
кратному  обыкновенному  интегралу,  какъ  напримѣръ  въ  №  58  (ГЛАВА  VII). 

Когда  приращеніе  перемѣнной  х  равно  единицѣ,  плп  Л  =  I ,  то  Формула  (О)  прини¬ 
маетъ  видъ 

^  =  !^-тг+к-Ѣ-шѢ+^Ѣ--  (*) 


Положимъ  еще,  что  пптегралъ  Ху  долженъ  быть  распространенъ  па  всѣ  цѣлыя  поло¬ 
жительныя  значенія  перемѣнной  отъ  х~0  до  х~1.  Въ  такомъ  случаѣ,  взявъ  обѣ  часто 
уравненія  (Е)  между  означенными  предѣлами,  получимъ  Формулу 


?‘у = (*) 


въ  которой  у,,  •  •  •  •  означаютъ  результаты  подстаповлспія  I  па  мѣсто  х  въ  Функ¬ 
цію  у  п  въ  производныя  ея  а  ув,  ^  значенія  этпхъ  самыхъ 

функцій  ДЛЯ  X  —  0. 


Окончимъ  замѣчаніемъ,  что  численные  коэффиціенты 
1  1  I  I 

*’  12  *  720  ’  30240 . ’ 

входящіе  въ  Эйлерову  Формулу,  связаны  весьма  простою  зависимостію  съ  Берпулліевы.ии 
числами.  Это  наименованіе,  какъ  пзвѣстпо,  присвоено  численнымъ  коэффиціентамъ  прп 
первой  степени  перемѣнной  х  въ  разложеніи  интеграловъ  X®1,  X®*,  X®*. ...  п  вообще 
Хіс*™,  принимая  эти  коэффиціенты  всегда  съ  положительнымъ .  знакомъ.  Если  означимъ 
по  порядку  чрезъ 


В,,  Я, ,  Ві  я, . вг^_, 

первое,  второе,  третье ....  /и-ое  Бернулліево  число,  то  принявъ  въ  Формулѣ  (С)  у  —  х1"', 
получимъ 

Х®*т  =  (^*‘л  -+-Л1®,т-|-2тЛ1®*т  ‘.А+2т(2т— А* 

4- ....  +2 . 3  Л ... .  (2 т)А1тх .  Л*'”-1. 


Слѣдовательно 


В ,1Ж_1'  =  2.3Л.  . . . (2м) . Агт  , 


откуда 
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В ,  =  2  .Ах 
Ва  —  2.3  .А, 

В%  =  2. 3.4. Л, 

В ,  =  2. 3.4. 5.//, 

ііаб-подая,  какъ  сказано  выше,  что  всѣ  чпсла  ВПП  < 

а  "  1  *’!  ’  “і - должны  быть  прпппиаемы 

съ  положительными  знаками. 

Оссьма  легко  увѣриться,  что  въ  разложеніи 

ел—  1  =  *  д-  Л+^Л^+дГ вЛ*+/^4А*+.^А*+ . . .  . 

всѣ  численные  коэч-ьпціенты  Аа  ,  Л,  + - ,  печётпаго  порядка,  равпы  пулю.  Для 

этого  достаточно  показать,  что  Функція 

.++тЛ 

есть  чётная.  Написавъ  её  въ  видѣ 

*  .  _  і .  #Н-е-!Й 

Э_,  +  8  —  2  Л-^р— 

»ы  фшо  усматривает.,  „о  ом  удовает.оряетт  «шага»,  усдсію,  обо  оба  ея  тошт„ 

сіЛ.  .-і»  |Д 

еК-е-і* 

ПС  перемѣняютъ  „и  значенія  своего,  ни  знака,  съ  измѣненіемъ  знака  передъ  количественъ  Л.  ' 
ъ  лаьлючсше  приводимъ  здѣсь  первыя  10  Берпулліевыгь  чиселъ,  которыя  могутъ 
послужить  для  продолженія  ряда  (2)): 

— .  —г  -1.  *  *  «И  ^  3017  43807  174011 

о  30  42  30  00  -  2730’  о"’  «ІО*  -Щ~>  ~Щ-  ■ 
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ПРИМѢЧАНІЕ  II. 

§  1.  Возьмемъ  пзвѣстпую  тригонометрическую  Формулу 


8іп./<®  =  //8іп.г—  2у^~?8іп.*®+ 


і  п0-*-і)(п»-з»: 


8іп.*а 


М 

імѣтпмъ, 


1 .2.3.4. 0.0.7 -  8ІП-М--  • 

которая  оканчивается  па  члепѣ,  заключающемъ  8іпЛв,  когда  и  изображаетъ  ч 
положптельиое,  и ,  сверхъ  того,  иечётное.  Для  доказательства  этой  Формулы 
что  8іп.//®  есть  Функція  иечётпая,  почему  можно  принять 

8іп.и*  =  //,8іп.®+//48іп.*®+Л48іп.*®+.  .  .-\-А/1§іа.,'х;  ^В^ 

что  касается  до  коэффиціентовъ  А1 ,  Аа,  А%. . .  .А)ІУ  то  опп  опредѣляются  весьма  про¬ 
стымъ  образомъ  посредствомъ  двукратнаго  дифференцированія.  Первое  дпФФсрспцнрованіе 
доставитъ 

цСоз./іх  —  (Л,+3/^а8іп.*®+5/^і8іп,4®+. .  .-\-/лА/18іп.,І~' '®^Сов.®,  ^ 

а  второе 

— /г*8іп./гх  =  (2.3  ^,8іпл-И-5.^,8іп.*в4-. .  .-|-(/г— І)іи^в8іп.''-*ш)Со8.в® 

—  (Л1+ЗдГІ8іп.*®+5.^$ .  8іп.4®+ . . .  +/ь/#/,8іп/,— '®)8іп.®. 


Замѣнивъ  Со®.*®  разностію  1—  8іп.*®,  получимъ: 

/и*8т./л®  =  Аг  I  8іп.®— (—  3 А,  I  8іп.*®+  5+  I  8іп.‘®+. .  .-\-цА 

— 2-3^»  +2.3  Аа  +4  ■Ъ.Аі  4 -((«• — \)цАц 

I  -4.5 ,А%  |  —ал. А,  | 

Сравнивая  почленно  это  уравненіе  съ  Формулою  (В),  умноженною  на  ц%,  найдемъ  равенства 
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АХ—Ч.Ъ.АІ  —  ц'Аі 
3^/д— 1-2 . 3 .  Аг — 4  .Ъ.А%  —  цгАл 
ЪАь+Ь.Ъ.Аь—ЬЛ.А,  —  /ігА% 


Для  опредѣленія  перваго  коэффиціента  Аі  стоитъ  только  положатъ  ж  —  О  въ  уравненіи 
(С),  и  тогда  пайдется  Аі  ~  /л.  Слѣдовательно 
Аі  —  ц 
А-  —  & -И 

*  —  1.2.3 

^  _  ,  м(-.*-1Хм*-з*) 

*'  —  +  _ 1.2  3.4.3 
А  —  м(мд-і)(м*-5’)Ся*-8») 

А'  —  1-2-3. 4-8. в. 7 


^  _  (-  іу'  м(мд-1)(мд-3*).  ■  ■  .[^-(М-2)Ч 

Внося  эти  величины  въ  ( В )  полутомъ  Формулу  (А). 

Замѣтимъ  ыпмоходомъ ,  что  послѣдній  каэФФпціептъ  Ам  значительно  сокращается ; 
дѣйствительно,  если  папшпемъ  послѣдніе  множите. іп  числителя  въ  индѣ 
/*’— (и— 2)\=  2.  (2/4— 2) 

(/<— *)*  =  4.  (2/4 — 4-) 

/4*— ОМ— 6/  —  6.  (2/4— 6) 


іе.шчппу  Ац  можно  будетъ  представпть  слѣдующимъ  образомъ: 

Л  —  ( _ І/1~Л  2^~°  М+1  М-1  О  4^ 

М  Ѵ  >  М-1  /.-2  ц—Ъ  і(М+1)"{(м— 1)*'*  3  ’  2 

ікъ  каждый  изъ  а — 1  множителей  равенъ  2,  то  п  найдется 
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Обратимся  теперь  къ  уравненію  (В);  такъ  какъ  вторая  сГо  часть  изображаетъ  цѣлую 
алгебрпческую  Функцію  //-ой  степепп  въ  отношеніи  къ  количеству  8іп.ж,  то  можно  разло¬ 
жить  её  па  множители.  Для  этого  стоить  только  замѣтить,  что  8іп./гх  обращается  .въ 
пуль  л«я  слѣдующихъ  значеній  перемѣнпой  се: 

*  =  о,  Д, 

пли,  чтб  все  равно, 


не  теряя  притомъ  изъ  виду,  что  /4  изображаетъ  положительное  иечётпое  число.  Слѣдо¬ 
вательно,  вторая  часть  уравненія  (В)  будетъ  дѣлиться  безъ  остатка  на  каждый  изъ  слѣ¬ 
дующихъ  /4  простыхъ  миожптелей: 

Біц.х,  8іп.х — 8ін.-^>  8іп.х — 8іп.^-ѵ*8ш.се — 8іп.  ^~ц-- 

8іп.ж-(-5ііі.  >  8іп.®-|-8іп. ѵ -8іо.х-|-8іп.  > 

а  поэтому  п  на  произведеніе  пхъ 

8іп.а^8іп.*х — 8іп* ^^8іп.*® — 8іп.*^-->^8іи.*.т — 8іп.* 
вмѣсто  котораго  можно  взять 


откпдывая  покамѣстъ  постоянный  множитель. 

II  такъ,  первая  часть  уравненія  (В),  плп  8іп./4се,  будетъ  равняться  выраженію  (В), 
умноженному  па'  иѣкоторый  численный  коэффиціентъ,  который  опредѣіяется  непосред¬ 
ственно.  Дѣйствительно,  такъ  какъ  въ  Формулѣ- (В)  первая  степень  8іп.се  сонровоясдается 
множителемъ  Г,  п  между  тѣмъ  оиъ  долженъ  равняться  А1~/л,  то  п  заключаемъ,  что 
искомый  коэффиціентъ  есть  /4.  Слѣдовательно 


8іп.//х  —  /48іп.а 
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Положимъ  теперь  цх  —  у ,  разумѣя  подъ  у  какой  пп  есть  конечный  уголъ,  подъ  х 
безконечно  малую  велпчппу,  а  подъ  ц  безконечно  большое  число  цѣлое,  п  вмѣстѣ  съ  тѣмъ 
нечётное.  Въ  такомъ  предположеніи  сшіусы 

8іп.сс,  8іп.—  }  8іп.— >  8іп.— »•••• 

можно  будетъ  замѣнить  соотвѣтственно,  дугами 


=  —  >  то  Формула  (Е)  приметъ  окончательно  видъ: 

5ІП.Г  =  К'-ЙО-  йЮО-йХ1- &У- 
=<‘-іХ'+й('-^Х'+а‘-йХ*+й  ■ 

>  множителей  будетъ  безконечное. 


(О 


Если  въ  первой  из 
раздѣлимъ  на  второе, 


Формулъ  (Р)  замѣинмъ  у  дугою  2 
о  получимъ  равенство 


і  потомъ  первое  разложеніе 


5іп-Г  _  Г  !_ 


і  1— 


8іп.г 


употребленное  нами 
§  2.  Принявъ  і 


х  *-* 

въ  №  80. 

ь  уравненіи  (Е)  у——і  найдется 

і  _  »  і  з  г  н '  в  ]_  ]_  ъ 


(«) 


.  2.2. 4. 4.8. 8.8.8. ■ . . 
’  4.3. 3.8. 8.7. 7.0... . 


00 


Это  примѣчательное  выраженіе  для  четверти  окружности  принадлежитъ  Англійскому 
математику  Вальису.  Объ  немъ  упомянуто  въ  №  21  нашей  книги,  при  доказательствѣ 
Стирлшиовой  формулы. 


§.  3.  Формула  ( Р )  доставляетъ  также  простое  средство  / 
торыхъ  примѣчательныхъ  рядовъ.  Раздѣливъ  (Р)  на  у,  п  в 
риѳмъ,  получимъ: 


і  опредѣленія  суммы  вѣко¬ 
въ  потомъ  ІІеперовъ  лога* 
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ілв-Ст2)  =  іое-(‘— й+'^-О-  й>)+- 

—  — йС<+?+?+-) 

— ■И>('+к+^+"0 

-тЙ(‘+і+?+-) 


(0 


(0 


Съ  другой  же  стороны,  такъ  какъ 

8іо.г  =  )— т^і+гггп - , 

х0  будетъ  Функція  чётная,  почему’  и  можпо  положить 

Ч.(^)  =  1°К-(‘— т  +  1ЛЛ.І.»  ~  I  .«  Л-ЬИ-бТ?  +-) 

=  Ау'+Ву*-\-Су*-\- - 

Мы  начинаемъ  разложеніе  съ  у1  потому  что  постояннаго  члена  не  будетъ,  въ  чёмъ  удос¬ 
товѣряемся  непосредственно  наблюдая,  что  при  у  ~  0,  найдется  1о&-(-^)— Іо&.І  ~  0. 
Взявъ  производпыя  послѣдняго*  разложенія,  получимъ: 

_ ЗІ _ ^  +... 

- ****  ‘  2.5. 4^7 - -  _  2^у-4-іЕу»-4-6СуЧ-..., 

1  іТз-^-  1.2. 3.4. 3  1 .2.3. 4. 3. в. 7 

0-ій+гАо— •Х^+4®’-,+6^‘+' ■  ■)• 

Сравненіе  коэффиціентовъ  при  одпнакпхъ  степеняхъ  перемѣнной  у  доставитъ 

—  ±  —  2А 

+  гйз  =  ‘в-гЬ^ 

-  ітгда  =  6С~  гЬ-‘*+озт5-^ 


А  -  “о’і  о>  ®  —  "о  ’яп" 


2  30  1.2.3  4' 
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гдѣ  'шс.іешіыс  коэффиціси 


•  изображаютъ  послѣдовательныя  Бсрнуллісвы 


а  (ПРИМѢЧАНІЕ  I).  Если  внесемъ  найденныя  величины  для  А,  , 
*  (.7),  п  сравнимъ  потомъ  новую  Формулу  съ  (/),  то  получимъ: 

'+р+р+р  +  - =4-п  =  т  і 
’+Р  +  ^  +  рН =  ЙчзХ»:=Й  ( 

+  —  ^Гі.й.л.і.к.а  ~  тл  \ 


Объ  з 


.  безконечныхъ  рядахъ  упомянуто  у  і 


к  N°  80. 


М 
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ПРИМѢЧАНІЕ  ІП. 

§  1.  Когда,  вмѣсто  какой  либо  Функціи,  желаемъ  употребить  ея  разложеніе  въ  безко¬ 
нечный  рядъ,  то,  предварительно,  необходимо  рѣшить,  будетъ  ли  строка  сходящеюся  пли 
расходящеюся.  Положимъ,  что  даипую  Функцію  /( х )  разложили  въ  безконечный  рядъ 

- ,  (//) 

въ  которомъ  ип  изображаетъ  общііі  членъ,  составленный  пзвѣстпымъ  образомъ  изъ  пере¬ 
мѣнной  х  и  указателя  мѣста  п.  Рядъ  (А)  принимаетъ  названіе  сходящаюся  для  опредѣ¬ 
леннаго  зпачепія  х,  или  для  х,  заключающагося  между  пзвѣстпымп  предѣлами,  когда  еріма 

з„  =  и14-и,4-иі+-  •  •+“„ 

первыхъ  его  п  членовъ,  съ  пепрестапнымъ  возрастаніемъ  п,  будетъ  приближаться  къ  ко¬ 
нечной  ,  совершенно  опредѣіеппой  величинѣ ,  которую  въ  такомъ  случаѣ  п  называютъ 
суммою  ряда.  При  допущенномъ  условіи  рядъ  (А)  дѣйствительно  изобразитъ  разложеніе 
функціи  /(х),  и  съ  надёжностію  можетъ  быть  употреблепъ  вмѣсто  самой  Функціи. 

Напротивъ  того,  когда  сумма  зп,  съ  пепрестаііпымъ  увеличеніемъ  п,  пе  приближается 
ни  къ  какой  опредѣленной  величинѣ,  пли  возрастаетъ  неопредѣленно,  то  рядъ  (А)  будетъ 
расходящійся,  и  вообще  пе  можетъ  быть  принимаемъ  за  разложеніе  Функціи  У(х). 
Возьмемъ  для  примѣра  слѣдующія  двѣ  безконечныя  строки: 

*+«*+«■+.. («) 
т+т+г+---+?н -  (с) 

Для  строки  (В)  найдемъ 

і„  —  I".  •  -Ч-®"  —  ^  • 

Если  положимъ  сперва  х  >  0  п  <  1,  то  увидимъ,  что  изъ  двухъ  членовъ  разности 
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первый  остается  постояннымъ  прп  измѣненіи  п;  второй  же  папротпвъ  того,  прп 

возрастающихъ  величинахъ  п,  будетъ  непрестанно  уменьшаться,  п,  наконецъ,  по  причинѣ 
ап  произвольно  большаго,  сдѣлается  мепѣе  всякой  даппоіі  велпчппы.  Поэтому 
дробь  —  можно  прпппмать  за  настоящій  предѣлъ,  къ  которому  приближается  сумма  $„ 
по  мѣрѣ  увеличенія  л,  и  въ  слѣдствіе  этого,  при  допущенныхъ  условіяхъ ,  позволительно 
замѣнить  «упкцію  ея  разложеніемъ.  П  такъ 

^  ==  а+®Ч-^+- .+®я+ -  прп  | 

Напротивъ  того,  предполагая  аг>1,  дробь 

_*П+І  _  дП+1 

І-лг  —  х-1 

будетъ  псопредѣ-існпо  возрастать  съ  числомъ  членовъ  л,  п  сдѣлается  пакопецъ  болѣе 
всякой  данпой  велпчппы.  Въ  такомъ  случаѣ  безконечная  строка  (В)  окажется  расходя¬ 
щеюся,  п  пе  будетъ  пмѣть  суммы.  То  же  самое  можно  сказать  о  рядѣ  (В)  въ  случаѣ  х~і. 
Положивъ  въ  (В)  х~ — 1,  найдемъ  безконечный  рядъ 
— 1+1— 1+1— 1+...., 

сумма  котораго  остается  пеопредѣлеппою,  какъ  бы  далеко  не  продолжило  его.  Поэтому 
самому  приведенная  строка  принадлежитъ  также  къ  числу  расходящихся  рядовъ. 

Разсмотримъ  теперь  рядъ  (С).  Вопервыхъ,  послѣ  доказаннаго  сей-часъ  относительно 
ряда  (В),  можно  заключить,  что  п  (С)  будетъ  сходящимся  для  положительныхъ  значеній  х, 
меньшихъ  единицы;  это  прямо  слѣдуетъ  пзъ  того  что  прп  ®>0  п  <1,  члены  ряда 


будутъ  соотвѣтственно  меньше  членовъ  строки  (В),  начиная  уже  со  втораго  члена.  По 
причинѣ  же  «+®1+«*+. . .+®"+ - =  получимъ 

Т+Г+Г+"1  *  +  гН - 

Сверхъ  того,  такъ  какъ  сумма  (С),  при  допущеиномъ  условіи  относительно  х,  будетъ  по¬ 
ложительная,  то  п  заключаемъ,  что  безконечная  строка  (С)  приближается  къ  пѣкоторому 
опредѣленному  числу,  заключающемуся  между  предѣлами  0  п  Поэтому  рядъ  (С), 

для  ж>0  п  <1,  будетъ  сходящійся. 

Положивъ  въ  (С)  ®=1,  пайдется  безконечный  рядъ 

т+4‘+г+т+т+""’ 
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который,  какъ  легко  въ  томъ  увѣриться,  будетъ  расходящійся.  Дѣйствительно,  дадпмъ 


,+  5‘+('і'+т)+(т“,“Т  +7  +)+•••+ (р+і  +  уі+Н - +)+•••; 


такъ  пакъ  каждая  совокупность  дробей,  стоящихъ  подъ  скобками,  даетъ  сумму  большую  —  * 
то  заключаемъ,  что  сумма  ряда  будетъ  безконечная.  Чтобы  доказать  вообще  неравенство 

\  I  * _ I  , 

2"-+|  Т-  2"-+2  -Г ' ■  •  •  ■ -I-  2"  ^  2 

стоитъ  только  дроби 

у-*-Н  ’  •  •  •  ■  ДО  предпослѣдней 


замѣипть  послѣднею,-  напмеиьшею  дробью  п  тогда  получимъ 

!_  +  !_  +  . ..+!  -  2я-.*—  -  -1, 

2»Т2«Т-Т  2п  —  *  2'1  —  2 

что  прямо  ведетъ  къ  справедлпвостп  предъпдущаго  неравенства,  а  слѣдовательно  п  къ 
заключенію  о  расходимости  ряда  (С)  прп  Х—1. 

Для  значеній  х,  превышающихъ  едпппцу,  строка  (С)  подавно  будетъ  расходящаяся, 
потому  что  въ  этомъ  предположеніи  члепы  ряда 


1  ’  2  ’  3 

соотвѣтственно  больше  члеповъ  строки 


і_  і  і 

і  ’  2  ’  3  "X* . 

въ  расходгошстп  которой  мы  сей-часъ  увѣрились. 

§  2.  Изъ  сказаннаго  должно  заключить,  что  безконечный  рядъ  можетъ  быть  употреб¬ 
ляемъ  тогда  только,  когда  удостовѣримся  предварительно,  что  опъ  сходящійся;  поэтому, 
вопросъ^ о  сходимости  безконечныхъ  рядовъ  очень  важенъ  въ  математическомъ  анализѣ. 
Много  было  предложено  изслѣдованій  по  этому  предмету;  но  псѣ  придуманные  пріёмы 
оказались  болѣе  пли  мепѣе  неудовлетворительными ,  потому  что  оспопывалпсь  препиуще- 
ствеппо  на  частномъ  видѣ  и  па  особенныхъ  свойствахъ  разсматриваемыхъ  рядовъ.  Нако¬ 
нецъ,  очеиь  недавно,  иаіідспъ  весьма  примѣчательный  по  своей  всеобщности  способъ  для  • 
отличенія  безконечныхъ  строкъ  сходящихся  отъ  расходящихся.  Теорія  рядовъ  обязапа 
этимъ  обогащеніемъ  Англійскому  математику  ЛІоріану.  Впрочемъ ,  справедливо  замѣтить, 
что  французскій  математикъ  Бертранъ,  нс  зная  о  трудахъ  Моргана,  открылъ  съ  своей 
стороны  то  же  правило,  выразя  его  въ  видѣ  нѣсколько  отличномъ.  По  важности  пред- 
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мота,  мы  изложимъ  ого  съ  надлежащею  подробностію  въ  концѣ  этого  параграфа;  но 
прежде  приведемъ  нѣкоторыя  соображенія,  необходимыя  для  полноты  статьп. 

Еслп  бы  можію  было  выразить  въ  конечномъ  видѣ  сумму  первыхъ  п 

членовъ  разсматриваемаго  ряда  въ  Фуикціп  я,  то  самое  опредѣленіе  сходящейся  строки 
доставило  бы  общій  признакъ  сходимости.  II  въ  самомъ  дѣлѣ,  стоило  бы  только  положить 
п~оо  въ  найдспиомъ  конечномъ  выраженіи,  и  тогда,  судя  по  результату,  конечному  пли 
безконечному,  опредѣленному  пли  неопредѣленному,  рѣшили  бы  тотчасъ,  какого  рода  рядъ, 
сходящіііся-ли  пли  расходящійся.  Но  опредѣленіе  упоминаемой  суммы,  въ  конечномъ  видѣ, 
рѣдко  бываетъ  возможнымъ,  почему  и  самое  правило,  хотя  п  употребляемое  аналпстами  съ 
выгодою  въ  нѣкоторыхъ  частныхъ  случаяхъ,  вообще  приноситъ  мало  пользы. 

Предложимъ  здѣсь  другой  способъ  для  от.іпчепія  рядовъ  сходящихся  отъ  расходящихся, 
давно  уже  извѣстный  математикамъ,  но  представляющій  неполноту  по  причинѣ  сомнитель¬ 
наго  случая,  къ  которому  часто  приводитъ.  Пусть  будетъ  безкопечпый  рядъ 

(») 

въ  которомъ  каждый  членъ  зависитъ  извѣстнымъ  образомъ  какъ  отъ  занимаемаго  инъ  мѣста, 
положимъ  я,  такъ  и  отъ  пѣкоторой  перемѣнной  х.  Сверхъ  того  мы  допустимъ  сперва,  что 
всѣ  члены  я,,  и,,  иа. . . .  положительные.  Чтобы  рѣшить,  будетъ  ли  рядъ  (2))  сходящійся 
пли  расходящійся,  составляемъ  отношеніе  двухъ  послѣдовательныхъ  общихъ  членовъ, 
и  ищемъ  предѣлъ  его,  то  есть  величину,  въ  которую  обратится,  когда  примемъ 
п~оо.  Еслп,  для  разсматриваемыхъ  зпачеиій  х,  упоминаемый  предѣлъ  будетъ  менѣе 
единицы ,  то  рядъ  (О)  сходящійся ,  а  если  болѣе  единицы ,  то  расходящійся.  Когда 
же  пред.  |  |  —  1 ,  пли  еще,  когда  отношеніе  »  при  л  ~  ор,  не  имѣетъ  опре¬ 

дѣленнаго  значенія,  а  бываетъ  то  больше,  то  меньше  единицы,  тогда  нельзя  прямо  рѣ¬ 
шить,  какого  свойства  строка  (2)),  сходящаяся-лп  или  расходящаяся.  П  такъ  признакъ, 
о  которомъ  говоримъ,  можетъ  быть  выраженъ  слѣдующими  условіями: 

1і  <  1  Рядъ  сходящійся.  ) 

п+1  I  >  1  Рядъ  расходящійся.  > 

"  )  “I  Случай  сомнительный.  ) 

Замѣтимъ  также,  что  неравенства 

"РМ'С4*1} 

опредѣляютъ  предѣлы,  между  которыми  должна  заключаться  перемѣнная  х  для  сходимости 
и  расходимости  ряда  (О);  дѣйствительно,  такъ  какъ 
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пред.]^)  —  *н» 

то  неравенства 

ф)<1  п  ф)>1 

очевидно  послужатъ  къ  опредѣленію  упомшіаемыхъ  предѣловъ. 

Для  доказательства  правила  ,  выражаемаго  условіями  ( Е ) ,  разсмотримъ  послѣдователь- 


■I  положимъ  діп  краткости 

3  =  «,+»*-+•“«+•  •  .+«„+«„- и-Ь  •  *п='  “і+“*+ѴЬ  ■  •+«„  , 

гп  —  ип+і+ып  +,4-  “лЧ-іЧ-  •  •  •  •  »'  3  ~  *л+Гл  . 

разумѣя  подъ  г„  остатокъ,  который,  въ  случаѣ  сходимости  ряда  (О),  долженъ  очевидно 
уменьшаться  неопредѣленно  съ  увеличеніемъ  п,  и  наконецъ  обратиться  въ  пуль,  когда 
перейдемъ  къ  предѣлу. 

Прежде  всего  замѣтимъ,  что  для  сходимости  ряда  (2))  необходимо,  чтобы  послѣдова¬ 
тельные  члены  его ,  начиная  съ  опредѣленнаго ,  положимъ  съ  ип ,  уменьшались  въ  своей 
велпчппѣ,  пли,  ппаче,  чтобы  рядъ  былъ  убывающій.  Въ  противномъ  случаѣ ,  сумма  ряда 
будетъ  очевидно  безконечная.  II  такъ,  должно  быть: 

—  0,<1 

•»<* 

Ъ±і  =  0,<І 


откуда  выводимъ 


и  слѣдовательпо 

Г„  =  «„(М-1А+Ш.+---0- 

Если,  изъ  всѣхъ  количествъ  0,,  05 ,  0а. . . ,  выберемъ  наибольшее,  которое  означимъ 
чрезъ  0,  то,  по  прпчппѣ  0,<1,  0а  <  1 ,  0а<1...,  будетъ  и  0<1;  поэтому,  замѣнивъ 
0,,  0І(  0а...  величиною  0,  получимъ 

Н-М+М.Н-.  .  =  0-Н*-И*4 -...>е,+0Л-Н,М»+---. 

и  наконецъ,  замѣтивъ,  что  по  причинѣ  0<1,  будетъ  (§  I) 

ж*-нч-=гЬ» 

50* 
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Отсюда  слѣдуетъ  заключить,  что  рядъ  (1);,  при  допущенномъ  условіи,  будетъ  сходящійся, 
ибо  сумма  его  заключается  между  двумя  конечными  предѣлами 

0  п  *.+5ѵ  * 

Условіе,  о  которомъ  упомппасмъ,  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  отношеніе  -"* 3 4~|  »  какъ  бы 
велико  ие  было  число  л,  оставалось  менѣе  единицы,  что  и  выражается  неравенствомъ 
пред. 

Если  бы,  напротивъ  того,  имѣли 

ПреЯ'Гч?}>1* 

то  выбравъ  между  величинами  0,,  0,,  0,...  наименьшую  0,  пашлось  бы  0  >  1 ,  и  слѣ¬ 
довательно 

0+0  -  0+0  •  0  •  0+  •••..<  0.+М,+0І0А+  •••  • 

Но  рядъ  0+0.0+ 0.0.0+. . .  =г0+0*+0*+. . въ  случаѣ  0>І,  расходящійся;  поэтому 
и  рядъ  0і+0і0і+0,0,08+.  •  • ,  котораго  сумма  превосходитъ  0+0*+0*+.  •  • ,  будетъ 
также  расходящійся,  откуда  слѣдуетъ  заключить,  что  з  —  оо,  и  слѣдовательно  строка 
(В)  расходящаяся. 

Прсдположепіс 

пред.  |  1  =  1 

приводитъ  къ  результату 

0+0а+б*+  •  •  •  •  >  е1+$Л+О10же,+.  • 

и  какъ  0  ~  1 ,  то  и  получится 

м-е,м-МА+....<°о,  . 

что  ведетъ  къ  условію 

і  —  м,+иІ+и,+. .  .+«„+«„+,+  •  •  •  <оо, 
изъ  котораго  очевпдпо  нельзя  вывести  ппкакого  заключенія  на  счётъ  сходимости  пли 
расходимости  безконечнаго  ряда  и,+и,+нв+ .... 

Тб  же  самое  должпо  заключить  и  о  томъ  случаѣ,  когда  отношеніе  '*+*  не  имѣетъ 
опредѣленнаго  значенія  при  п  —  оо,  или,  ипачс,  когда  пред.  {  1  будетъ  то  больше, 


единицы. 
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Въ  послѣднее  время  аиалисты  много  занимались  изслѣдованіемъ  этого  сомнительнаго 
случая.  Лежандръ1 *),  Понселе1),  Гауссъ3),  Коши*),  Куммеръ 4),  Дюгамель е) ,  Раабе 7) 
нашли  разныя  правила,  болѣе  или  менѣе  выгодныя,  чтобъ  судить  о  сходимости  плп  расхо¬ 
димости  рядовъ ,  когдо  ни  одно  изъ  двухъ  условій  пред.  |  1  ^  |  не  состоится.  На¬ 

конецъ,  какъ  уже  упомянуто  выше,  Морганъ,  въ  своемъ  ДпФФерепціалыюмъ  и  Интегральномъ 
Исчисленіи,  издаиномъ  въ  Лондонѣ  въ' 1839  году,  п  Бертранъ ‘)  предложили  способъ, 
который,  по  своей  всеобщности,  удовлетворительнѣе  всѣхъ  доселѣ  извѣстныхъ. 

Приступая  къ  изложенію  способа  Моргана,  приведемъ  сперва  слѣдующую  лемму,  до¬ 
казанную  Дтамслемъ:  ■ 

Когда  даны  два  безконечные  ряда 

—Ѵа  —  *У+<’*+‘,8+*  •  •+‘,/.+,’Я+1+*  •  •  • 

2ип  —  «,+“,+“»+•  •  •  +“«+“„+!+•  •  •  • 

изъ  которыхъ  первый  сходящійся,  и  если ,  сверхъ  того ,  начиная  отъ  извѣстнаго  значе¬ 
нія  п,  имѣемъ  постоянно 


то  и  второй  рядъ  2ин  будетъ  сходящійся.  Когда  же  рядъ  2ѵп  расходящійся,  и  пршномъ 


то  и  второй  рядъ  —ии  будетъ  расходящійся. 

Для  доказательства  первой  части  этого  предложенія,  помножаемъ  сходящійся  рядъ  —ѵп, 
начиная  съ  п-го  его  члена  ѵп ,  на  отношеніе  — ;  получимъ 


Ехсгсіси  Ас  Саісиі  ІпІсдгаІ. 

3)  Лоитаі  (иг  Аіс  Ыаікетаіік  ѵоп  Сгсііе,  Томъ  ХШ. 

>)  Соттепіаііопсі  ЗосісШіі  Псдіпс  Зсіспііагит  СоШпдсміі  гсссиііогсі.  Томъ  II,  І0І1-І8ІЗ  г. 

«)  Соиг*  Д’АпаІувс  До  ѴЁсоІс  Коуаіс  РоІуІссЬпісріс,  1-сге  Рагііс:  Лпаіуіе  АІдсЬгідис,  1821.  —  Соті- 
АёгаНот  поиѵсіісі  іиг  Іа  Ікёогіс  Аеі  ітіа  сі  іиг  Ісі  Іоіі  Ас  Ісиг  сопѵсгдспсс  (Ехсгсіссв  Д’АпаІувс  сі  Дс 
РЬувіЧис  таіЬста(іі[ио,  1840,  п°  0)  и  многіе  другіе  его  Мемуары. 

5)  Лигпаі  /иг  Аіс  ЯІаіЬстаІік  ѵоп  Сгсііе,  Томъ  XIII. 

*)  ЛпгппІ  Ас  ЛІаІІістаІідисі  рига  сі  арріідиёсі,  раг  Л.  І.іоиѵіПе,  Томъ  IV,  1030  г. 

’)  ІсіЧскгіСі  (Иг  Ркуак  ипА  Иаікстаіік  ѵоп  Ваитдагіпсг  ипА  ЕІІтдікаиіеп. 

*)  Въ  статьѣ  Бсртрава:  Псдіа  іиг  Іа  сопѵсгдспсс  Аа  іегіеі  (Лоигпаі  Де  МаіЬстаІІЧас»  рагса  сі  арріі- 
Чиёеа,  Томъ  VII,  1042  г.)  чптатела  пай  дутъ  любопытный  сводъ  разныхъ  правилъ,  относящихся  къ  сходи- 
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Этотъ  рядъ  очеппдно  будетъ  сходящійся ,  потому  что  отношеніе  двухъ  послѣдовательныхъ 
его  членовъ,  какъ  п  въ  сходящейся  строкѣ  2ѵп,  равно  между  тѣмъ  члены  его, 

иачпная  съ  (л-^-І)-го,  тіеипо 

будутъ  соотвѣтствепно  болѣе  членовъ 

“/,+1+“п+1+ип4-8+  •  •  •  • 

откуда  ип+і  <ря+1»2в; 

откуда  ы,1+1  <  > 

откуда  к(1+3  < 

п  такъ  далѣе.  Поэтому  рядъ  2Аіп,  имѣя  сумму  мёныпую  чѣмъ  сходящійся  рядъ 

будетъ  самъ  сходящійся.  Вторая  часть  леммы  доказывается  совершсппо  подобнымъ  образомъ. 

Докажемъ  еще  одну  примѣчательную  теорему,  принадлежащую  Коши,  па  осповапіп  ко¬ 
торой  правило  Моргана  выведется  уже  безъ  малѣйшаго  затрудненія. 

Если  изобразим »  чрез ъ  /(х)  функцію  постоянно  убывающую ,  начиная,  напримѣръ, 
отъ  значенія  х_  а^а,  то  безконечный  рядъ 

уТа)+Л«+‘Н-Л«+ 2)+-  •  •+/(«+'")+•  •  •  • 

будетъ  сходящійся  или  расходящійся  смотря  по  тому,  имѣетъ  ли  интегралъ 
/“Лх)ІХ 

значеніе  конечное  или  безконечно  большое,  какъ  бы  число  а  велико  не  было. 

Изъ  этой  теоремы  прямо  заключаемъ,  что  признакъ  сходимости  для  безконечнаго  ряда 

УТН-/(2)+/(3)+.  •  ■+/(»)+..  - 

состоитъ  въ  томъ,  чтобы  интегралъ 

/7мл» 

имѣлъ  конечную  величину.  Дѣйствительно,  сходимость  ряда  требуетъ  прежде  всего, 
чтобы  онъ,  начиная  съ  опредѣленнаго  члена,  былъ  постоянно  убывающій.  Поэтому, 
допустивъ  что  разсматриваемая  строка  становится  убывающею,  иапрпмѣръ  съ  члена  /(а), 


ряда  — н„.  Дѣйствительно,  изъ  условія 

-2-  >  —  ВЫВОДИМЪ  <  у  1 

равнымъ  образомъ 
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Фупкціл  Дх) ,  предполагая  въ  пей  перемѣнную  х  непрерывною ,  вообще  удовлетворитъ 
предппсаппому  теоремою  условію ,  и  рядъ  будетъ  сходящійся.  Напротивъ  того,  когда 
у'01У(а:)йх  имѣетъ  величину  безконечную,  то  строка  расходящаяся. 

Для  доказательства  теоремы  Коши,  разсмотримъ  интегралъ 

Ом*», 

который  можетъ  быть  разложеиъ  слѣдующимъ  образомъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §  I]: 
[^/(х)іх  =  /(х)сіх4-/о^  уіх)Дх-)- . .  -  +  /^/(х)<*х 

=  /а  [Ла+*)+/(а+,+а:)4--  •  ’+Аа+т— 1+х)]«іе 

=  /(а+‘аН-/(а4-*+®Н:>  •  •-ЬАа-Нл — *+")> 

разумѣя  подъ  а  величину  положительную ,  меньшую  единицы.  Такъ  какъ  Функція  _/'(х) 
предполагается  убывающею,  то  интегралъ 

У"Я+тДх)іх  =:  /(а+«)4/(а+ 1+") + •  •  •+/(«+'”— Н-") 

будетъ  менѣе  суммы 

Л“)-Н/(а+1)+- .  .+/(«+т-І), 

и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  болѣе  слѣдующей  :• 

/(“+'Н-Л»+2)+-  •  ■+/!“+“)• 

Первая  изъ  этихъ  двухъ  строкъ,  при  /л  =  оо,  обращается  въ  безконечный  рядъ 

/М+Л«+‘Н-Л«+ «0+.... 

.тор»,  ш,  Л«+‘НЛ«+*НЛ«44)+ . 

а  патегралъ  ['*"/( * )іх  и.  /7(4*»-  Съ  другой  т  сторош 

/(а)+да+і)4/(«+2)+. . .  >/"Л»)л»  >Л“+і)+Л»+2Н-Л«+зН-  ■  ■; 

слѣдовательно ,  если  интегралъ  /7^»)Л»  гогЬсгь  заачепіе'  копечпое ,  то  п  сунна 

у{а+1)+Да-1-2)+/(о+ЗН- . "а  иоотоиу  и Дя)+Да+1)+Л«+2)+- ■  •  •  «УД»™ 

конечная.  Напротивъ  того,  семи  питсгралъ  у*  _Дх)Ас  имѣетъ  значеиіе  безконечное,  то  и 

сумма  Ла)"ЬЛа"Ь1)-Ь/(а_Ь^)-Ь . п  силу  доказаннаго  сеп-часъ  неравенства,  будетъ 

безконечная,  согласно  съ  теоремою  Коши. 

Положимъ,  напримѣръ,  разсматривается  безконечный  рядъ 


‘+Т+Т+7+Т+-- 
олучпмъ  при  какомъ  ни  есть  а,  равномъ  і 


большемъ  единицы, 
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/а“Лх)Лггг/“$=оо; 

слѣдовательно  разсматриваемая  строка  расходящаяся,  что  уже  было  показано  другомъ 
образомъ  въ  концѣ  §  1.  : 

Пусть  будетъ  еще  > 

'+?+?+?+ . 

Здѣсь  имѣемъ  /(х)  —  х~А,  а  поэтому 

І"ЛХ№  =  =  Р°  ШИ  , 

смотря  по  тому,  будетъ  лп  А<1  плп  А>1;  прп  А~1,  пптегралъ  обращается  также 
въ  величину  бсзкопечііую.  Отсюда  заключаемъ,  что  разсматриваемый  рядъ  будетъ  сходя¬ 
щимся  для  значеній  показателя  к  большихъ  сдпппцы,  а  расходящимся,  когда  чпсло  к 
менѣе  плп  равно  едпппцѣ. 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  удостовѣримся,  что  каждый  изъ  рядовъ 


‘+ІІ+5І+ . . . . 

•+;?+ . — • 

.  .  1  I  . 

'  ЧЩк  з;й)*  ' 

+»>?+ . 

1  2/2(112)*.  ' 

1  л/п(//п)*  1 

1  +  ЧПІЩШ2)*  3 ВЩІЩ* 

•+ — 1— ,+•••• 

'піпііп(Шп)а  — 

въ  которыхъ  Іп 

означаетъ  Неперовъ  логарпомъ  ч 

пела  л,  Ип  Неперовъ  же  логариѳмъ 

логариѳма  п  п  : 

гакъ  далѣе,  будетъ  сходящійся  плп 

і  расходящійся  въ  одпо  время  съ  пер- 

вымъ  изъ  ІІПХЪ, 

пменпо:  сходящіііся,  когда  к  >  1 

1,  а  расходящійся,  когда  А  <  1  плп 

А  =  1.  Дѣйствп 

ітельно,  разсматривая  второй  рядъ, 

найдемъ 

/■”/(*)*» = = С 

_  1. 

(4-1X1 «)*-•  ’ 

смотря  по  тому, 

будетъ  лп  к  <  1  плп  к  >  1 ;  для 

А  — I,  пптегралъ  обращается  также 

въ  безконечность. 

Для  третьяго  ряда  получимъ 

прп  тѣхъ  же  условіяхъ,  какъ  п  для  предъпдущаго.  Тб  же  самое  докажстся  для  каждаго 
изъ  разсматриваемыхъ  рядовъ. 
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Опредѣливъ  прпзпакп  сходимости  и  расходимости  приведенныхъ  сен-часъ  рядовъ,  до¬ 
кажемъ  одно  примѣчательное  ихъ  свойство.  Для  этого,  разсмотримъ  выраженія 

(|("4-«>)*  (у)^ 

Первое  изъ  нихъ,  независимо  отъ  показателя  к,  будетъ 


і(і+4)=! - Ц— я»  гдѣ  Х>0  и  <1; 


яѣя  подъ  р  величину  — 2^1+ — ^Іп,  которая,  прп  п~  оо,  не  можетъ  обратиться  в 


разу) 

гдѣ  ^  изображаетъ  количество  точио  такого  же  свойства,  какъ  и  ^ 
обращающуюся  въ  нуль  для  п~оо. 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  получимъ  послѣдовательно: 

=  «(,+^+ Д,)  =  і+і,. 

“-ТЕГ=  <+ті,+,4’ 

гдѣ  р,  р"  и  7'  изображаютъ  велпчииы,  неуничтожающіяся  прп  п~ 
На  томъ  же  самомъ  основаніи  получимъ 


'+ТГ.І.Ш- 


гдѣ  7'',  какъ  7  и  7',  не  обращается  въ  пуль  прп  п~оо.  Подобныя  равенства  очевидно 
пайдутся  при  какомъ  ни  есть  числѣ  повтореній  логариѳмическаго  дѣйствія,  такъ  что 
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да'  =  <+=Ь-„н 

гдѣ  д1''  °  одинаковаго  свойства  съ  д,  д',  д" ... . 

Изъ  пайдепныхъ  Формулъ  выведемъ  безъ  труда 


"-Н  !(«+«)  ^ІІ(п+<у  _  1+  _І  +  _І_  + 

я+1  /(/.+<)  І«п+і)  ,ицп+і)\*  _  .  ,  і  ,  і  , 


<?•«* 

*  -и  1 


Здѣсь,  какъ  п  выше,  должпо  замѣтить,  что  величшіы  (2,  ($,  (2" ... .  не  уничтожаются, 
когда  положимъ  въ  нихъ  п~  оо. 

Чтобы  узпать,  по  правилу  Ліоріапа,  будетъ  ли  рядъ 

и1+и1Ч-в,+  ...  +и„+и/1+,-Ь  .  .  . 
сходящійся  нлп  расходящійся,  составляемъ  разиость 


если  эта  разность  положительная,  то  рядъ  будетъ  сходящійся,  а  если  отрицательная,  то 

расходящійся.  Въ  случаѣ  же  — - I  —  0 ,  при  томъ  же  условіи  п~оо,  должно 

составить  выраженіе 

“СЪ-1)-1, 

и  взять  предѣлъ  его,  то  есть  положить  п  ~  оо.  Условіе  сходимости  будетъ 

"род.  {  "(5^~ ')— 1  )  >  <*. 

а  расходимости 

пред.  |  д(^—  — *)— 1  }  <  0. 
пред.  {  — ') — 1  )  =0, 

то  составляемъ  выраженіе 

'"СЧ^г-0— *]— •» 

и  смотря  по  тому,  будетъ  ли  оно  положительное  или  отрицательное  при  п~оо,  заклю¬ 
чаемъ  ,  что  рядъ  2ип  сходящійся  плп  расходящійся.  Если  же  нредъидущее  выраженіе 
обращается  въ  пуль,  то  разсматриваемъ  Формулу 
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и  признаки  сходимости  и  расходимости  будутъ  слѣдующіе: 

//г  .  ч  \  >  0  для  сходимости, 

пред.  )  -I]  -I)  -'  )  <  о  дм,  родимо', ш, 

и  такъ  далѣе,  покуда  не  дойдемъ  до  выраженія,  неуничтожающагося  при  п  ~  оо.  Дѣй¬ 
ствительно,  положимъ  напримѣръ,  что  выраженіе 

ЧЧХіЬт-1)-']-  0-‘ 

есть  первое  изъ  пеуппчтожаюшпхея  для  безконечнаго  числа  п.  Допустимъ  что  оно  поло¬ 
жительное,  и  изобразимъ  его  величину  чрезъ  5.  Найдемъ  послѣдовательно 
Ил(іп[д(^— 1)— і]— і)— і  =  3 

4^—')= ,+^+^Ё1 

и  наконецъ 

^  =  м4+і+=- 

Докажемъ  теперь,  что  всегда  можно  выбрать  для  разиости  к—  I  такое  положительное 
значеніе,  при  которомъ  условіе 

•  >  и+<  І(Л^<)(<І("^*))*і 

для  весьма  значительнаго  числа  п,  будетъ  постоянно  выполнено.  Такъ  какъ 

=  ,+4  +  ^+^+^.. 

то  достаточно  показать  возможность  удовлетворенія  неравенству 

или,  по  сокращеніи,  слѣдующему: 

1+3>«Н7^Я  • 

Такъ  какъ  вторая  часть  этого  неравенства,  съ  увеличеніемъ  л,  неопредѣленно  приближается 
къ  А-  то  изъ  этого  заключаемъ,  что  взявъ  для  разности  к — 1  величину  мбныную  положи¬ 
тельной  величины  д,  удовлетворимъ  требуемому  условію.  II  такъ,  въ  настоящемъ  предпо¬ 
ложеніи,  к  будетъ  величина  ббльшая  единицы,  и  притомъ 
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И  такъ,  отношеніе 


,  2±_Ѵі2±і>  (Ша± і>У 


(/.+!)/(«+« )[1І(я+І)]* 


двухъ  сложныхъ  членовъ,  предъпдущаго  къ  послѣдующему,  въ  безконечномъ  ряду 

“.Ч-М-М--  •  •  +«„+«„+,+ . 

прп  возрастающихъ  величинахъ  л,  будетъ  постоянно  болѣе  подобнаго  же  отношенія 

1 

яів(іів)* 

(п+1)/(л+1)[/%+1)]* 

въ  разсужденіи  строки 

*  +  2«(Н2)*  30(10)1  4М(/М)*  Н 

Но  какъ  этотъ  второй  рядъ,  для  А>1,  есть  сходящійся,  то  въ  силу  леммы  Дюгаиеля 
заключаемъ,  что  и  первый,  пленно 

“,+«*+«,+ •  •  •  •+«„+ . 

при  допущениыхъ  условіяхъ,  равнымъ  образомъ  будетъ  сходящійся. 

Сообразивъ  всё  сказанное,  теорему  ЛІоріапа  можно  предложить  въ  слѣдующемъ  видѣ: 
Чтобы  рѣшить,  будетъ  ли  безконечная  строка 

•  •  •+и„4-«„+і+ . 

сходящаяся  или  расходящаяся,  составляемъ  рядъ  функцій: 


п\Мп) — О  =  »,(») 

/л[«р,(л)— !]  =  <р,(п) 
ип[срг{п)—І]  —  9>,(л) 


ІЧ9»м(в)— 0  —  'Рас¬ 
положивъ  въ  нихъ  п~  оо,  и  вычтя  потомъ  изъ  каждой  единицу ,  получимъ  слѣдую¬ 
щій  рядъ  членовъ: 
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<р( оо)— I,  срх( оо)— 1,  <р,(оо)— I,  <р,(оо)— I, - 

Разсматриваемая  безконечная  строка  будетъ  сходящеюся,  если  первый  изъ  неуничто¬ 
жающихся  въ  найденномъ  ряду  членовъ  окажется  положительнымъ,  а  расходящеюся, 
если  первый  неуничтозкающійся  членъ  будетъ  отрицательный. 

Правило,  найденное  Дюіамелемъ,  п,  въ  одно  время  съ  нимъ,  Цпрпхскпмъ  математи¬ 
комъ  Раабе,  есть  частный  случай  изложенной  сей-часъ  общей  теоремы.  Оно  тожсствсшю 
і  первымъ  признакомъ  способа  Моріана, 

I  для  рядовъ  сходящихся, 

»  рядовъ  расходящихся. 

г  правило  было  предложено  и  въ  слѣдующемъ  видѣ:  положивъ 


пред. , 


ищемъ  предѣлъ  произведенія  л. в,  то  есть  величину  его  прп  п~оо.  Рядъ 

и,-4-«і+и,+ - - 

будетъ  сходящійся  плп  расходящійся  смотря  по  тому,  окажется  ли  прсд.(л.«)>  1  пли  <1 ; 
случай  же  пред. (л. а)  —  1  остается  сонпптелыіымъ. 

Тожество  послѣднихъ  двухъ  признаковъ  слѣдуетъ  изъ  уравненія 


которое  прямо  ведетъ  къ  равенству 

-  ' 

Окончимъ  изложеніе  этихъ  правилъ  полезнымъ  замѣчаніемъ  Щулынени •)  относительно 
признака  сходимости  строкъ,  для  которыхъ  Функція 

9>(л)  =  “■ 

есть  аліебрическая ,  плп  даже  и  трансцендентная,  по  разлагающаяся  по  отрицательнымъ 
степенямъ  числа  л.  Въ  такомъ  случаѣ  строка 

Ц|-ЬИ*+И*+ - +“«+“«+,+ - 

окажется  сходящеюся,  если  величина  к,  опредѣляемая  уравненіемъ 

к  —  <р,(п) — і  —  п(~— - 1") — I  прп  п  —  оо, 

будетъ  положительною,  а  расходящеюся,  если  к~  0  или  величинѣ  отрицательной. 
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Дѣйствительно,  если  бы  представился  случай  сомввтс.іыіый,  именно 
пред.  ( п(^—  —  і)  —  і )  =  0, 
то,  по  правилу  Моргана,  надлежало  бы  обратиться  къ  Функціи 
уМу-і  =  *л[я(“  —  *) — *] — 1; 

по ,  замѣтимъ ,  что  въ  пастоящсмъ  предположеніи  эта  послѣдпяя  разность  приводится 
къ  —  1  прп  переходѣ  къ  предѣлу ,  почему  разсматриваемый  рядъ  и  будетъ  расходящійся. 
Для  этого  достаточно  показать,  что  <рг(п)  уничтожается  когда  п~оо.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
такъ  какъ  функція 

1  =  I 

обращается  въ  нуль  прп  п  ~  оо,  то  её  можно  представить  въ  видѣ 

а?  =  ѵ.(п) — I, 

разумѣя  подъ  а  число  положительное,  независимое  отъ  п,  а  подъ  х(іі)  Функцію  пеуипчто- 
жаюшуюся  при  положеніи  п~оо.  И  такъ,  получимъ 

».<»>  = 

1,0  ^5»  ПРП  п—оо,  обращается  въ  нуль,  а  Функція  х(п),  прп  томъ  же  положеніи,  пе  дѣ¬ 
лается  безконечною;  слѣдовательно  <р,(оо)  —  0,  чтб  п  имѣли  въ  виду  показать. 

Напрпмѣръ,  для  ряда 

|+Т+Э-+-+Т+4г1+- 


<р(п)—1  =  !±!— I  =  і,  „(оо)— 1  —  О, 
у,(л)— 1  —  л.-і— 1  =  0,  уДоо) — 1  —  0. 


Гакъ  какъ  </>(оо)—  I  п  <р,{оо) — 1  равны  пулю,  то  п  заключаемъ,  что  разсматриваемый  рядъ 
расходмщШсп.  Если  бы  обратились  къ  Функціи  <р.(оо) — I,  то  нашли  бы  для  ея  величины 
отрицательную  единицу,  какъ  и  должно  быть. 

Возьмемъ  еще  рядъ 

1.3. В... (ал-!) _ 1 _ ^  і.з.в. .  .(8/і -Ц)  і  , 


’+гі+п-ін 

изображающій  разложеніе  ; 


'  8.4.0. ..(8/1)  '8п+І 8.4.0.  .(8/1+8)’В/1-|-3 

С.8ІЦ.1  —  — ■  Для  пего  имѣемъ 
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глЧ-п-і 


<р(оо)-1  ~  О, 

,  /Л(оо)-1  =  |  • 

прямо  заключаемъ  о  сходимости 


І,Л _ 4  -  „  ""Т"  _ |  - 

9Ап)  1  —  ”  (2 п-н)*  1  — 

Изъ  того  что  9>,(оо) — 1  есть  величина  положите, 
предложеннаго  ряда. 

§  3.  Разсмотримъ  теперь  рядъ 

і  —  И,— «,+«»—  «4+И  — -  (^) 

’съ  членами  поперемѣнпо  положительными  п  отрицательными.  Легко  показать,  что  един¬ 
ственное  условіе  для  его  сходимости  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  онъ  былъ  убывающимъ. 
Это  свойство  прямо  обнаруживается  наппсавъ  ( Р )  въ  двухъ  слѣдующихъ  видахъ: 

,  =  («,-«.)+(< . . . 

»  ,  = •  ■  • 


Такъ  какъ  каждая  изъ  разностей  и, — и 
чина  положительная,  то  заключаемъ,  что 
і  >  0  и  вмѣстѣ  съ 

. 


4<Н. 

3  <  иі — 


Поэтому  сумма  и1-и1-\-иі — и4Ч-и4 — по  мѣрѣ  увелпчепія  числа  членовъ,  непре¬ 
станно  приближается  къ  пѣкоторому  предѣлу,  заключающемуся  между  0  и  и,,  плп,  прп- 
блпзительпѣе,  между 

и,— «,  п  «,+и, 

и,— «Ц+и8— «4  ■  “і— “»+“*— “4+“» 

и  такъ  далѣе. 

Ясно  впрочемъ,  что  рядъ  {Р)  будетъ  сходящійся  ,  хотя  бы  онъ  въ  первыхъ  своихъ 
членахъ  и  пе  удовлетворялъ  условіямъ  попсрсиѣниостп  знаковъ  и  убыванія  членовъ.  До¬ 
статочно,  чтобы  упомпиасмыл  условія  обнаружились  съ  дальнѣйшаго,  по  опредѣленнаго  члена. 

Въ  безконечной  убывающей  стропѣ  знаки  могутъ  перемѣняться  чрезъ  каждые  два,  три, 

четыре _  члепа.  II  въ  этомъ  предположеніи  она  останется  сходящеюся,  въ  чёмъ 

легко  удостовѣриться  какъ  выше.  ІІапрпмѣръ  рядъ 

і  —  н.-Нч-Й,— і в,— н и*-н «в+а,-Н*,-Ьн,— - 

будетъ  сходящійся,  если  только  . 
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дѣйствительно,  положивъ 

=  «’і»  “«+"»+“«  =  р*.  «,+ѴИ.  = 

гдѣ  найдется  рядъ 

Я  —  V— Рі+Р,— ѵК— - , 

который  относиться  къ  разсмотрѣнному  уже  случаю,  и  удовлетворяетъ  условію  сходимости 
Мнимый  рядъ 


принимаетъ  названіе  сходящагося,  когда  вещественные  ряды 

иі+иі_Ьив4- - +«„+ -  и  ѵН*+ѴК  •  •  •Н-р„4- _ 

будутъ  оба  сходящіеся;  въ  противномъ  случаѣ  мнимый  рядъ  называется  расходящимся. 

§  4-  Пояснимъ  еще  теорію  сходимости  рядовъ  нѣкоторыми  примѣрами.  Пусть  будетъ 
строка 


Такъ  какъ  всѣ  ея  члены  положительные  ,  то  обращаемся  къ  признаку  (Е).  Отношеніе 
двухъ  смежныхъ  общихъ  членовъ 

Іо6."я.лл  1о8."-Ия.дД+1 

1.2.3... и’  1.2.3... (л+1) 

будетъ  ;  это  отношеніе,  при  п  ~оо,  и  для  какого  ни  есть  х,  обращается  въ 

нуль.  Слѣдовательно,  разсматриваемый  рядъ  будетъ  сходящійся  для  всѣхъ  возможныхъ 
значеній  х.  Легко  удостовѣриться  въ  его  сходимости  я  для  мнимыхъ  всличппъ  перемѣнной. 
Возьмемъ  еще  строки 

‘-Г+Г5Т-ТЗЗГ+С5ЯЗТ -  (е) 

*+та+га5+і§?і+ .  (я) 

выведенныя  въ  №  23.  Танъ  какъ  въ  иервоіі  строкѣ  знаки  попереиѣшіо  положительные 
и  отрицательные,  то  достаточно  узнать,  будетъ  ли  опа  убывающею,  по  крайней  мѣрѣ  съ 
нѣкотораго  ладнѣйшаго  члена.  Для  этого  возьмемъ  отношеніе  двухъ  общихъ  членовъ,  пе- 

1  і*"+»  і  ,»»>+» 

1.2.3... л'2/і-М  ’  «.а.з...(л+<)’2Грз  * 

а  упоминаемое  отношеніе  обратится  просто  въ 


2л+|  _і_  *+* 

л+1  2/.+3  —  ’ 
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эта  дробь,  при  возрастающихъ  значеніяхъ  числа  п,  будетъ  псопрсдѣлеппо  уменьшаться, 
о  наконецъ,  длй  п~оо,  обратится  въ  пуль.  Отсюда  мы  въ  правѣ  заключать,  что  пе- 
только  рядъ  {&),  по  даже  и  строка 

‘+Г+Г5Т  +  ГГГГ+""’ 

въ  которой  всѣ  члепы  положительные,  удовлетворяетъ  условію  сходимости  прп  какомъ  пи 
есть  значеніи  I. 

Въ  сходимости  ряда  (Я)  удостовѣримся  взявъ  предѣлъ  отношенія  двухъ  смежпыхъ 
общихъ  членовъ 

(2і*)п  (Ц*)п+| 

1.3.3... (2л+1)’  1.3.3... (2л+1)(2л+3)  ’ 

это  отношеніе  будетъ  а  предѣлъ  его  равенъ  пулю  для  всякоіі  величины  I. 

Для  послѣдняго  примѣра  возьмемъ  разложеніе 

Сов.х  =  1—^5  +  |Гет - К-*)”-, .дао -  (*) 

Для  значеній  дуги  х,  не  превышающихъ  едиипцы,  этотъ  рядъ  очевидно  будетъ  убывающій, 
и  слѣдовательно  сходящійся.  Но  когда  величина  х  сдѣлается  довольно  значительною,  то 
первые  члены  строка  будутъ  возрастать  очень  быстро,  и,  поэтому,  чтобы  рѣшить,  каково 
іірсдложсшюе  разложеніе,  сходящссся-лп  пли  расходящееся,  должно  разсмотрѣть,  сдѣ- 
лается-лп  оно  убывающимъ  съ  пѣкотораго  дальнѣйшаго  члепа.  Два  смежные  общіе  члена, 
независимо  отъ  знака,  будутъ 

1.2.3... (2л)’  1.2  3. .  .(2/|)(2л+1Х2«+2)  ’ 

а  ихъ  отношеніе  ^2«+2):  эта  ДР0ЙЬ>  ПРП  ,1  — 00 >  обращается  въ  пуль,  изъ  чего 
заключаемъ,  что  рядъ  (I)  сходящійся.  Чтобъ  опрсдѣіпть  мѣсто  члена,  съ  котораго 
строка  становится  убывающею,  достаточно  рѣшить  уравненіе 

(2л-М)(2/.+2)  =  1 

въ  разсужденіи  п,  п  взять  для  п  ближайшее  къ  положительному  корню  цѣюе  число,  но  пре¬ 
восходящее  этотъ  корень.  Такъ,  папрпмѣръ,  при  ж~10,  пашлп  бы  п~ — —І'' 100,25, 
и  какъ  ближайшее  цѣлое  число  къ  этому  корню  есть  5,  то  и  заключаемъ,  что  разложеніе 
(/)  становится  убывающимъ  съ  пятаго  своего  члена. 

§  5.  Въ  заключеніе  этого  Примѣчанія,  приведемъ  предложеніе,  относящееся  къ  инте¬ 
грированію  посредствомъ  рядовъ.  Мм  докажемъ,  что  если  строка 


но  ПРИМѢЧАНІЯ  КЪ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

*  =  “,+М-М-  •  •  •  •  -К+  •  •  •  •  (і) 

будетъ  сходящаяся  для  всѣхъ  значеній  перемѣнной  х,  заключающихся  между  в  и  6,  то  съ  пол¬ 
ною  надёжностію  можемъ  интегрировать  рядъ  (Д)  помноженные  на  ііх  между  предѣіами  и  и  /3, 
лишь  бы  только  а  и  /3  сами  нс  выходили  изъ  предѣловъ  а  и  Ь.  Такимъ  образомъ  полупимъ 

уЛгіг  =  4-/о\<ІаЧ - \-[*ипЛх-\ -  (к) 

Для  доказательства  этого  предложенія,  озиачпмъ  чрезъ  г„  остатокъ  строки  (Д),  а 
чрезъ  Ѵл,  Ѵл. . .  .Ѵп  послѣдовательные  члены  интегральнаго  ряда  (К).  Пусть  будетъ 
также  Й„  остатокъ  строки  (К).  Получимъ  сперва 

Я  —  «,+*,+«,+  •  •  •  •+Ц.4 -г„, 

о  потомъ,  умноживъ  это  тожественное  уравненіе  па  Их,  и  взявъ  иптегралъ 

/'Яах  —  г7,н-о;-м7вн-. . .  .-і -п„+в„. 

Для  сходимости  ряда  (К)  достаточно,  чтобы  величина  Л „—^гпЛх,  по  мѣрѣ  увеличенія 
п,  уменьшалась  неопредѣленно,  и  достигала  предѣла  нуль.  Очень  легко  доказать,  что  если 
рядъ  (Д)  сходящійся,  то  Я„  удовлетворитъ  сказанному  условію.  Дѣйствительно,  прп  схо¬ 
димости  ряда  (Д),  остатокъ  г„,  который  изобразимъ  чрезъ  <р{х,  п),  по  мѣрѣ  увеличенія  п. 
будетъ  уменьшаться ,  о  наконецъ,  прп  п  ~  оо,  обратится  въ  пуль  для  всѣхъ  значеній  пе¬ 
ремѣнной  х,  заключающихся  между  предѣлами  а  и  6.  Съ  другой  же  стороны,  такъ 
какъ  интегралъ 

Д„  —  / х  —  <?[х,  п) йх 

можетъ  быть  замѣненъ  среднимъ  ариометпчеекпмъ  значеніемъ  Функціи  <р(х,  п),  умпожен- 
нымъ  на  разпость  /3— «  предѣловъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §  1],  то  и  получится 
К  —  «),  Ч  гдѣ  0  >  0  п  <  |, 

пли  Нп  —  (/?— а)г„,  предполагая  что  г„  соотвѣтствуетъ  значенію  х~  а-\~0(/3 _ а),  оче¬ 

видно  заключающемуся  между  предѣіами  я  и  6.  Но  прп  ц— оо,  будетъ  г„  —  0;  слѣдова¬ 
тельно  и  Іі„  имѣетъ  также  своимъ  предѣюмъ  нуль.  Изъ  этого  свойства  остатка  Л„  должно 
заключить,  что  интегральный  рядъ  (К)  булатъ  сходящіііся  въ  одпо  время  съ  строкою  (Д) 
между  одинаковыми  предѣлами. 
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ПРИМѢЧАНІЕ  IV. 

§  і.  Пусть  будетъ 

А  —  с~х  Лх, 

п  какъ  велпчпна  Л  постоянная,  то  получимъ  также 

л  -  /“г^г; 

слѣдовательно 

У°°е— х  Лг.у^е- ' г  Лу  —  А*. 

Съ  другой  же  сторопы,  по  прпчппѣ  постоянныхъ  предѣловъ,  имѣемъ 

/' Ѵ’’*  =  =  л*. 

Для  опредѣіенія  этого  двойпаго  питеграла,  положимъ 

х  —  гСоз.<р  ,  у  —  гЗіп.у , 

разумѣя  подъ  г  и  (р  полярныя  координаты  точки,  опредѣіяемой  абсциссою  х  и  ордина¬ 
тою  у.  Въ  такомъ  предположеніи,  элементъ  площади  йхііу  должно  будетъ  замѣнить  но¬ 
вымъ  элементомъ  тт'п'п  (чертежъ  12),  ограниченнымъ  двріл  смежными  радіусами  векто¬ 
рами  Он,  Он  п  двумя  круговыми  дугами  пт  и  пп ,  пзъ  которыхъ  первая  описана 
радіусомъ  г,  а  вторая,  радіусомъ  г-\-<Зг.  Такъ  какъ  разсматриваемый  элементъ  можно 
прпппмать  за  разность  площадей  двухъ  треугольниковъ  Опп  и  Отт  ,  въ  которыхъ  общій 
уголъ  тОт  равенъ  й<р,  то,  на  основапіп  способа  безконечно  малыхъ  велпчпнъ,  найдется 
для  тт'п'п  выраженіе 

-*±  =  ЫгіІд>. 

іонѣ  аз*— [—у*  ~  г*,  получимъ  “  е-'* ,  п 

УУе  ^Г*“ЬГ  ^йхАу  ~  У Уе— г  гйгіір. 


Далѣе,  по  нричі 


наконецъ 
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М2 

какъ  первый  пзъ  этихъ  двойныхъ  шітсгра.ювъ  долженъ  быть  распространенъ  на 
всѣ  возможныя  по.южпте.іьныя  значеніи  .т  п  ѵ  шп 

,Іа  все  пространство  прянаго 

уг.и  ХОУ  (чертеать  12),  то  пятетрадъ  отпосіітсмыіо  г  до.іжяіъ  выть  взять  отъ  г=0 
до  '•=  оо,  а  от,  разсужденіи  у,  отъ  ср  —  Ц  до  р>  =  і.  Позтоиу  будетъ 

/„  /„  =  л». 

Но  0  0 

=  (_іГ  )"=±,. 

подставивъ  эту  величину  въ  предъпдущую  Форнулу,  получимъ 

4  —  Т  —  откуда  Л  —  -1уя> 

и  слѣдовательно 

0~*'<Ь=±Ѵл. 

Ес.ш  примет.  въ  соображеніе,  что  титантеградыая  », нація  е-*!  ость  чётная  то  по™ 
оыведенъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §  1]  ’ 

= у"-  (®) 
На  основаніи  ъорну.ш  (Л),  „,Я1Ь  ле„0  ,„,ост„  „  в„егр„ъ 


разумѣя  подъ  ;/і  цѣлое  положительное  число.  Лія  этого  пѵг-и. 
днчнна,  о  нодожниъ  4  ’  ?  У4т  “  "°СІ0“  «- 

Г  ==  /  Ѵ“\ь. 

Дпъфсрспцоруя  это  ураяненіе  разъ  сряду  „  р,„;и[ціп 
лдп  ~  С — *У/  с  аІ  хг'"г1х. 

Но,  съ  другой  стороны, 

Р  =  /”«-“’Их  = 

слѣдовательно 

мг/Ѵ-Ѵ-лс^^.^), 

производя  озпаченпое  дифференцированіе,  найдется 
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а  поэтому 

Наконецъ,  положивъ  «— I, 

С,-а>ё.  =  УД^!ЦА 

Принимая  послѣдовательно  ш=І,  2,  3....  получимъ  Формулы: 


/^е~х,х'ах  =  і.1уя 

4  в_х  х'іх  = 

4  **<**  —  ^г^У* 


(с) 


которыя  употреблены  въ  №  80. 

Такъ  же  легко  будетъ  пайти  величины  питсграловъ  съ  иечётпымп  степенями  перемѣн¬ 
ной  х.  Дѣйствительно,  наблюдая  что 

Сг“'х*с=(-е-йгТ= 

получимъ  послѣ  т-кратпаго  дифференцированія 

ЫГ/0  е~ах*а?",+і<1х  =  (-1)т-~1.2.3 Л. .  .т.а~іт+,). 

Полагая  а  —  I ,  найдется 


/”«— **”+‘Ия  =  ~І.2.3Л...т.  (в) 

Заиѣтпнъ,  что  оынсденныя  наш  «ряу.іы  (Л),  («),  (С)  и  (В)  «огугъ  нрн.ІО  с-іужнть 
для  опрсдѣ-іенія  иитеграловъ,  въ  которые,  вмѣсто  показательной  Функціи  «—**,  войдетъ 
выраженіе  е~В:  ,  разумѣя  подъ  В  постояппую  велпчппу.  Дѣйствительно,  положивъ  Вх'—р, 
и  наблюдая  что  предѣлы  въ  разсужденіи  повой  перемѣнной  і  не  измѣнятся,  получимъ, 
перемѣнивъ  I  па  х: 


(«"-»)  I  Ѵ.т 

‘ і'іГ'УВ  ’ 


(*) 
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§  2.  Г.іавпое  свойство  выведепиыхъ  здѣсь  интеграловъ  по  приложенію  игъ  къ  рѣ- 
иіспію  вопросовъ  изъ  Апализа  Вѣроятностей,  состоитъ  въ  томъ  что  по  замѣпеиіп  безко¬ 
нечныхъ  предѣловъ  величинами  посредственными,  значенія  этихъ  иитеграловъ  почти  не 
измѣнятся.  Войдемъ  въ  нѣкоторыя  подробности  по  этому  предмету. 

Положимъ,  папрпмѣръ,  что  вмѣсто  интеграла  (А),  желаемъ  вычислить  у  е~х  Ах; 
съ  этою  цѣлію,  возьмемъ  рядъ 

тг[‘— 5?  +  ^1-ет+— ]’ 

выведенный  въ  №  23  [формула  (29)] ,  гдѣ  подробно  объяснено  почему,  и  въ  какомъ 
случаѣ  эта  строка  можетъ  быть  съ  надёжностію  употребляема  въ  первыхъ  свопхъ  чле- 
нахъ.  Основываясь  па  этомъ  разложеніи  мы  впдпмъ,  что  разиость  между  интегралами 
/о  е~х  Ах  —  -^-Уя  п  Ах, 

для  х  “4,  опредѣлится  выраженіемъ 


Вычисляя  посредствомъ  логариомическихъ  таблицъ  эту  послѣднюю  величину ,  найдемъ 
приблизительно 

8  7 1088Н00  * 

Эта  разность  такъ  иезпачптслыіа ,  что,  довольствуясь  извѣстною  степенью  приближенія, 
можно,  интегралъ 

/*е~*  Ах 

замѣнять  интеграломъ 

/°°е~х  Ах  —  уУя, 

когда  верхній  предѣіъ  х  будетъ  не  менѣе  какого  побудь  посредственнаго  числа,  напримѣръ 
3,  4,  5  и  проч. 

Для  соображенія,  приводимъ  еще  разность  интеграловъ 

/“в-*  Аі г— у*  е~х*Ах  —  0,00001957729 _ 

Наложенное  здѣсь  свойство  объясняется  весьма  простымъ  образомъ  тѣмъ,  что  подъ- 
пнтегральная  Функція  е~х*  убываетъ  чрезвычайно  быстро,  даже  при  посредственномъ 
увеличеніи  перемѣнной  х.  То  же  заключеніе  справедливо  п  въ  случаѣ,  когда,  вмѣсто 
показательной  Фуикціп  с~х\  имѣемъ  подъ  пптсграломъ  е~Вх\  Такъ,  иапримѣръ,  интегралъ 
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У  е  Вх  Ах 

будетъ  весьма  мало  разнствовать  отъ  иитеграла 


когда  аѴВ  и  ЬѴВ  будутъ  означать  числа  посредственныя,  напримѣръ  не  меньшія  4.  Для 
доказательства  этого  утвержденія,  замѣтимъ  что 

У^е- Вг  Ах  —  е~Вх  Ах-Ѵ  Вх  Ах, 
п  какъ  подъпнтегралыіая  Функція  е~ Вх*  не  перемѣняетъ  знака,  то  п  будетъ 
У*  е~  х  Ах  =  у  е~  х  Ах; 

слѣдовательно 

У  е~Вх  Ах  —  у  е~Вх  Ас+У  е~Вх  Ах. 

Положивъ  Вх 1  —  и*,  и  замѣтивъ  что  верхній  предѣлъ  въ  отношеніи  и  будетъ  аѴВ,  получимъ 
У  е~Вх  Ах  =  ^  У  е~и  Аи. 

Такъ  какъ  мы  предположат,  что  число  аѴА  не  мепѣе  4,  то  получимъ  весьма  приблизительно 

=  п  =  Ѵв  СГі“  =  тЙ' 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдется  приближенное  значеніе 

/‘г“' '**  =  П  Г'‘л‘  =  7і  СГ“'‘‘Ц  =  тЙ  • 

Слѣдовательно,  прп  допущенномъ  условіи  относительно  произведеній  аѴВ  о  ЬѴВ,  получимъ 
съ  большимъ  приближеніемъ 

У  е~Вх  Ах  —  у  +С°е~Вх  Ах  —  ^  • 

Такъ,  папрпмѣръ,  въ  №  69  разсматривался  интегралъ 

е~т1Аі, 
гдѣ 

В  —  ;  ч* _ , 

а  р,  9,  9'  изображали  значительныя  чпела;  мы  замѣнили  его  интеграломъ 


Ч* 
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Справедливость  подобнаго  занѣненія  пряно  обнаруживается  тѣмъ,  что  новый  продѣть 
будетъ  чпс.10  посредствсипой  ведпчпиы.  Дѣйствительно,  давъ  послѣднему  произведенію  е 


и  замѣтивъ,  что  чпслптсль  подкоренной  величины  содержитъ  три  множителя,  а  знамена¬ 
тель  только  два  Фактора,  которые  всѣ  изображаютъ  весьма  большія  числа,  сравнимыя 
между  собой,  мы  въ  правѣ  будемъ  заключить,  что  этотъ  новый  прсдѣіъ  равенъ  числу  до¬ 
вольно  значительному,  которое  вообще  превосходитъ  четыре  сдоипцы. 

Для  численнаго  опредѣленія  интеграловъ,  разсмотрѣнныхъ  въ  этой  статьѣ,  будетъ  слу¬ 
жить  значительнымъ  пособіемъ  таблицы,  помѣщенныя  въ  концѣ  пашей  книги.  Отсылаемъ 
читателей  къ  ОБЪЯСНЕНІЮ  этихъ  таблицъ. 

§  3.  Въ  концѣ  №  23  приведено  безъ  доказательства  разложеніе  интеграла  А 

въ  непрерывную  дробь,  предложенное  Лапласомъ.  Выведемъ  теперь  эту  примѣчательную 
Формулу. 

Положимъ 

=  у(1 )+с, 

разумѣя  подъ  С  постоянную  произвольную  велпчппу.  Дифференцируя  это  уравненіе,  получимъ 
<р'(1)  =  е~‘г.  ■ 

Но,  съ  другой  стороны,  принявъ 

2  —  ^°е~‘  *  =  9 К°°)— 9>(0, 

будетъ 

г  —  —ѵ'Ѵ)  —  —е~‘  ■ 

Положимъ  теперь 

гдѣ  у  изображаетъ  неизвѣстную  Функцію  перемѣнной  I.  Найдется 
пли,  по  сокращеніи, 

=  о- 

Прежде  всего  замѣтимъ,  что  при  І  —  оо,  у  обращается  въ  сдипицу.  Дѣйствительно, 
такъ  какъ  дробь 
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при  І—оо,  принимаетъ  пеопрсдѣіеппый  видъ  — »  то  истинная  величина  у  опредѣлится 
отношеніемъ  производной  числителя  къ  производной  знаменателя  для  того  же  значенія 
I  —  оо;  такимъ  образомъ  получимъ 


Пусть  будетъ  —у—  х 


(— “Чи-во).-. 


1  А  ,  л  5 

— ГЕ=*'  «"Ч"  Е=-Н’ 

иредъпдущее  дпФФереиціальпое  уравненіе  приметь  видъ 

2х*&-\-ху-\-у — 1  —  0. 

Сверхъ  того  извѣстно,  что  это  уравненіе,  при  *  — 0,  должно  доставить  у*“1,  ибо,  при 
I  —  с»,  имѣемъ  въ  одно  время  у~  1  и  *“0,  по  причинѣ  х  —  ^*- 

Приложимъ  къ  послѣднему  дифференціальному  уравненію  обыкновенный  способъ  пре¬ 
вращенія  пптегра.іа  въ  непрерывную  дробь.  Такъ  е 
мѣпной  х,  у  будетъ  очень  мало  разпетвовать  отъ  I. 

г  =  ь&- 

гдѣ  у,  обращается  въ  нуль  для  х  —  0.  Найдется 
±  —  * 


для  весьма  малыхъ  значеніи  иере- 
положпмъ 


і  слѣдовательно 


**  .ТА _ * _ * 1_|  —  о 

(І+Уіі*  І+П 

2®*Ф4г,*— «Ті+У»— ®  =  о. 
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Чтобы  найти  приближенную  величину  для  у,,  стоить  только  замѣтить,  ч 
маломъ®,  члены  2хг-‘-^-і  у,*, — ®у,  будутъ  иссравнепио  меньше  остальн 
и  — х;  поэтому  можно  положить 


)  при  весьма 
ть  двухъ  у, 


Дифференціальное  уравненіе,  опредѣляющее  ул,  будетъ 

2 а*2Г+Г.*— ‘Ч'і+Г,— =  0. 

Откидывая  первые  три  члена,  какъ  несравненно  меньшіе  двухъ  послѣднихъ,  получимъ  при¬ 
ближенное  значеніе  у,  — 2®,  въ  слѣдствіе  чего  должно  положить 

г*=і|к' 

Новое  уравненіе  въ  уа  будетъ  имѣть  видъ 

2®’- 5+Гі*— ®Г,4-У,— 3®  =  О, 

откуда  получится  приближенное  значеніе  3®  для  перемѣнной  у3,  почему  и  примемъ 

На  такомъ  же  основаніи  найдемъ  для  у4  выраженіе 

*■  =  & 

и  такъ  далѣе.  Такимъ  образомъ  получимъ 

г=Т+._ 

1+2х 

1+5г_ 

1+*г_ 


гдѣ  положено  для  простоты  х~--г  •  Формула  (Р)  і 
въ  концѣ  №  31. 


ПРИМѢЧАНІЕ  У. 


Пусть  будутъ  я  п  г  какія  пп  есть  величины,  а  п  цѣлое  положительное  число.  Произ¬ 
веденіе  п  члеповъ  арпометпческой  прогрессіи 

а,  а+г,  я+2г,. . .  .а+(л — 1)г 

называется  факторіальною  функціею,  п  изображается  знакоположеніемъ  яп|г.  II  такъ 

ап|г  —  а(а-}-г)(а+2г) - (а+[л— 1]г) , 

въ  слѣдствіе  чего  имѣемъ 

а11'  =  а,  а*|г  =  я(я+г),  а*|г  =  я(а4-г)(я4-2г)  и  проч. 

Вмѣсто  одночленныхъ  Факторіальныхъ  выраженій  я'!г,  а1,г,  а*'Г ... ,  можно  точпо  такъ 
же  разсматривать  и  многочленныя.  Положимъ,  напримѣръ,  что  въ  предъпдушеіі  обшей 
Формулѣ  замѣняемъ  одночленное  количество  а  двучленнымъ  я+Ь;  получимъ 
(а+6)п1г  =  (а-ЬЬ)(я+Ь+г)(я+6-(-2г) - (а+6-(-[л— 1]г). 

На  такомъ  осповапіп  представ-іяется  любопытный  вопросъ:  какъ  выражается  Факторіаль¬ 
ный  бппомъ(я-|-Ь)',|г  посредствомъ  одночленныхъ  Факторіальныхъ  количествъ  в,|г,  а*|г,а*’г..., 
Ь‘!г  ЬѴг  Ь*|г....  п  цѣіаго  числа  л?  Мы  увидимъ  сей-часъ,  что  эта  зависимость  опрс- 
дѣіяется  Формулою,  совершеппо  подобною  Нютонову  биному,  пмеппо: 

(я-1-Ь)п|г  =  а',|г-+-ля"_,|г •  Ь"г4-  . Ь*1гЧ- п<п7.2‘з  а>я"-*,г.Ь*|г+.. .  .(а') 

Чпслснные  коэффпціспты  разложенія  (А)  одинаковы  съ  коэффпцісптэмп  степени  (а-\-Ь)п, 
п  поэтому  будутъ  пе  иное  что,  какъ  биноміальные;  законъ  же  одпочлеппыхъ  Факторіаль¬ 
ныхъ  Фуикцій  очевиденъ. 

Для  доказательства  обшей  Формулы  (А)  сдѣлаемъ  сперва  частпыя  предположенія  о 
числѣ  п.  Такъ  полагая  послѣдовательно  п—  1,  2,  3....  получимъ: 

53* 
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(а+6),|р  ~  а+6  =  а,ІР+6,|р 
(а+6),|г  ГГ  (а+Ь)(а+6+г)  гг  а(а+г)+2аЬ+Ь(Н-г) 

=  а*|р+2а,|р.ЬЧр+Ь1|р 
{а+Ь)"'  =  (а+6)(а+Ь+гХ«+6+2г) 

=  а(а4-г)(а4-2г)+За(а+г)6+За6(Ы-г)+6(Ь+г)(6+2г) 
—  а*|р+За*|р.Ь,|р+За,|р.Ь1;Р+6*|г. 


Найденныя  разложенія  для  (а+6)1|р,  (а+Ь)*ІР,  (а+6)*,р. . . .  согласуются  съ  общею 
Формулою  (А).  Чтобы  доказать  ея  справедлпоость  вообще,  можно  употребить  извѣстный 
пріёмъ,  состоящій  въ  повѣркѣ  этой  Формулы  для  числа  л+І ,  допуская  ея  справедливость 
для  л.  Такимъ  образомъ  общность  разложенія  [А)  будетъ  доказана.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
зная  что  оно  справедливо  для  п~3,  мы  въ  правѣ  заключить,  что  оно  имѣетъ  мѣсто  и 
для  л+І  гг  4-,  а  слѣдовательно  и  для  4+ігг  5,  5+1=6,  и  вообще  для  какого  пи  есть 
цѣлаго  положительнаго  числа  л. 

П  такъ,  допустимъ  Формулу  (А)  для  цѣлаго  числа  л,  и  докажемъ  ея  справедливость 

при  измѣненіи  л  въ  л+І.  Означивъ  для  простоты  чрезъ  N1,  Лг1,  УѴ, _ биноміальные 

коэффиціенты  л,  -П^~І) ,  "("7а(5~2),..*>  получимъ 

(а+6)п,г  гг  <^'|г+Лг,а"— ,|г.Ь,|г+ЛГ1а"— *|г.61|г+ЛГ8а"— 8|г.Ь*|г+. . . . 

Если  помножимъ  обѣ  части  этого  равенства  па  а+6+лг ,  то ,  въ  слѣдствіе  самаго 
опредѣленія  Факторіальныхъ  функцій,  найдется: 

(а+Ьуи-Цг  _ (а"Ір+Л1ап-,іг . Ь"г+№ла”-"г . 6і|г+ІУ8ап-8|г . Ь*'г+. .  .)(а+лг)т 

4”  (я”|г+Аг,ап— ,|г •  Ь,|г+Лаап— *|р . Ь*,р+ЛГ8ап— *|р.Ь*|р+ . .  .)Ь;  } 

съ  другой  же  сторопы 

а"|р(а+лг)  =  ап+,|р 

а"- ,|р(а+лг)  гг  ап— ,|р(а+п — і.г+г)  ГГ  ап|р+г.а"~,|р 
ап—1|р(а+лг)  гг  ал~іІГ(а+п^2  г+2г)  ГГ  а”-‘,р+2г.ая-1|р 
цО— а|р(д_|_лг)  —  ап— *|р(а+л^3 .  г+3г)  гг  ап-*|р+Зг.а”-*Ір 


а  также 

Ь—6,|р,  6,|Г.6=Ь*|Р— гЬ‘*р,  6*|г.6=Ь*ІР — 2г51|р  и  проч. 
По  внесеніи  этихъ  величинъ  въ  Формулу  (В),  получимъ: 


(') 
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(а+6)"+«|г  _  а"+ііг^уда"!гц_Г-ал— іі',)б‘|р+./ѴІ(а''— 1|р+2^.а',~1I')ЬI|^ 
+^V8(а"->^р+3  г.ап-*'р)Ь*'р+.... 

+ап|р.Ь,|р+ЛГІ(а',— ,|Р.Ь1|Р — г.а"- ,|Р.Ь,ІР) 

+Л1(ап— *к .  6*1 ' — 2г .  а"-* 1  р .  Ь*1  р)+ . . . . 

Располагая  найдепііое  разложеніе  по  нисходящимъ  порядкамъ  Факторіальной  Функціи  въ 
отношеніи  къ  а,  найдется  послѣ  надлежащихъ  сокращеній: 

(в+Ь)»+*Ір  =  лп+‘Ір+(ЛГ1+і)ап|г.6,|г+(Лг1+ЛГ1)а''— ||р.611р 
+(ЛГ8+іѴ1)ап-1'р.Ь*Ір+. . . . 

Наконецъ,  если  замѣтимъ,  что  суммы  ЛГ8— 1,  Nл-\-N^,  ДГв+ДГѵ - соотвѣтственно  изо¬ 

бражаютъ  биноміальные  коэффиціенты,  относящіеся  къ  порядку  л+І,  что  очевидно  слѣ¬ 
дуетъ  изъ  равенствъ 

ДГ.+І  =  л+І 

я,+и,  =  й=М  =  +ій=і> 

и  вообще 

у  .  »  —  (п-ИМп— «)..-(*-А+2> 

_  іТа7з.  .7* - ’ 

то  получимъ  Формулу 

(а+6)"+«!р  —  а"+«Ір+(в+|)в"|р  6,|р+^Ьа"-"р.6*Ір 

|  (я+1)л(я— О  дЯ— »|г^»|г  |  ^ 

доказывающую,  что  законъ,  выражаемый  разложеніемъ  (А),  справедливъ  вообще. 

Для  полученія  Формулы  (36)  [№  28],  стоитъ  только  положить  ггг — 1  въ  разложеніи  (А). 
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ПРИМѢЧАНІЕ  VI. 

Пусть  будетъ  2Х  какая  іш  есть  Фупкція  величины  х,  п  положимъ,  что  эта  перемѣнная 
независимая  получаетъ  постоянное  прпраиіеиіе  Лх  —  1.  Иа  такомъ  оспованіп  получпмъ 
рядъ  уравненіи: 

*х+і—*х  —  Аг  4*х+1— **2,  —  /Ягх+,— /Яг,  —  /Ргх 

2х+1— гх+|  =  ^х+г  — ^гх+|  =  -^гх+І  . 

г.г+*— 2х+а  =  Лгх+1  . 


г.т+, — гх+,_|—  Лгх+І_1 

пзъ  которыхъ  выведемъ  послѣдовательно: 

4іх  =  2Х+1— гх; 

г/*гх  =  4гх+1 — 4хх  —  (гх+1— гх+1)— (іх+І— хх) 
г/*г*  =  =  №х+г--4*х+і)—(4Іх+і  —4ъх) 

—  (2х+*— 2*-м) — (2х+а — 2Х+») — <2ж+» — 2х-ы)-Н2*+і — *х) 

-  2х+*‘—^2х+*Ч“32х_}_,— 2Х; 

Вообще,  разность  порядка  5  опредѣлится  слѣдующею  Формулою: 

—  г  —$  г  |  *(*-«>-  Ф-О(л-а)  _  \ 

х—  х+,  ,.2  2х+«->  ГО — **+*-*+••••  I 

„  -(-0'«-^„+М)Ч-  I 

положимъ  въ  частпостп 

такъ  какъ  Факторіальное  количество 

«{» — «К<е— 2). .  .(«-•+!) 
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доставляетъ  по  разложеніи  цѣлую  Функцію  степени  п  относительно  перемѣнной  х,  а 
[х(х—  і)(ав — 2). .  .{ш— п+1)]"' 

цѣлую  же  Функцію  степени  пт,  то  очевидно,  что  разность  порядка  з  выраженія  гх,  именно 
г/'г  обратится  въ  нуль,  когда  з  >  тп.  Дѣйствительно,  такъ  какъ  разность  порядка 
нт  лія  Функціи  2Х  будетъ  постояппая,  то  всѣ  дальнѣйшія  ея  разности  уипчтояіатся. 
II  такъ,  въ  силу  уравненія  (//),  получпмъ: 


(•) 


при  условіи  з >иіл  или  т<— • 

Посмотримъ  теперь  иа  какомъ  членѣ  прекратится  рядъ  (В),  когда  примемъ  х  —  0. 
Въ  этомъ  предположеніи  послѣдовательныя  состоянія  Функціи  2Х,  именно 


замѣняются  слѣдующпмп : 


которыя,  по  принятому  въ  №  36  знакоположенію,  соотвѣтственно  равнозначащи  с 

Такъ  какъ  общій  членъ  Р"‘и  этого  ряда  опредѣляется  Формулою 
рт  _  ^(м-1)(м-а).  ■  .0.— н-Н)^ 

то  прямо  видимъ,  что  Р"'^  обращается  въ  нуль  для 

(і  —  О,  ц  —  1,  /і  —  2, - ц  —  л— 1. 

И  такъ,  первый  неунпчтожаюшійся  членъ  будетъ  Ртп  —  I .  Слѣдовательно ,  въ  п| 
женіп  т  —  0,  п  при  условіи  иі< — >  Формула  (В)  приметь  видъ: 


О  =  Рт,-і.Рт„+‘± ■  ■  ■  ■+(— . 

Вторая  часть  этого  уравненія  тожественна  со  второю  частію  Формулы  (50)  [№  36]. 
Слѣдовательно,  согласно  съ  сказаннымъ  въ  упомииаемомъ  №,  величина  у,  изображающая 
полное  число  сложностей,  заключающихъ  въ  себѣ  всѣ  з  нумеровъ  лотереи,  обратится  въ 
нуль ,  когда  т  <  — »  пли,  чтб  всё  равно,  когда  з  >  тп. 

Для  полученія  вѣроятности  р,  что  въ  т  розъигрышей  лотереи  выйдутъ  всѣ  соста¬ 
вляющіе  её  5  пунеровъ,  предполагая,  что  при  каждомъ  розъигрышѣ  выходитъ  по  п  нуме¬ 
ровъ,  обращаемся  къ  Формулѣ  (47)  [14°  36].  Такъ  какъ  въ  силу  этой  Формулы  р  —  > 

н  какъ  съ  другой  стороны  у  опредѣляется  уравненіемъ 
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Я2І 

у  -  . ■+(-<)— =  <г.р~х , 

вг  которомъ,  по  пзятіп  разпостп  порядка  $,  должно  будетъ  положить  ®— 0,  то  и  получимъ 

„  = _ (— «+ОГ  ,гЛ 

-  [*(^ — «х* — я) . .(«— п+щ"  ■  сс; 

Въ  этомъ  пыражсніп,  повторяемъ,  должно  положить  х  —  0  по  совершеніи  дѣйствій,  озна- 
чепныхъ  знакомъ  А‘.  Формула  (С)  заключаетъ  пъ  себѣ  рѣшеніе  Лапласа*);  онъ  вывелъ 
еі*  изъ  уравненія  въ  конечныхъ  разпостяхъ,  доставляемаго  условіями  вопроса,  о  которомъ 
сеіі-часъ  упомянуто. 


*)  ТНіогіе  аппіуіи/нс 


РгоЬпЫШсі,  стр.  101-103. 
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ПРИМѢЧАНІЕ  VII. 

По  причинѣ  частаго  употребленія  разпостныхъ  уравненій  въ  Теоріи  Вѣроятностей,  мы 
предложимъ  здѣсь  нѣкоторыя  подробности  объ  ихъ  интегрированіи. 

§  1.  Уравненіемъ  въ  разностяхъ  называется  всякое  уравненіе,  заключающее  въ  себѣ 
перемѣнпыя  независимыя,  неизвѣстную  пхъ  Функцію  и  разности  этихъ  вс.іпчпиъ.  Если 
ограничимся  покамѣстъ  одиою  перемѣнною  пезавпепмою  х,  и  положимъ,  что  приращеніе  ея 
Ах  есть  количество  постоянное,  то,  изобразивъ  чрезъ  у  искомую  Функцію,  видъ  разност¬ 
наго  уравненія  будетъ: 

Р(х,  у,  Ау,  Л*у,  Л*/,. . .  —  0. 

Вмѣсто  разностей  Ау,  гРу,  А*у - можно  ввести  послѣдовательныя  состоянія  функ¬ 

ціи  у,  наблюдая  что 

Ау  —  у,— г.  Л*у  =  Ау,—Ау  =  (у» — У,) — (у, — у)  =  У,— 2у,4-у, 

А‘у  =  А*у, — Л*у  =  (У8— 2у*+У,)— {У— 2у,+Г)  =  Г,— 3у,+3у,— у  п  проч. 
Такимъ  образомъ  предъпдушее  уравненіе  прпметъ  видъ 

Д*.  У,  У,.  Уі,  У .■■■■)  =  0. 

въ  которомъ  преимущественно  и  разсматриваются  уравненія  въ  копечпыхъ  разпостяхъ. 

Разпостныл  уравненія,  подобно  дифференціальнымъ,  раздѣляются  на  порядки  п  на 
степени.  Порядокъ  опредѣляется  высшею  разпостію  Ату,  а  степепь,  высшею  степепью 
этой  самой  разности  ( Ату)п ,  входящею  въ  предложенное  уравненіе.  Такъ  пзъ  двухъ 
уравненій 

®*+у— (Ау)ш-{-х(А*у)*  —  0  и  у+«Ѵ,+*Гі- А  =  О 
первое  будетъ  третьяю  порядка  второй  степени,  а  второе,  второю  порядка  третей 
степени. 

Возьмемъ  въ  частности  уравненіе  втораго  порядка 

/№  У,  У, ,  У ,)  =  »• 
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Изъ  иего  выведемъ 

Г,  =  Г(®,  у,  у,),  У8  —  і(х-\-гІх}  г,,  у,),  у4  =  Г(х+ 2Лх,  уа,  у.)  а  ороч. 

Подставляя  послѣдовательно  на  мѣсто  у2,  уг - величины,  опредѣляемыя  этими  самыми 

уравненіями,  будетъ 

У*  =  9>(х>  У»  Г,),  У 4  =  Х(х,  у,  у,),  п  вообще  ул  =  ір{х,  у,  у,). 

Отсюда  заключаемъ,  что  изъ  разностнаго  уравненія  втораго  порядка  выводимъ  всѣ  члены  ряда 
Га»  У»,  У«.-..У„.... 

посредствомъ  велпчппъ  у  в  у,. 

Совершеппо  подобнымъ  образомъ  удостовѣримся,  что  пзъ  разностнаго  уравненія  /я-го 
порядка,  можпо  вывестп  послѣдовательные  члены  ряда 

У,„.  Ут-и»  Г„,+а - 

посредствомъ  предшествующихъ  т  члевовъ 
Г,  У,,  У„ 

изображающихъ  велпчшіы  произвольныя.  И  такъ,  безконечпый  рядъ 

Г,  Уі>  Уа»  У.---.У™-.,  У,„»  Ут-и »  У т+а'  •  •  •» 
къ  которому  приводитъ  уравненіе  въ  разностяхъ  какого  ни  есть  порядка  т,  заключаетъ 
въ  себѣ  /л  члеповъ  у,  у,,  у,,  у,.  ...у/м— ,,  совершенно  произвольныхъ. 

Подъ  интеграломъ  уравненія  т-го  порядка 

г,  гПу....^~г)  =  о  ші  Л*.  Г.  Г,.  Я-.-Г»)  =  О 

мы  будемъ  разумѣть  общій  членъ  упн.я  ряда 

У.  У,»  Уа*  •  •  "У< »і— і »  Уд»*  •  •  -У пн-/х*  ■  •  •  > 

выртжеииый  въ  фупкціп  перемѣнной  независимой  х,  произвольныхъ  велпчппъ  у,  у  ,  у  _ 
п  указателя  мѣста  ,  пли,  проще,  цѣлаго  числа  /г.  Сверхъ  того  мы  допустимъ, 

что  упомппасмыя  здѣсь  произвольныя  величины  постоянны,  то  есть  нс  заключаютъ  въ 
себѣ  произвольной  Фуикціп  Соз.^^?  нс  перемѣняющей  своего  значенія  при 

переходѣ  отъ  х  къ  х-\-/1х.  Такое  предположеніе  оправдывается  свойствомъ  всѣхъ  задачъ, 
которыя  рѣшены  въ  этомъ  сочиненіи,  гдѣ  х  предполагается  всегда  'цѣлымъ  числомъ, 
а  Лх~\.  Въ  этомъ  случаѣ  дѣйствительно  получится 

9>^5іп.^»  Соз.^)  =  5р(0,  1)  ~  Постоянной. 

II  такъ,  интегралъ  уравненія  въ  разностяхъ,  въ  приведенномъ  сен-часъ  смыслѣ,  дол¬ 
женъ,  для  полпоты,  заключать  въ  себѣ  столько  постоянныхъ  произвольныхъ  величинъ, 
сколько  содержится  единицъ  въ  порядкѣ  предложеннаго  уравненія. 
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Послѣ  сихъ  предварительныхъ  объяспепііі,  приступимъ  къ  самымъ  пріёмамъ  интегри¬ 
рованія.  Начпсмъ  съ  уравненій  перваго  порядка. 

§  2.  Пусть  будутъ  Рх  п  (2Х  данныя  Функціи  пезавпепмой  величины  х,  а  ух  неизвѣст¬ 
ная  Функція  этой  самой  перемѣнной;  сверхъ  того  положимъ  /іх~  1.  Ищется  интегралъ 
линейнаго  уравненія  перваго  порядка 

я*.  =  г,-г,+0,-  {/) 

Изобразимъ  чрезъ  Хх  и  гх  двѣ  новыя  неизвѣстныя  Функціи  х,  и  положимъ  у,  —  Хх .  гд ; 
найдется  у^,  ~  . 2Х+1 ,  п  слѣдовательно 

Х^.г^  =  Рх\ :х.гх+0х. 

Но  Хх+1  —  Хх-\-ЛХх,  почему  предъпдущее  уравпепіе  приметъ  впдъ 
Хх.*х+і-\-*х+1-4Хх  =  РхХх.гх+Ох 
или  Хх(гх+1—Рх.гх)-\-гх+1.4Хх—(2х  =  0. 

По  причинѣ  произвольности  одного  пзъ  множителей  Хх,  гх  величины  у,.,  можно  будетъ 
положить 

*х+—Рх.іх  —  0, 

и  слѣдовательно 

0*  =  о- 


Для  полученія  величины  гх,  составляемъ  рядъ  уравненій: 

=  Р^.х^ 


перемножпвъ 


г,  гг  Р0.г„; 
между  собою,  найдемъ 

гх  —  Рх-1Рх-1Рх-і--Р1Рого- 


Условимся,  для  сокращенія,  изображать  чрезъ  [Рд_,^  Факторіальпую  Фупкцію 

Р _ Рх_  г. .  ,Р0;  тогда  будетъ  гх+І  —  [Р^] . г0 .  Подставляя  эту  величину  въ  уравпепіе 

*  .  ЛХ  — 0  ~  0,  опредѣляющее  Хх ,  получимъ  ' 

ЛХх=  *&-. 

Ѵжі*  о 


Взявъ  интегралъ,  п  изобразивъ  чрезъ  —  постоянную  произвольную  величину,  найдется 

X,  =±  +  2*%-, 
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і  наконецъ,  по  причинѣ  ух  ~  Хх .  гх , 

г,  = 


°х\) 


(') 


Ес.ш  бы  рѣшсппое  сей-часъ  уравненіе  было  предложено  въ  водѣ 
^Г+Г/(*)  =  Р(х), 

подобномъ  Бернулліеву  дифференціальному  уравненію,  то,  замѣнивъ  Ау  разностію  у,— у, 
получили  бы  равенство 

Г,  =  [>— Л®)]г+^(*), 

которое,  по  сравненіи  съ  (А),  доставило  бы  Рх~  !—/(*),  <2х  =  Р[х).  Слѣдовательно, 
въ  силу  Формулы  (В), 


(«О 


Когда  коэффиціенты  Рх  и  <2Х  предполагаются  постоянными,  то  получаемъ  уравненіе  вида 
Гх+і  =  «Ух+Ь. 

ь  силу  Формулы  ( В )  интегралъ  его  будетъ 

Ух  =  а‘(С+±2а-), 


то  и  найдется  окончательно 

ух  =  Сат—~  , 

гдѣ  С  изображаетъ  постоянную  произвольную  величину. 

Интегрированіе  разностныхъ  уравненій  высшихъ  порядковъ  съ  коэффиціентами  перемѣн¬ 
ными  чаще  всего  представляетъ  непреодолимыя  затрудненія.  Случай  линейныхъ  уравненій 
съ  коэффиціентами  постоянными  и  съ  послѣднимъ  членомъ,  выраженнымъ  въ  Функціи  пе¬ 
ремѣнной  независимой,  разрѣшается  вполнѣ.  Изложим»  употребляемый  на  сей  конецъ 
способъ,  примѣнивъ  его  къ  уравненію  втораго  порядка. 

§  3.  И  такъ,  займемся  теперь  интегрированіемъ  двухъ  уравненій  втораго  порядка 

=  0  (д) 

“  =Л4  (Е) 

Начнемъ  съ  перваго  изъ  нихъ.  Пусть  будетъ  т  постоянная  неопредѣленная  величина,  и 


положимъ 
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ух  —  тх;  найдется  >*,+,  “  т*+1  и  У.гч-і  —  т*  ; 
подставляя  эти  значенія  въ  Формулу  (В),  получимъ 

тх+*-\-атх+1-\-Ътх  ~  0,  пли  тг+<ип-\-Ь  ~  0. 

Изобразимъ  чрезъ  т,  и  т,  корпи  послѣдняго  уравненія;  эта  корни  могутъ  быть:  1°  ве¬ 
щественные  неравные;  2°  вешествеппые  равные,  и  3°  мнимые  неравные.  Легко  видѣть, 
что  во  всѣхъ  трехъ  случаяхъ  сумма 

Схтх+Сгтгх, 

гдѣ  С  и  С  изображаютъ  постоянныя  произвольныя  велпчпны,  удовлетворяетъ  уравне¬ 
нію  (В).  Въ  первомъ  и  третьемъ  случаяхъ  опа  можетъ  быть  принята  за  полный  интегралъ 
уравненія  въ  разностяхъ  (В),  почему  и  будетъ 

Г=СЛ'+С,<,  (О 

а  во  второмъ,  по  прпчипѣ  она  теряетъ  свою  общиость,  потому  что  заключаетъ 

только  одну  постоянную  произвольную  величину,  выражающуюся  суммою  Сѣ-\-Сл. 

Чтобы  найти  полный  интегралъ  уравненія  (В)  въ  случаѣ  равныхъ  корней,  полагаемъ 
ух  —  тх.гх‘,  получимъ 

и1*+а.гл+,+аті*+'і.*гМ+Ьт,*  гх  —  О, 

<-аѴм+"'.-г«+.+4г»  =  «• 

Но,  „о  свойств,  уравненія  т*+шп+Ь=0,  шлющаго  оба  воряя  раввыс,  будетъ  я_— 2:я, 
о  Ь~т*і  слѣдовательно  найдется  просто 

*»*+>+**  =  °. 

и  какъ  Гл , 2гд  |  ,+*>■  —  А1*-,  то  “  получимъ 

А1гх  —  0,  откуда  2,  ~  Сх-\-Сгх. 

Поэтому,  при  равныхъ  корняхъ,  имѣемъ: 

у,  =  «с,+с,4  («,) 

Когда  корпи  уравненія  іп*+ат-|-6 ~  0  мнимые,  то  изобразивъ  ихъ  чрезъ  А+иѴ— 1 
п  я — рѴ—і,  Формула  (Г)  доставитъ 

ух  —  с^н-рѴ—  «Г+Са(А— /іѴ—іГ- 
Чтобъ  освободиться  отъ  мнимости,  полагаемъ 

Х-\-цѴ—  і  =  р{Соз.9>+8іп.9).У—  1),  гдѣ  р  =  Ѵі-'+Р*,  9  —  агс.1ап&.  -у  • 

Слѣдовательно 

(А+/мУ— 1)*  =  р*(Со5.у®+8іп.у®.У—  *)• 
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Совершенію  подобнымъ  образомъ  получимъ 

(Х—рУ—І)х  —  (>х(Соз.уа: — Зіп.ух.’И— 1), 


почему 

Г*  =  Л(С,+е,)С08.іра!+(СІ— С,)8іп.рт.у— I]. 

Згамшп,  нроизнмышя  пшпипы  С,+С,  и  (С,-С,)У- 1  постоянными  Ап  В,  найдется 
окончательно 

У  —  р*(/^Соз.9КЕ-1-В8іп.9гх). 

Положимъ,  напримѣръ,  что  шлется  интегралъ  уравненія 

Гх+і— бГх+.+ЭГх  =  О 

прп  слѣдующихъ  условіяхъ:  Го  =  1  п  Гі=2.  Такъ  какъ  уравненіе  т* — б/п+Э  —  О 
имѣетъ  корію  равные,  которыхъ  общая  величина  есть  3,  то  и  получимъ  въ  сплу  Формулы  (С) 

Уж  —  3  '(С.+С,*). 

Постоянныя  произвольныя  С,  п  Сл  опредѣляются  условіями  у0~  1  н  у,  —  2.  Подставляя 
О  п  1  на  мѣсто  х,  найдемъ 

*>  —  I  —  Сг  п  у,  —  2  ~  3(С,-)-Са),  откуда  Са  —  — -1 . 
Слѣдовательно,  искомый  интегралъ  будетъ 

г,  =  з-(1— і«). 


Д.ІЯ  интегрированія  уравненія  (Е)  унотребдяемъ  способъ  Атранжа,  состоящій  въ  из- 
мѣпеніц ^постоянныхъ  ороизво., ввитъ.  Призожомъ  его  къ  тая,  езуяаю,  когда  коря»  ура,- 
ненія  т'+ат+Ь  —  0  будутъ  вещественные  неравные.  I!  танъ  мы  пояагаемъ,  его  ищется 
интегралъ  уравненія 

Гх+а+а/зг+.+Ьу,  —  Дх) 

въ  томъ  предположеніи,  что  корпи  т,  и  тя  уравненія  т*+вт+6=г0  будутъ  веществен, 
иые  неравные.  Принимаемъ  за  искомыя  ннтеградъ  Форму,,  (Е)  съ  тою  тозкно  разницею 
ото  постоянныя  вс.штшш  С,  и  С,  замѣняемъ  въ  ней  неизвѣстными  Функціями  А  и  В 
перемѣнной  независимой  х.  II  такъ,  получимъ 

г,  =  4л*+*л*.  (/) 

Отсюда  выведемъ  V  / 

„  Ягн  =  Л„+,  ■  м  ,'+‘+*^н 

Г,+,  =  №х+АА,)т,*+<+(В„+АВ,)т‘+‘.  (*) 

Танъ  какъ  въ  ВС.ШЯИПУ  у,  входятъ  двѣ  неопродѣделныя  Функціи  А,  и  между  тѣмъ 
какъ  наддеянпъ  удоидетворитъ  одному  тодкко  усовію.  именно,  преддожеш, ом, 'уравненію  (Е), 
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то  мы  имѣемъ  полное  право  располагать  одиою  пзъ  этпхъ  Функцій,  плп,  подчинить  ихъ 
какой  либо  взаимной  зависимости.  Простѣйшее,  п  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  напвыгодиѣншес  пред¬ 
положеніе  будетъ  то,  что  величина  уж+1  сохранила  тотъ  же  видъ,  который  имѣла  для 
уравненія  (В),  ие  заключающаго  въ  себѣ  члена  Дх).  Для  этого  должно  въ  Формулѣ  (К) 
уравнить  нулю  члены,  происшедшіе  отъ  измѣняемости  Ах  и  В ѵ.  Поэтому  будетъ 

ух+1  =  т1А3т*~ \гт9В^л*  (ь) 

и  т1 .  т*ААх-\-т% .  т*АВх  —  0.  (і»/) 

Слѣдовательно,  для  величины  ух+2  найдется  выраженіе 

УѴм  =  ».Ѵ.+ЛЛф)»,*-Н»а’(®,+ЛВ>,'. 
ум  =  щ'АІ.т‘+т^В,.п’+т,'.т’АА,+т%'.т‘АВх.  (іѵ) 

Подставляя  величины  для  ух,  у^,  и  у^,  опредѣляемыя  Формулами  (/),  (I),  (ІѴ)  въ 
уравненіе  ( Е ),  получимъ 

у/х/я1'г(ш1*-1-ат,-1-Ь)+і?ян»1*(т1*-Нил1+Ь)+п,і* .  т*АА:-\-т* .  тгхАВх  —  Дх), 
п  какъ  от,*4-вія,-+6=:0,  та*'4чіи^-|-6  ~  0,  то  п  получимъ  просто 
т*  .т*ААх-\-т*  .т*АВх  —  /(х). 

Это  уравненіе,  вмѣстѣ  съ  ( М ),  послужитъ  для  опредѣленія  разпостсй  ААХ  п  АВГ.  Рѣ¬ 
шивъ  ихъ,  найдется 

лл.  =  .  л»„  =  - 

откуда 

Л,  =  К  = 

разумѣя  подъ  С,  п  С2  постоянныя  произвольныя  величины.  II  такъ,  интегралъ  нредло- 
женпаго  уравненія  будетъ 

у,  = 

Положимъ,  напримѣръ,  что  дано  уравненіе 

Умъ,— 6Г«..+8Г»  = 

для  котораго 

«,  =  »,  »»,  =  2,  Дх)  =  «• 

УѴ=С. .  І*+С, .  Г+  і  {  *—■»-* .  ж— 2*-'Е2— .  ю } , 


Слѣдовательно 


ПРИМѢЧАНІЯ  КЪ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


432 

п  какъ  съ  другой  стороны 

Яг*.я  =  — Р*  (12x4-4),  22~*  .х  —  — 2.2-х(аН-І), 

то  п  получпмъ  окончательно 

уя  =  С, .  4Х+С, .  2х -1  -і  • 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдется  интегралъ  уравненія  (Е)  и  въ  тѣхъ  слу¬ 
чаяхъ,  когда  корнп  уравненія  СТ*-(-о/п-)-6  —  0  будутъ  равиые  нлп  мнимые. 

Способъ,  пзложепиый  въ  этомъ  параграфѣ,  можетъ  быть  проложенъ  къ  интегрированію 
линейныхъ  уравненій 

Гя+т+агя+т_1-И'У'я+/,І_1-1-...+*Гх+ІЧ-Ігя  =  О 

“  Ух+т+*Ух+а^-х  +ЬУх+п,-*+  •  •  •  •  Ч -ЬУх+х+Ьх  —  Л*) 

какого  нп  есть  порядка  ш.  Это  распространеніе  не  представляетъ  пп  малѣйшаго  затрудненія. 

Иногда  рѣшаемые  вопросы  приводятъ  къ  разсматриванію  нѣсколькихъ  разностныхъ 
уравненій  съ  такимъ  же  числомъ  неизвѣстныхъ  Функцій  одной  перемѣнной  независимой. 
Подобныя  уравненія  называются  совокупными.  Способъ  мпожптелей,  употребляемый  для 
интегрированія  совокупныхъ  дифференціальныхъ  уравненій,  равно  прилагается  и  къ  разност¬ 
нымъ.  Не  останавливаясь  па  этомъ  предметѣ,  отсылаемъ  читателей  къ  №  51  нашей 
книги ,  гдѣ  они  найдутъ  промѣръ  рѣшенія  трехъ  совокупныхъ  уравненій  въ  конечныхъ 
разностяхъ. 

§  4.  Предложимъ  теперь  нѣкоторыя  понятія  объ  способѣ  Лагранжа  для  интегриро¬ 
ванія  уравненія  въ  частныхъ  разиостяхъ,  такъ  часто  встрѣчающихся  въ  вопросахъ  изъ 
Анализа  Вѣроятностей. 

Пусть  будетъ  ух>,  нѣкоторая  Функція  двухъ  перемѣнныхъ  независимыхъ  х  п  I;  выра- 
жсиіс  УѴн,/  изобразитъ  значеніе  этой  самой  Функціи,  когда  измѣнимъ  въ  ней  х  въ  ®-Н, 
не  перемѣняя  I;  ух<1+1  будетъ  озпачать  повое  состояніе  Функціи,  получепное  отъ  измѣненія 
/  въ  14-1,  ие  перемѣняя  х.  Разности  Ух+иг-Ух,,  п  Ух,і+і — Ух,п  изображаемыя  соот¬ 
вѣтственно  чрезъ  Ахух>1  и  АуХІ,  называются  частными  разностями ,  первая,  въ  раз¬ 
сужденіи  х,  а  вторая,  въ  разсужденіи  1.  Когда  желаемъ  означить,  что  въ  разсматриваемой 
функціи  перемѣнная  х  измѣнилась,  положимъ  въ  х4-т,  а  1  въ  1-(-л,  то  пишемъ  просто 
Ух-нп,е+а-  Всякое  уравненіе,  заключающее  въ  себѣ  перемѣнныя  независимыя  величины  о 
ФУНКЦІИ  Ух,і>  Ух+і,п  У х,і-н •  /*+«,«-•  "  проч.,  называется  уравненіемъ  въ  частныхъ 
разностяхъ. 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


433 


Такъ  какъ  въ  ГЛАВѢ  III  нашей  книги  читатели  найдутъ  достаточное  чп 
іхъ  вопросовъ,  зависящихъ  отъ  интегрированія  подобнаго  рода  уравненій,  і 
ічимся  здѣсь  общими  замѣчаніями  и  поясненіемъ  теоріи  одппмъ  примѣромъ. 

Положимъ,  что  разсматривается  слѣдующій  двойной  рядъ,  происходящій  і 
е ,  о  двухъ  переиѣппыхъ  независимыхъ  х  и  I: 

уві0  У,,  о  Уі,  о  У  1,0 . Г*, О  Ух+1,0 . 

У»,,  У*,. . Ух,х  Ух+і,і . 

Га, а  У *,а . Ух.  а  ?*+«,» . 


У*.г 


Ух- ид 


»  рѣшен- 


(о) 


)  двойнаго  ряда  выражается  . 


ь  уравненіемъ  между  с 


Ух,І  •  Ух+1,1  '  Ух, 1+1 ...  .у Х+ЯІ,І  »  Ух+т — |,ж  і,Нч!  I 

соотвѣтственно  умноженными  па  постоянные  коэффиціенты.  Такого  рода  ряды  Лагранжъ 
назвалъ  двойными  возвративши  ( вегіез  гесиггепіев  йоиЫез). 

Для  примѣра,  пусть  будетъ  линейное  уравненіе  въ  частныхъ  разностяхъ 

Зт„.  =  .  (?) 

въ  которомъ  А,  В,  С,  В  изображаютъ  постоянные  коэффиціенты.  Положимъ 
Ул„  =  асГ/31, 

принимая  а,  и  и  /3  постоянными;  наіідется 

Ух_и,  =  ас^-'/З',  Ух,і—і  =  «в*!**"1»  Ух-і,,-,  —  аих-'^~\ 

и  уравненіе  (Р),  по  раздѣленіи  на  аах~‘/3'~1,  приметъ  видъ 
Ла/3  =  ВР+Си+О. 

Опредѣіяя  отсюда  одну  изъ  велпчипъ  посредствомъ  другой,  иапрпмѣръ  /3  чрезъ  и,  получимъ 

/9  =  §±3. 

и  слѣдовательно 

Ух,/  — 

Въ  этомъ  частномъ  выраженіи,  удовлетворяющемъ  уравненію  (Р),  величппы  а  и  о 
произвольныя ;  ихъ  можно  замѣнить  сколькими  угодно  новыми  системами  а  а  и ,  а  п  в  , 
а"'  и  и"  и  такъ  далѣе.  Сумма 


дцт/ЛЧ -у 
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г,„ = тхйа)'+«'“Ч1Й7+“"“"'(Й^)'+ . 

въ  слѣдствіе  линейнаго  вода  разсматриваемаго  уравненія,  также  удов.іетворптъ  ему.  Раз- 
_  /0+Са\‘ 

ложпвъ  количество  (.  _д  1  по  нисходящимъ  степенямъ  величппы  и,  получится  рядъ 

(Й5У  =  Ѵ+ту'-,+ ту-'+  ту-’+ . 

гдѣ  Т0,  Т, ,  Та,  Та. . . .  изобразятъ  извѣстныя  Функціи  псремѣпноіі  I.  На  такомъ  осно¬ 
ваніи,  приведенная  сеіі-часъ  величина  для  уХІ,  приметъ  видъ: 

Г.,,,  =  Т0(«а'-«'+«Ѵ''«,Н-«'Ѵ"+«+....)  \ 

+т,(«^-м«+<. >  (е) 

+Т,(«.'+"-+о Ѵ'+"-+«Ѵ"+"-+. . . .)  | 

Замѣтимъ  теперь,  что  коэффиціентъ  величины  Т0,  именно 

аих+,,І-\-а  и  х+И'-\-а"и  . . . 

есть  нѣкоторая  Функція  показателя  х-\-цІ,  общаго  всѣмъ  его  члеиамъ.  Изобразимъ  эту 
функцію  чрезъ  <р{х-\-иІ).  Коэффиціентъ 

аи*+І‘І-і+а'а'*+І‘>-1+а''и''х+И>-1+ш  . . . 

при  Т,  изобразитъ  очевидно  ту  же  самую  Функцію  показателя  х-\-ііі — 1 ,  и  такъ  далѣе. 
Слѣдовательно 

Ух,,  =  Т0ір(х+рІ)+Т/р(х+рІ—1)+Тлф+рІ^2)+. ...  (л) 

Легко  видѣть,  что  Функція  <р  будетъ  произвольная.  Дѣйствительно ,  замѣтимъ,  что 
интегралъ  (())  удовлетворяетъ  уравненію  (Р)  независимо  отъ  частныхъ  значепій  постоян¬ 
ныхъ  величинъ  а  и  а,  а'  и  а,  а'  и  а”,...,  а  единственно  потому  что  члены,  заключаю¬ 
щіе  одинаковыя  степени  количествъ  а,  а,  а" _ взаимно  уничтожаются  по  впду  коэф¬ 
фиціентовъ  Т0,  Т, ,  Та _  Тб  же  самое  случится  и  съ  Функціями  у>(х-\-//І), 

<р(х-\-/гІ — 1),  <р(х-\-цІ — 2) - :  по  впесевіи  въ  уравненіе  (Р)  величинъ  уХІ, 

Ух,#-, ,  Ух—у ,  опредѣляемыхъ  Формулою  (Л),  коэффиціенты  при  (р(х-\-рІ),  <р(х-\-рІ — 1), 
<р{&\-цІ — 2)  —  уничтожатся  въ  слѣдствіе  существующей  зависимости  между  Т0 ,  Т, ,  Тѵ... 
точно  такъ,  какъ  еелнбъ  разсматривались  коэффиціенты  при  различныхъ  суммахъ 
аах+ИІ-\-аах+І“-\- . . . . 

. . . 

аих+>и-'+аи'х+>1'-'-\-. . . . 
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Если  въ  выраженіи 

положимъ  <~0,  то  получимъ 

Г,, О  =  ок *Н-Л*+.  •  ■  •  =  ?(*)■ 

Слѣдовательно  вообще 

Ф+/1І-П )  =  . 

и  интегралъ  (В)  приметъ  видъ 

Г„,  =  Т^л„+ТЛ+„„,„+Г,Г^.,«,.+  -  •  •  ■  (» 

Объяснивъ  съ  подробностію  выводъ  интеграла  (5),  можпо  будетъ  въ  приложеніяхъ 
сократить  рядъ  сужденій  слѣдующимъ  образомъ:  дано  ураваеніе  (Р):  для  отысканія  его 
интеграла,  полагаемъ  ух<,  откуда 

Ух-,,#  =  Гхд-,  =  У,-,,,-,  = 

Внесеніе  этихъ  величинъ  въ  (Р)  доставитъ  уравненіе 

Ли$  —  Д/?+Са+0, 

пзъ  котораго  выведемъ 


п  слѣдовательно 

Положимъ,  что  разложивъ  110  ипеходящииъ  степенямъ  а,  получили 

=  т0«м,+т,с^/-1-4-т1а'"-*-і--  •  •  ; 

отсюда 

ух)  —  Т0«х+'"+т,“дг+'"-‘+т»“Л:+/"_1+  ■  •  •  • 

Наблюдая  же  что  ул  0  =:  «*,  п  вообще  у„,0  ~  в"*,  паіідсмъ  окончательно 
Ух,/  —  ^оУ*+я/,в-Ь^іУх+/і#— і,0“Ь^*Ух+/«/— »,в”Ь. 
согласие  съ  Формулою  (5). 

Полное  опредѣленіе  питеграла  уравненія  (Р)  посредствомъ  Формулы  (5)  требуетъ, 
чтобы  извѣстны  были  всѣ  члены  ухЧ.^>0,  У*+„/_,,0»  Ух+///-»> о*  •  •  •  первой  горизонталь¬ 
ной  строки  двойнаго  ряда  (0),  начииая  отъ  члена  у^+^/.о  >  п  ИДП  огь  правой  руки  къ 
лѣвой  не  только  до  члепа  у00,  но  даже  продолжая  эту  строку  неопредѣленно  для  отри¬ 
цательныхъ  указателей  х.  Слѣдовательно,  въ  общемъ  случаѣ,  у  ,  выразится  безконечнымъ 
рядомъ.  Иногда  же  этотъ  рядъ  будетъ  состоять  пзъ  ограниченнаго  числа  членовъ,  что 

55* 
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случилось  бы,  напримѣръ,  еслибъ  ух0  постоянно  обращался  въ  нуль  для  отрицательныхъ 
указателен  х.  Рядъ  (5)  будетъ  также  конечный,  если  Л  —  0  пли  В~  0. 

Полагал  А  —  О,  найдется 

6ЭУ=(-Щ«+*)'= 

(- т)  (к“'+‘,?=г-“'-'+тт1-5й-“'_,+-  ■  .+І—.0+І  )і 

слѣдовательно,  въ  силу  Формулы  (5),  для  уравненія 

Я/.*-, ,,+ Сг.г,/_,Ч-Пг.г-і =  О, 

получпмъ  интегралъ 

Ух>1  —  (—  й)  { ^^'г+/,о+'-§7=1  -Гх+/-.  ,о+П7^-)-|т^-Гх+/-і,о4-  •  •  •  • 

+*'Ъ^+і.о+Ух,о )  • 

При  В  —  0,  уравненіе  ( Р )  приметъ  видъ 

Ауг>1  —  Сг,./_14-Пу_г_і(_і; 

полагая  ух,—  о*/?',  будетъ 

Аа@  —  С«+П,  откуда  —  Са~^д, 

и  слѣдовательно 

г,,,  =  <‘Х?2г)'= 

Разложивъ  ('"у")  і  и  запѣнивъ  погонъ  каждую  степепь  выраженіемъ  у„,  0,  получимъ 
=  (н)  {§-^,о+'-2=1-Гд_,,0+  тх*-§5-У_вд+. . . . 

+‘'-§’7Ѵ-,+, ■ 

Опредѣленіе  пропзвольпыхъ  Функцій  г,+„.,,  »■»+„.„ .  къ  общемъ  пнтеграл*  И 

аавпепгь  отъ  частный,  условіи  рѣшаемаго  вопроса.  Въ  №14“  38,  39  п  40  предложены 
примѣры  этого  опредѣленія.  Тамъ  же  читатели  иайдутъ  приложеніе  объясненнаго  въ 
атоиь  параграф*  способа  въ  потегрирооапію  лщіеііпаго  уравиопія  перваго  порядка  съ  тропя 
пезавпепнынп  велпчпва.ш,  а  равно  рішепіе  одного  раапостпаго  уравненія  второго  порядка. 
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ПРИМѢЧАНІЕ  VIII. 

Имѣя  уравненіе  [№  40] 

*  -Р‘-  Г_,,о+‘Р'_,9  •  Г-н-1, о+  Р'~У  ■  Г-н-в.оЧ- .  (А) 

изъ  котораго,  въ  слѣдствіе  условія  у0  0  ~  1 ,  выводимъ  послѣдовательно 

РУ-,, о  =  * 

рУ-1,0  =  ‘—2 рд 

р'У-3,0  =  ‘—3 РЧ 

Р*У — «,о  =  1— 4р7+2рѴ 
р’У-,,0  =  1—5рч+5 рѴ 


должно  вывести  общее  выраженіе  для  р'.у_/0. 

Легко  видѣть,  что  разложеніе  величины  р' .у_/0  должно  простираться  по  возрастаю¬ 
щимъ  степенямъ  произведенія  рі],  и  что  первый  членъ  его  будетъ  равепъ  1.  На  такомъ 
основаніи  полагаемъ 

РІщУ—і,о  —  *+А, •М+Др-РѴ+Сі.рУ-Ь---.  (в) 

разумѣя  подъ  А,,  В,,  С, - неизвѣстпыя  Функціи  перемѣнной  I.  Измѣняя  въ  этой  Фор¬ 

мулѣ  I  въ  I — 2,  I — 4, . . . . ,  получимъ  послѣдовательно : 

р'~'-у-нъ»  =  ‘+Л-1р?+йр-І-рѴЧ-С/_1.рѴЧ-  •  •  •  ■ 
р'-*.у_,+4і0  =  1+АІ_1.рЧ+В(_і.річ'+С,~і.рУ+. . . . 

Внесемъ  теперь  наііденпыя  величины  для 

я'-Г_/,о  .  р'~%  У-,+1,0  ,  р'-*.у_/+4|0 - 

въ  Форму.іу  ( А );  располагая  разложеніе  по  степенямъ  рд,  найдется 
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і  =  і+(^+і)р?+№+Ч-,+'іЙі>Ѵ 

+  ■  •  ■ 
'Гакъ  какъ  это  урависше  должпо  быть  тожественное,  то  получимъ 
О  =  А,+1 
о  =  ВгИЛ-гІ- 

о  =  с, +(«,_,+  ^->^,+-'(.~||1(.га> 


Отсюда  выведемъ  А,  ~  — I,  и 
по  причинѣ  Ае_і  — — (( — 4)  п 
далѣе.  Внесеніе  этихъ  величинъ  въ 
р'-У-і 0>  именно: 

р'-У-и  =  *— ‘Я+тх-рѴ-- 

+(-У 


— (* — 2),  то  найдется  потомъ, 


— д-“=шы>,  С(=_а^а,  „  „„ 

уравненіе  (В)  доставитъ  искомое  разложеніе  для 


с(і- 


-рѴ+-г?мГ  -№+•■•  ( 

-8)...(<-2т+«)_, 


1.2.З.. 


-Р  7  • 


О) 
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ПРИМѢЧАНІЕ  IX. 

§  і.  Аліебрическій  Анализъ,  въ  обшпрпомъ  смыслѣ,  имѣетъ  предметомъ  изслѣдованіе 
Фупкцій,  происходящихъ  отъ  конечнаго  числа  алгебрпческпхъ  дѣйствій  надъ  данными  коли¬ 
чествами.  Алгсбрпчсскпмп  дѣйствіями  называются,  какъ  извѣстно,  сложеніе,  вычитаніе, 
умноженіе,  и,  какъ  частный  случай  сего  послѣдняго,  возвышеніе  въ  цѣлыя  положитель¬ 
ныя  степени,  дѣленіе,  п  наконецъ  рѣшеніе  уравненіи,  изъ  котораго  проистекаетъ  извле¬ 
ченіе  корней.  Трансцендентный  Анализъ  пли  Интегральное  Исчисленіе  занимается  свой¬ 
ствами  Функцій,  получаемыхъ  посредствомъ  тѣхъ  же  дѣйствій  алгебрпческпхъ,  по  повторенныхъ 
безконечное  число  разъ.  Всѣ  упоминаемыя  дѣйствія,  кромѣ  рѣшенія  уравненіи,  могутъ  быть 
отнесены  къ  сложенію;  поэтому,  приступая  къ  изложенію  началъ  Трансцендентнаго  Ана¬ 
лиза,  должпо,  прежде  всего,  показать  происхожденіе  и  главныя  свойства  новыхъ  Функцій, 
раждающпхел  отъ  повторенія  въ  безконечномъ  числѣ  этого  первоначальнаго  дѣйствія.  На 
сей  конецъ  предложимъ  себѣ  слѣдующій  вопросъ : 

Дана  пѣкоторая  Функція  _/[х),  непрерывная  между  предѣлами  х0  и  X,  и  которая  мо¬ 
жетъ  быть  вычислепа  для  всякаго  значенія  х,  заключающагося  между  х0  и  X.  Требуется 
опредѣлить  среднюю  арпометп ческу ю  величину  для  /( х ),  предполагая  что  пепрерывпая 
перемѣнная  х  переходитъ  чрезъ  всѣ  возможныя  степени  велпчшгь,  начинал  отъ  х~х0 
до  х—Х. 

Для  рѣшенія  вопроса  падлежало  бы  сложить  всѣ  возможныя  значепія  Функціи  /[х), 
измѣняя  перемѣнную  х  отъ  х0  до  X,  и  потомъ,  сумму  этихъ  значеній  раздѣлить  на  *пхъ 
число.  Но  такъ  какъ  между  х0  и  X  заключается  безконечное  множество  чиселъ,  то  опре¬ 
дѣленіе  искомой  средней  ариѳметической  величины  потребуетъ  безконечнаго  числа  сложе¬ 
ній  и  одного  дѣлеиія  на  безконечно  большое  чпело.  Посмотримъ  къ  чему  приведетъ  насъ 
дальнѣйшее  развитіе  этихъ  условій. 
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Изобразимъ  чрезъ  в  приращеніе  количества  ж,  п.ш,  иначе,  разность  двухъ  послѣдова- 
те.іыіыхъ  значеній  этой  перемѣнной.  Непрерывность  чпсла  а:  требуетъ,  чтобы  прпращеніс 
«  было  менѣе  всякой  данной  величины,  то  есть  ко.шчество  безконечно  малое.  Еслп,  между 
дапиымн  двумя  предѣлами  х0  и  X,  включимъ  безконечное  число  іл — 1  величинъ,  составляю¬ 
щихъ  ариѳметическую  прогрессію,  и  примемъ  за  разность  ея  упоминаемое  приращеніе  в, 
то  отъ  х  —  х0 ,  до  х  ~  X  исключительно,  получимъ  т  членовъ 


*о>  *.+«>  *о+2е,  «0+Зв,...  ш0+[ія-І]в, 
которымъ  будутъ  соотвѣтствовать  слѣдующія  значенія  Функціи  _Дж) : 

Л<°.).  /К+*>.  Ж+И  Ж4^Я.- •••/(«.+[»-<]*)• 

На  такомъ  основаніи,  означивъ  зпакопо.іожсвіемъ  М/(х)  среднюю  ариѳметическую  ве¬ 
личину  Функціи  _Дж)  отъ  х0  включительно,  до  X  исключительно,  получимъ 
М/(х)  —  Л*о>+Л*о+0+Лг0-|-*Н- . .  .+Лх0+[ш-  <Р) } 


ЧМ  =ЖНЖ+0+Ж+*0+-  ■ 


(4 


ь  уже  сказано,  изображаетъ  безконечно  больше 

=  х-‘. 


Положимъ  теперь, 


С) 

е;кду  х0  п  X  включили  какое  пп  есть  коиечиое  или  безконеч¬ 
ное  число  п  I  новыхъ  значеиШ  ж, ,  ж2,  хг - ®„_,,  перемѣнной  х,  напп санныхъ  въ 

возрастающемъ  порядкѣ.  Еслп  означимъ  чрезъ  т,  число  величинъ  х,  отъ  х  до  ж 
исключительно,  чрезъ  піг,  та. .  .т„  подобныя  чпсла  относительно  предѣловъ  жиж, 
хз  п  **»••••*„_,  и  ЛГ,  то,  удержавъ  прежнее  знакоиоложеніе ,  получимъ  въ  силу  Фор¬ 
мулъ  (X)  и  (В): 

щЦ/\х)  =  У(х0)+/(*0-1-*)-|-Л«0+2*)+-  •  .+Л*„+К-*]«) 
тгЧГ(х)  -  Л®.Н-/(*.+0+Л*.+2*)+ .  •  .+Л*.+К-1» 
т^Дх)  =  /М+/(а!.+*)+Л«'->+20+-  ■  -4Ж+0»,— Ч*) 

т.  «М  =  Л^-.)+Л*„-.-Н)+Л^.+2‘)+ ■  ■  ■  +Ж-, +[»-*>)  ] 


(с) 
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Сложивъ  уравненія  (Б),  найдется 

т,-|-/л,Ч-т3-1-. . .  — тя  “  Х  -°  =  т. 

Далѣе,  замѣтивъ  что  сумма  вторыхъ  частей  уравненій  (С)  равна  второй  же  части  Фор¬ 
мулы  ( А ),  получимъ 

тЩх)  -  т1Л/>(ж)+Щ^/(ж)+т^(ж)-(-. .  .+т„МДх). 

Наконецъ,  внеся  па  мѣсто  /и,  іи,,  іи,,  іи,. . .  ,т„  пхъ  величины,  опредѣляемыя  Формулами 
(В)  и  (Б),  и  освободясь  отъ  в,  будетъ 

Вотъ  основная  Формула,  показывающая  какимъ  образомъ  можно  всякую  среднюю  ариѳме¬ 
тическую,  помножеппую  на  разность  предѣловъ,  разлагать  па  подобныя  же  произведенія 
при  раздробленіи  первоначальныхъ  предѣловъ  персмѣппой.  Необходимо  замѣтить,  что 
сумма,  составляющая  вторую  часть  уравпепія  (Е) ,  ие  измѣнится,  во  первыхъ,  сколько  бы 
мы  не  включили  промежуточныхъ  чиселъ  ж,,  ж,,  ж,....жп_,  между  х0  а  X,  а  во  вто¬ 
рыхъ,  каковъ  бы  ни  былъ  законъ  измѣненія  этпхъ  чиселъ,  потому  что  во  всякомъ  случаѣ 
опа  равна  постоянной,  совершенно  опредѣленной  велпчшіѣ  (ЛГ — х0)1І/(х). 

Положимъ  теперь,  что  число  промежуточныхъ  велпчпиъ  ж,,  ж,,  ж, - ж„_,  безко¬ 

нечно  велпко,  п,  въ  этомъ  предположеніи,  разложимъ  разность  X — ж0  на  элементы 
ж, — ж0  ~  </ж0,  ж, — ж,  —  Дж,,  ж, — ж,  “  <2хх. . .  .X — ж(І_,  ~ 

Формула  ( Е )  приметъ  видъ: 

X  х,  .г,  х,  X 

(Х—х0)М/(х)  —  гіж0Л(/‘(ж)+(Іж,Л//(ж)-|-іж1Л//(ж)4-...+«Іхп_1  Л/ Дж). 

Съ  другой  яю  стороны,  такъ  какъ  вообще  срсдпяя  ариѳметическая  Л/Дж)  будетъ  болѣе 
наименьшаго  и  мепѣе  наибольшаго  зпачепія  функціи  Дж)  между  предѣлами  а  и  Ь,  то,  по 
причинѣ  ея  непрерывности,  получимъ 

М/[х)  —  Д<*-|-Х[Ь— о]),  гдѣ  Л>0  и  <  I.  (р) 
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И  такъ 

(Х-х0)МДх)  = 

&оАхо+К^о)+^іАхі+К^і)+^хЛхі+К(іх*)+  •  •  • 

гдѣ,  какъ  п  выше,  Я0,  Я(,  Я1....Я(|_)  изображаютъ  по.ю;ките.іыіыя  числа,  мёиыпія 
сдшшцы.  Но 

Л®о+М*о)  =  /Ы+М®»/  (®о+АѴ*®«) : 

поэтому,  есдв  предположимъ,  что  Функція  /'(х),  равно  какъ  /{ х ),  остается  непрерывною 
между  предѣлами  х0  и  X,  и  означимъ  вообще  конечную  величину  Я;уу(х,-)-Я'1Лг;)  чрезъ  б,і 
то  получимъ  рядъ  равенствъ 

/(х0+я0йх0)  =/(х0)+о0ах0 
/(х.+Я^,)  =/(х,)+(21Лс1 
/(®*+Я1Лс1)  —  _Дх1)4-  (З^Х2 

/(«„ч+я^Лс,.-,)  =  Л-.)+С»-і‘Ч-. , 
въ  силу  которыхъ  предъпдущее  уравненіе  обратится  въ  слѣдующее: 

(Х-х0)Л//(х)  =У(х0)гіх0+/(х1)Лг,4-/К)^+-  •  •  .+/(х„_,)гіхп_1 
+60<ЧЧ  б.^.Ч-бА^-Ь ■ . .  .+Оп_1(іс,,_1 . 

Легко  видѣть,  что  сумма 

/(Хо^о+Л®!)4*®^-.  •  •  -"Ь/(®«-іУ®„-і 

равна  среднему  зпачепію  Функціи  /(х)  между  предѣлами  х0  и  X,  помноженному  на  ихъ 
разность  X — х0.  Дѣйствительно,  изобразивъ  чрезъ  А  наименьшую,  а  чрезъ  В  наиболь¬ 
шую  велпчппу  функціи  /(х),  найдется 

/(®о)Й®о+Л®і)Й®і+ - 4 /(*„_,)<&„_,  >  (Лс04- гіх,4- - 

п  /(®о)‘Ц,+/(®.)Агі4--  •  •  •  -+/(хп-,)<Ьп-,  <  (<*®о-Н®,+  •  ■  •  •  +Лсп_,)В. 

Но 

Дх0-|-Лг1-|-Д®14- _ ^ — хф; 

слѣдовательно,  сумма  /(®0)Лс0-+Л(х1)(1г1-|- .  •-\-/(хІІ_І)іх„_1  заключается  между  предѣлами 
(Х-х0)А  и  (Х-х0)В, 

и  поэтому 

•  •  ■М&іЩк*  =  (Х-чЗ/К+И*-! ».]>. 

гдѣ  0>О  и  <1. 
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Что  касается  до  суммы 

0ойхо1— ЬОі4*®,*— Ь — 4-бя-»Лв*л-1  • 

то,  по  причинѣ  безконечно  малой  величины  элементовъ  йх0,  йх1 .... йхІІ_1 ,  она  должна 
быть  откинута.  И  въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  бд<*®л  будетъ  наименьшая,  а  О^йх^  наиболь¬ 
шая  изъ  величинъ  (20Дх0 ,  бі^®і*  •  ■  а6»— і^®л— і*  Полупимъ 

в0<ц,ч-е,<*®,ч-.  •  •  •4-б,^-,‘^гп-і>(Лсо-н®і+-  •  •  •+<**„_  і)бл*?д 

И  богі®о*+01‘і®і1+-  •  •  •+б„-,Лс*п-1<(й®о+Лс1+-  •  •  •+<*®л-і)бЛ  • 

И  такъ,  сумма  бо^оЧ-б,  «*»,*■+ -Ьбп-, «***„_, ,  заключаясь  между  двумя  безко¬ 
нечно  малыми  величинами  (X—  х0)бд*:д  »  (X— х0)б/Ц,,  бУД сгь  03,13  безконечно  малая. 
Отбросивъ  сё  въ  сравиеиіп  съ  конечною  величиною  /(х0)ііх0-\-/(х1)^х1-\-...-\-/(хІІ_І)іхп_1 , 
получимъ  просто 

(Х-^,У»1Дх)  =  - +Ж-0*>~і  ■  («) 

Вторая  часть  этого  уравненія  называется  опредѣленныя»  интеграломъ,  п  изображается 
знакоположеніемъ 

/*/№■ 

которое  слѣдовательно  озвачаетъ  сумму  всѣхъ  возможныхъ  значеній  произведенія /(х)іх 
между  предѣлами  х0  и  X.  И  такъ 

(я) 

или,  соображаясь  съ  уравненіемъ  (Г), 

/%)*в  =  сх-^оЖ+Ч*-»,]).  «*  1>°  "  «•  (') 

Формула  (И)  опредѣляетъ  весьма  простую  зависимость  ^иежду  опредѣленнымъ  интегра¬ 
ломъ  у  у(х)Дх  п  среднею  арпометичсскою  величиною  'М/(х).  Опа  показываетъ,  что 
опредѣленный  питсгралъ  равняется  средпсГі  ариѳметической  велпчппѣ  подъпитегральиой 
Функціи  Дх),  помножешюй  на  разпость  предѣловъ;  и  па-обороть:  средпяя  арпометпческая 
равна  опредѣленному  интегралу,  раздѣленному  па  разпость  предѣловъ.  Изъ  этого  прямо 
усматриваемъ ,  что  вычисленіе  средней  ариѳметической  величины  для  безконечнаго  числа 
значеній  Функціи,  пли  нахожденіе  опредѣленнаго  интеграла,  составляетъ  одну  и  ту  же  задачу. 
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Опредѣленный  интегралъ  [  /{х)дх  обращается  просто  въ  среднюю  ариѳметическую 
Л1/Х х),  когда  разность  предѣловъ  Х—х0  равна  единицѣ.  И  такъ,  имѣемъ  вообще 

/,**’  Ум*: = "й'ум- 

Замѣтимъ  еще,  что  если  послѣдовательные  члены  Формулы  ( Е )  замѣнамъ  опредѣлен¬ 
ными  интегралами,  то  получимъ 

у;ую*> = 0 

Въ  силу  этой  Формулы,  всякій  опредѣленный  интегралъ  можетъ  быть  разложенъ  иа  сколько 
угодпо  другихъ  подобныхъ  же  интеграловъ  чрезъ  включеніе  промежуточныхъ  величинъ 
между  данными  его  предѣлами  х0  и  X. 

Займемся  теперь  изложеніемъ  главпыхъ  свойствъ  интеграловъ. 

§  2.  Если  въ  Формулѣ  (//)  замѣтитъ  постоянный  предѣлъ  X  перемѣннымъ  х,  п  удер¬ 
жамъ  нпжній  х0,  разумѣя  подъ  нимъ  постоянное  число,  то  получимъ 


/*  =  (*—*„)  м/(х) ; 

ясно,  что  этотъ  пптсгра.іъ,  называемый  неопредѣленнымъ  по  причииѣ  неопредѣленности 
верхпяго  предѣла  х,  будетъ  зависѣть  отъ  х,  отъ  постоянной  величины  х0  и  отъ  вида 
Функціи  ^  И  такъ,  можно  изобразить  его  чрезъ  у/ (а:),  и  искать  потомъ,  какимъ  образомъ 
отъ  даппой  Функціи  /(х)  перейти  къ  неизвѣстной  гр[х).  Во  первыхъ  замѣтимъ,  что  эта 
функція  щх)  должна  уппчтожаться  для  х~х0,  что  очевидно  слѣдуетъ  изъ  предыдущаго 
уравненія;  поэтому  гр(ха)  =  0.  Съ  другой  стороны,  измѣнивъ  х  въ  х-і-Л  въ  уравненіи 
/Ж'/(ас)йае  —  у/(х),  получимъ  /*+/(х)гіх  —  гр(х-\-к). 

Разложимъ  интегралъ  ^  ‘/[х)йх  па  два  другіе,  включивъ  между  его  предѣлами  х0  п 

*+Л  повое  чпело  х.  По  Формулѣ  (Т)  найдется 

/х0  Лх№  —  /Хо/(х)Лс-\-/^+А/(х)Ох  —  ір(х-\-к). 

Но,  въ  силу  уравненія  (/), 

Г+‘ /(*)<ь  -  кДх+щ-, 


слѣдователі 


у(х)+к№\-Щ  -  Чіх+к), 
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_/{х-)-АЛ)  —  . 

Взявъ  предѣлы  обѣихъ  частей  этбго  уравненія,  то  есть  положивъ  к~  0,  получимъ 

Л*)  -  Ѵ\х).  (К) 

Это  равенство  выражаетъ  главное,  основное  свойство  пптеграла.  Изъ  него  заключаемъ, 
что  питегралъ  у/(х)  есть  такая  функція,  производная  которой  равна  подынтегральной  /(х). 
Если  уравненію  ( К )  дадимъ  видъ 

Дх)іх  =  у,'(х)іх  =  Л.Дх),  ш  Дд«)іі*:=Д(і  .»(»)  =  *(«),  (і) 
то  усмотримъ  непосредственно,  что  дифференціалъ  пптеграла  равенъ  подъиптегральной 
функціи,  и  что  слѣдовате.іьпо  интегральный  пли  суммовой  знакъ  /  уничтожаетъ  дифферен¬ 
ціальный  й,  и  па-оборотъ.  II  такъ,  иитегрпроваиіе  есть  дѣйствіе  прямопротпвоположпоо 
дифференцированію.  На  этомъ  послѣднемъ  свойствѣ  часто  основываютъ  самое  опредѣленіе 
интеграловъ. 

Мы  замѣтили  сен-часъ,  что  Функція  у/(х)  должпа  удовлетворять  условію  у/(хо)  =  0; 
легко  освободиться  отъ  этого  требованія  положивъ 

Ѵ-(х)  =  9>(®)-К, 

разумѣя  подъ  С  постоянную  величину.  Дѣйствительно,  такъ  какъ 

гр\х)  —  <р'(х)  и  ір(х0)  —  <р(х0)+С  =  0,  откуда  С  —  —  ?>(*„), 
то  и  получимъ 

Д/И*’  =  Ф)—гЫ, 

гдѣ  Функція  (р[х)  должно  удовлетворять  одному  только  условію ,  именно  <р'(х)  ~ /{х). 
И  такъ,  когда  Функція  <р(х)  будетъ  пзвѣстиа,  то  опредѣленный  интегралъ 

ДЛ»#«  =  ДХ)-уІх.)  О") 

получится  подставивъ  въ  дз(х)  сперва  верхній  предѣлъ,  потомъ  нижній,  и  вычтя  второй 
результатъ  изъ  перваго. 

Когда  разсматривается  пеопредѣленпый  интегралъ,  то  предѣлы  обыкновенно  не  пи¬ 
шутся,  и,  вмѣсто  члена  — <р(х0)  >  ставятъ  постоянную  произвольную  величину  С.  II  такъ 

/Л'М*  =  (р(*)+е. 

Прп  этомъ  должпо  разумѣть,  что  нижній  предѣлъ  есть  величина  постоянная,  вообще 
неопредѣленная,  а  верхній,  перемѣнная  х. 


ПРИМѢЧАНІЯ  КЪ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 


№ 

Еслп  подъпнтегральпал  Функція  будетъ  чётная,  то  есть  такого  свойства,  что  не  пе¬ 
ремѣняетъ  пп  ве.шчппы,  нп  знака  прц  переходѣ  перемѣппой  отъ  положительнаго  значенія 
къ  тому  же  отрпцательпому,  п  если,  сверхъ  того,  предѣлы  пнтеграла  равны,  но  пмѣютъ 
противные  знака,  то  получпмъ 

=  яу/Тад*».  (Я) 

Въ  справедливости  этого  равенства  удостовѣряемся  непосредственно  замѣтивъ ,  что  для 
всѣхъ  значеній  а;  отъ  0  до  — а  Функція  /(х)  получаетъ  тѣ  же  самыя  величины  какъ  отъ 
О  до  -\-а,  ибо,  по  предположенію,  Л — х)  ~ /{-\-х).  Слѣдовательно  п  сумма  дифферен¬ 
ціальныхъ  элементовъ  какъ  въ  первомъ  случаѣ ,  такъ  и  во  второмъ ,  будетъ  одинаковая, 
откуда  заключаемъ,  что  для  полученія  пнтеграла  {  /{х)йх  стоитъ  только  удвоить  инте¬ 
гралъ  {  /(х)іх. 

Когда  предстоитъ  надобность  перемѣнить  порядокъ  предѣловъ  въ  опредѣленномъ  ои- 
тегралѣ,  то  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  перемѣняемъ  его  знакъ.  Это  прямо  слѣдуетъ  изъ  Формулы  (И), 
доставляющей 

/*"/№*»  =  «ч-хфщ  =  Ч*-Ч^Мі 

по  какъ  средняя  арпѳмстичсская  М/( х)  очевидно  не  изнѣнится,  станемъ  ли  складывать 
значенія  Функціи  /{х)  начиная  отъ  *  —  А'  до  х~х0,  пли  отъ  х  —  хд  до  х~Х,  то  и 
будетъ  М/{х)  —  М/{х).  Слѣдовательно 

=  — /*  (о) 

Если  подъпнтсгральпэя  Функція  опредѣленнаго  интеграла  выражается  произведеніемъ 
У(х) .  Р(х)  двухъ  другихъ  фупкцій,  непрерывныхъ  между  предѣлами  х0  и  X  интегрированія, 
и  еслп,  сверхъ  того,  одна  изъ  нихъ,  напримѣръ  Р(х),  ие  перемѣняетъ  знака  между  этими 
предѣлами ,  то  интегралъ  произведенія  получится  умноживъ  питегралъ  Р(х)Вх  Функціи 
не  перемѣняющей  знака ,  па  нѣкоторую  среднюю  велпчппу  /(®0-)-Я[А — ж0])  другой 
функціи  /(ж).  II  такъ 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


Чтобы  доказать  г 
будетъ 


і  предложеніе,  замѣтамъ  во  первыхъ, 


1  основаніи  Формулы  (Я) 


ітвѣтственно  чрезъ  А  а  В  наименьшую  и  наибольшую  велпчппу  Функціи  /(х), 
что  Функція  Р(х)  постоянно  положительная,-  очевидно  получпмъ 


и[л«о-яма>лю(») 


и  слѣдовательно 


м[Л*)-Я»)]  =  /К+Ч*-Ч1>»И. 


гдѣ  У(®0-|-Я[А — ®0])  изображаетъ  нѣкоторую  среднюю  величину  Функціи  /(ж),  заклю¬ 
чающуюся  между  папнепьшнмъ  и  наибольшимъ  ея  значеніями  А  а  В.  Помноживъ  послѣд¬ 
нее  уравненіе  па  разность  X — х0  предѣловъ,  и  замѣнивъ  произведеніе  ( X — ®0) ШРх) 
опредѣленнымъ  пптсграломъ  [  Р(х)йх ,  получимъ  Формулу  (Р).  Еслп  бы  Функція  Р( х) 
была  постоянно  отрицательная  между  предѣлами  хд  и  X,  то  надлежало  бы  въ  нредъпду- 
щихъ  неравенствахъ  перемѣнить  знаки  >  и  ■<  одинъ  на  другой ;  окончательное  же  слѣд¬ 
ствіе  осталось  бы  безъ  пзмѣпеиія.  Но  когда  эта  самая  Функція  Р( х)  перемѣняетъ  знакъ 
между  предѣлами  интегрированія ,  то  предложеніе ,  выражаемое  Формулою  (Р) ,  не  всегда 
будетъ  состояться;  это  утвержденіе  основывается  на  томъ,  что  предъпдущія  неравенства 
окажутся  иногда  несправедливыми. 

§  3.  Результаты,  выведенные  въ  предъпдущпхъ  двухъ  параграфахъ,  могутъ  быть  рас¬ 
пространены  и  на  кратные  иптегралы.  Положимъ,  напримѣръ,  что  разсматривается  двой¬ 
ной  интегралъ 

/*„/**> 

означающій ,  что  должно  взять  сперва  опредѣленный  интегралъ  /{х,  у)йу  относи¬ 
тельно  у,  считая  х  постояннымъ,  а  потомъ,  найденную  такимъ  образомъ  Функцію  пере¬ 
мѣнной  х  умножать  на  йх ,  и  интегрировать  между  постоянными  предѣлами  ж0  и  X. 
Слѣдовательно,  въ  силу  Формулы  (Я), 

/«яУмФ  =  [*М— гИіГ  Ѵілг)- 

'  >  д —«>(*) 
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Помпожая  па  йх,  п  интегрируя  между  предѣлами  х0  и  X,  будетъ 

г)ІЫу  -  (Х~  Ж { г) }  •  (е) 

Легко  видѣть,  что  простой  пнтеграгь  У*  У(ж)Аг  пзображаетъ  площадь  правой,  опре¬ 
дѣляемой  уравненіемъ  у  ~/(х),  ограниченную  съ  двухъ  сторонъ  ордппатама  /(х0)  п  /(. X ), 
а  съ  остальныхъ  двухъ,  осью  обсцассъ  п  дугою  разсматриваемой  кривой  линіи.  Величина 
X 

М/{х)  будетъ  озпачать  среднюю  ариѳметическую  всѣхъ  ординатъ,  какія  можио  вообразить 
*0  X 

между  двумя  крайними,  почему  площадь  у  / {х)йх  кривой  линіи  равняется  площади  пря¬ 
моугольника  ,  имѣющаго  основаніемъ  своимъ  разность  X — х0  предѣловъ ,  а  высотою,  эту 
самую  срсдпюю  ордппату  М/(х),  то  есть  пропзведепію  (X — х0)М/ (х). 

Подобныя  геометрическія  соображенія  могутъ  быть  распространены  п  на  двойпой  ин¬ 
тегралъ  (О).  Дѣйствительно,  пусть  будетъ  2  ггД®, у)  уравненіе  кривой  поверхности, 
отнесенной  къ  тремъ  прямоугольнымъ  плоскостямъ.  Интегралъ 

С'/(Х-Г)ІГ  ~  !•(*)] Г). 

въ  которомъ  х  принимается  за  постоянную  величину,  изобразитъ  площадь  сѣчеиіл  кривой 
поверхности  плоскостію,  перпендикулярною  къ  осп  х-овъ,  и  проходящею  па  разстояніи  х 
_  Х=ѴМ 

отъ  пачала  координатъ.  Въ  томъ  же  самомъ  предположеніи,  выраженіе  М  / (х,  у)  озпа- 

Г=?<*) 

часть  среднюю  арпометпческую  всѣхъ  возможныхъ  значеній  вертикальной  ординаты 
2~ У(х,  у),  зак.іючающпхся  между  предѣлами  у~<р(т)  п  у  гг  і//(х) ;  площадь  прямоуголь¬ 
ника,  имѣющаго  основаніемъ  разность  предѣловъ,  а  высотою  эту  среднюю  арпометпческую, 


произведеніе  [Ц>(х) — де(х)]  М  /"(*,  у) ,  опредѣлитъ  упомянутую  площадь  сѣче 


Наког 


=*(*> „ 


м  {[*(*)-*(*)-(  М  /(*,}•) 

х=х0  ѵ  7=<е{х)  ) 

очевидно  изобразитъ  среднюю  арпометпческую  всѣхъ  возможныхъ  площадей  сѣченій,  какія 
только  можно  получпть  между  предѣлами  х~х0  и  х~Х.  Умноживъ  эту  среднюю  пло¬ 
щадь  на  разность  предѣловъ  X — х0 ,  получится  окончательно,  между  желаемыми  предѣлами, 
объёмъ  тѣла,  ограниченнаго  данною  поверхностію. 


ТЕОРІИ  ВѢРОЯТНОСТЕЙ. 


ПРИМѢЧАНІЕ  X. 

Пусть  будетъ 

5  —  14-2(Со5.5р+Со8.29>-1-Соз.35р4- - +Со5.л<р), 

п  слѣдовательно,  по  правиламъ  обратнаго  способа  разностей, 

:  =  1+2Яо5.(л+і)9>.  (Л) 

Для  опредѣленія  иптеграла  .ЗСо5.(п-|-1)др  беремъ  разность  функціи  5іп .пир,  наблюдая 
притомъ,  что  въ  настоящемъ  случаѣ  перемѣнная  величина  есть  /л,  а  копечпос  приращеніе 
Лт  —  і.  II  такъ 

ЛЪхп.тгр  —  8іп.(т-|-1)9>— Зіо./я^р  гг  25іп.  —ді .  Соз.  ^Ж'р, 

откуда 

8іп.ту  гг  25т.у^Соз.^^^91, 
или,  прибавляя  постоянную  величину, 


^С05.— 

Положимъ  —  п+І ;  оаіідотся  т  ~  .  л  слѣдовательно 

Зіп.’-Д 


:+С- 

- +С ■ 


2'С05.(л-|-1)95  ГГ 

Подставивъ  эту  величину  въ  Формулу  {Л),  получимъ 

Зіп.У+'а 

*  =  ‘+тф-+ас- 

Для  опредѣленія  постоянной  велпчппы  С  замѣчаемъ, 
для  пггО,  обращается  въ  1;  поэтому  будетъ 

I  ГГ  І+І-4-2С,  откуда  2С  гг  — 1 


сумма  предложеннаго  ряда, 


і  слѣдовательно 


_  8іп.І!±І9 
:  5іп.*р  ’ 


(«) 
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Первая  пзъ  двухъ  таблицъ,  проложенныхъ  къ  копцу  этой  книги,  запиствовапа  азъ 
Вегііпег  Лзігопотйсііез  ЛІігЬисІі,  па  1834  годъ.  Она  заключаетъ  въ  себѣ  два  столбца, 
отмѣченпые  буквами  I  а  і.  Въ  столбцѣ  подъ  буквою  I  находятся  по  порядку  всѣ  чпела 
отъ  0  до  2  чрезъ  каждую  сотую.  Во  второмъ  столбцѣ,  подъ  буквою  і,  помѣшенъ 
шггеградъ 

7^і0е  1  Л* 

соотвѣтствующій  аргументу  I.  Эта  таблнца  тѣмъ  полезна,  что  во  многихъ  случаяхъ  прямо 
доставляетъ  приближенную  величину  вѣроятности,  когда  I  ие  превосходятъ  двухъ  единицъ. 

Для  зиачеиій  I,  простирающихся  до  трехъ  единицъ,  можно  употреблять  вторую  таблицу, 
которую  мы  заимствовали  пзъ  сочиненія:  Лпаіузе  ёез  гёр-асИопз  азігопотщиез  еі  Іег- 
гезігез;  раг  Кгашр,  ВігазЬоиг» ,  1799.  Она  состоитъ  пзъ  трехъ  вертикальныхъ  столб¬ 
цовъ,  отмѣченныхъ  буквами  Т,  I  и  Ь.  Столбецъ  подъ  буквою  Т  заключаетъ  въ  себѣ  по 
порядку  всѣ  числа  отъ  0  до  3  чрезъ  каждую  сотую.  Во  второмъ  столбцѣ,  подъ  бук¬ 
вою  /,  помѣщены  чпелеиныя  величины  пптеграла 

7  =  /°Ѵ''л, 

соотвѣтствующія  аргументу  Т.  Наконецъ,  третій  столбецъ,  отмѣченный  буквою  Ь,  содер¬ 
житъ  Брпгговы  логариѳмы  интеграла  /,  помноженнаго  на  ІО10.  II  такъ 
Ь  —  Ьо|*.(1010./)  —  Ю-І-Ьо^./. 

Эта  таблица  служитъ  большимъ  пособіемъ  при  числспномъ  рѣшеніи  многихъ  вопросовъ 
о  случайностяхъ,  потому  что  интегралы 

ѵа/^е‘аі’  ^/0Т<Г'*Л 

весьма  часто  входятъ  въ  Формулы,  опредѣляющія  искомыя  вѣроятности.  Второй  пзъ  нпхъ 
выражается  посредствомъ  перваго  Формулою: 
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ьк г'”'л = •“-С 

Г'"‘л  =  т’ 

то  имѣемъ 

Такъ  какъ  въ  Формулы,  опредѣляющія  искомыя  вѣроятности,  входитъ  постоянное 
число  то  приводимъ  его  величину,  а  также  и  его  Брпгговъ  логариѳмъ: 

^ —  1,12832 - -  Ь°Б-(^)  =  0,0524556. 

Ес-ш  бы  требовалось  найти  чпелениую  величину  интеграла 

/Ѵ‘\Л  или  /Ѵ‘\* 

для  значенія  аргумента  Т  съ  тремя  пли  ббльшимъ  числомъ  десятичныхъ  цифръ,  то  и  въ 
этомъ  случаѣ,  при  пособіи  способовъ  интерполированія,  приведенныя  таблицы  послужили 
бы  для  рѣшенія  задачи.  Положимъ,  папрпмѣръ,  что  ищется  величина  интеграла 
ус°е_/,Л  для  значенія  Т  ~  0,176. 

Съ  этою  цѣлію  можемъ  употребить  извѣстную  Формулу  питерполпроваиіи 

/М-0  =  «+т^“+т-ж'л+т‘ж,‘-#-л+ . 

гдѣ  и~/[х).  Въ  настоящемъ  случаѣ  будетъ:  х~0,17,  Лх~К  —  0,01  ,  і  —  0,006. 

Для  полученія  разностей  Ли,  Л2и,  Лъи -  выписываемъ  пзъ  таблицы  слѣдующія  значенія 

интеграловъ  /,  полагая  для  краткости 

7 (Т)  =  /“«“'Л/ 
и  гг  /(0,17)  гг  0,71785047 
и,  =  /(0,18)  =  0,70815215 
иг  —  /(0,19)  =  0,69848869 
и,  /(0,20)  =  0,68886189 
Первыя  разности : 
и— и  =  Ли  —  —0,00969832 
иг-и,  =  Ли,  =  —0,00966346 
иі—и1  —  Лил  —  —0,00962680 
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Вторыя  разности: 

Аи^—Аи  —  А'и  —  +0,00003486 
Аил — Аих  ~  Л,  —  +0,00003666 
Третья  разность: 

А'^—А'и  —  А'и  —  +0,00000180. 

Сверхъ  того  имѣемъ : 

4=0,6,  ^=-0,2,  +  =  -0,4666  .  .  . . 

Слѣдовательно 

и  =  +0,71785047 
^•Аи  —  —0,00581899 
=.  —0,00004183 
Т’ЧВГТГ*Л  —  +0.00000010. 

Прп  тавпхъ  опредѣленіяхъ  прпведеішал  выше  Формула  оптерполировапія  доставитъ: 
/Іх+і)  =  7(0,176)  =  /“  е_‘’д  =  0,71198975. 

Когда  потребуется  опредѣлить  пптегралъ 

/Ѵ‘  а 

для  аргумсата  Т,  превышающаго  число  3,  п  слѣдовательно  выходящаго  пзъ  предѣловъ  та¬ 
блицы  ,  тогда  ножпо  обратиться  къ  безконечнымъ  радамъ ,  выведеннымъ  въ  №  23 
(ГЛАВА  II),  а  также  ігъ  ПРИМѢЧАНІЮ  IV. 


ПРИБАВЛЕНІЕ, 


ПРИБАВЛЕНІЕ). 

ОПРЕДѢЛЕНІЕ  ПО  ПРИБЛИЖЕНІЮ  ПРЕДѢЛОВЪ  ПОТЕРИ  УБИТЫМИ 
И  РАНЕНЫМИ ,  ПРЕТЕРПѢВАЕМОЙ  ОТРЯДОМЪ  ВОЙСКЪ  ВО  ВРЕМЯ 
СРАЖЕНІЯ. 

Въ  этомъ  Прибавленіи  мы  выведемъ  аполитическія  Формулы  для  опредѣленія  по  при¬ 
ближенію  предѣловъ  потери  убитыми  п  ранеными,  понесенной  отрядомъ  войскъ  во  время 
сраженія.  Средство,  предлагаемое  памп  для  достиженія  этой  цѣли,  состоитъ  въ  томъ, 
чтобы  предварительно  пазначпть  па-удачу  пзъ  каждаго  полка ,  баталіона ,  эскадропа  пли 
роты  извѣстное  число  людей,  которые,  во  время  дѣйствія,  должпы  занимать  обыкновенныя 
своп  мѣста.  Для  возможнаго  уравненія  статочностеіі,  необходимо  принять  нѣкоторыя 
предосторожности:  такъ,  напримѣръ,  должно  стараться  чтобы  число  пазпачеппыхъ  людей, 
въ  каждомъ  родѣ  оружія,  было  чувствительнымъ  образомъ  пропорціонально  количеству 
войскъ  этого  самаго  рода,  участвующихъ  въ  дѣлѣ;  также,  чтобы  сказанное  число  людей 
было  распредѣлено  равномѣрно  въ  каждой  пзъ  трехъ  шеренгъ,  потому  что  онѣ  пе  одина¬ 
ково  подвергаются  огню  пспріятеля.  Однимъ  словомъ,  чѣмъ  правильнѣе  будутъ  уравно¬ 
вѣшены  статочности,  тѣмъ  результатъ  вычисленія  заслужитъ  болѣе  довѣрія.  Далѣе, 
положимъ,  что  по  прппятіи  надлежащихъ  мѣръ,  узнали,  во  время  сраженія,  сколько  пзъ 
числа  назначенныхъ  солдатъ  находится  убитыхъ  и  раненыхъ.  Простая  пропорція  покажетъ 

*)  Во  время  печатанія  этоН  кппгп,  я  представилъ  въ  Академію  Паукъ  Газсуждсніо  подъ  заглавіемъ: 
8мг  МПС  аррЧсаЧоп  си  пане  Лс  ІЛппІуіс  Ли  РгоЬаЫНІи  а  Іа  ЛсІегтіпаЧоп  ирргохітпЧѵе  Лег  Чяііи  Лс  Іа 
регіе  гсеііс  ем  копияи  уи’ергоиѵе  ип  еогрг  Л’агтее  репЛапІ  ип  сотой/.  Ово  напечатано  въ  Мсгаоігсб  Лс 
ГЛсаіІе'пііс  Леа  Яеіепеса  <!е  8ь  РЛісгнЪоигв,  VI  Ясгіе,  Зсіепее*  ЯмМтаЧции  (I  РНуіічии,  Тоше  IV.  Такъ 
какъ  этотъ  вопросъ  представляетъ  довольно  любопытпос  приложеніе  началъ,  изложенныхъ  въ  Главк  VII, 
то  я  рѣшался  помѣстить  здѣсь  его  рѣшеніе,  въ  видѣ  Прибавленія. 
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вѣроятное  число  выбывшихъ  изъ  строя.  Возьмемъ  теперь  нѣкоторые  предѣлы,  заключаю* 
щіе  это  вѣроятное  число ,  и  опредѣлимъ  вѣроятность ,  что  дѣйствительная  потеря  людьми 
пе  выходить  изъ  допущенныхъ  предѣловъ.  Если  случится,  что  пропявъ  предѣлы  довольно 
тѣсные,  получимъ  для  ихъ  вѣроятности  значеніе,  мало  удаляющееся  отъ  единицы  или 
достовѣрпостп,  то  въ  такомъ  случаѣ  приближеніе,  котораго  достигли,  можетъ  быть  полезно 
на  практикѣ.  Чпслеппыс  результаты,  приведенные  въ  концѣ  этого  Прибавленія,  обнаружатъ 
какъ  самую  степень  приближенія ,  такъ  о  мѣру  довѣрія ,  котораго  это  приближеніе 
заслуживаетъ. 

Мы  ис  дѣлаемъ  ипкакпхъ  замѣчаній  о  приведеніи  вашего  способа  въ  исполненіе;  въ 
этомъ  отношеніи  должно  положиться  па  опытность  людей ,  имѣющихъ  практическія  свѣ¬ 
дѣнія  въ  военномъ  дѣлѣ.  Они  же  рѣшать,  до  какой  степепп  примѣненіе  нашего  анализа 
можетъ  быть  полезно  па  практикѣ.  Но,  считаемъ  необходимымъ  предварить,  что  неудобство 
употребленія  Формулъ,  довольно  сложныхъ  по  самой  сущности  вопроса,  легко  можетъ  быть 
устранено.  Для  этого  стоитъ  только  вычислить  наперёдъ  таблицу,  въ  которой,  съ  пер¬ 
ваго  взгляда,  найдется  искомый  результатъ.  Въ  концѣ  этой  статьи  мы  объяснимъ  построе¬ 
ніе  подобной  таблицы. 

Перейдемъ  теперь  къ  аналитическому  рѣшенію  вопроса,  составляющаго  предметъ  этого 
Прибавленія.  Задача  состоитъ  въ  вычисленіи  вѣроятности,  что  дѣйствительная  потеря  уби¬ 
тыми  п  ранеными  заключается  между  извѣстными  предѣлами,  а  также  въ  разысканіи  этихъ 
самыхъ  предѣловъ,  когда  предварительно  условились  въ  наименьшемъ  значеніи  ихъ  вѣроят¬ 
ности.  Сверхъ  того,  надлежитъ  внимательно  разобрать,  каково  должно  быть  отношеніе 
назначеннаго  числа  слѣдпмыхъ  людей  къ  полному  чпелу  сражающихся,  чтобы  получаемые 
результаты  имѣли  надлежащую  степень  точности  па  практикѣ,  и,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  заслу¬ 
живали  бы  достаточнаго  довѣрія. 

Изобразимъ  чрезъ  А  полное  число  люден,  которые  должны  участвовать  въ  дѣлѣ,  а 
чрезъ  п  число  всѣхъ  чиповъ,  выбранныхъ  па-удачу  изъ  итога  А.  Положимъ,  по  отобран¬ 
нымъ  свѣдѣніямъ  въ  опредѣленное  время  сраженія,  оказывается,  что  изъ  этого  числа  п 
убито  пли  рапеио  і  человѣкъ,  которыхъ,  для  сокращенія  рѣчи,  мы  будемъ  пазывать  вообще 
выбывшими  изъ  строя.  Разность  п — і  изобразить  число  оставшихся  въ  строю  изъ  того 
же  числа  л.  На  такомъ  основаніи,  послѣ  паблюдеппаго  событія,  можно  будетъ  сдѣлать 
слѣдующія  (А— п+|)  предположенія  относптсльпо  полною  числа  выбывшихъ  и  остав¬ 
шихся  въ  строю: 
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Предположенія :  Выбывшихъ 

1- ое . *'.... 

2- ое . і'+І  • 

3- ье . «+2. 


строя:  Оставшихся  ев  строю: 

. N—1 

. А— «— 1 

. А— 1—2 


(А— п+І)-ое . +А— л . п— «•. 

Если  означимъ  чрезъ  х  вѣроятность,  что  участвующій  въ  сраженіи  будетъ  убитъ  пли 
раненъ  въ  промежутокъ  времепп,  протекающій  отъ  начала  дѣйствія  до  разсматриваемаго 
мгповсиія,  то  1 — а:  изобразитъ  вѣроятность  протпвиаго  событія.  Значенія  х,  соотвѣт¬ 
ствующія  различнымъ  предположеніямъ,  будутъ: 

Предположенія:  Значенія  х:  Значенія  І — а:.' 


(А—  л+І)-ое. 
Пусть  будетъ  Р  вѣроятность 


Н-У-» . 2=.*'. 

Л  N 

ргіогі  паблюдеппаго  событія;  получимъ 


Внося  послѣдовательно  въ  эту  Формулу  величины  х,  относящіяся  къ  различнымъ  предпо¬ 
ложеніямъ,  получимъ  соотвѣтственныя  значенія  вѣроятности  наблюденнаго  событія.  Изо¬ 
бразивъ  чрезъ  величину  Р  для  /л-го  предположенія,  найдемъ 

_  І.2.5...П  ОЧ-Л— «)'(Л- і— я-Н)"-' 

—  і.а.з...«.і.2.з...(п-о*  л™ 

Замѣтимъ  теперь,  что  въ  силу  теоремы  Якова  Бернулли,  вѣроятное  число  людей, 

.  .  ѵ  ,  гп 

выбывшихъ  пзъ  строя,  опредѣлится  четвертымъ  члепомъ  к  пропорціи  п.-і  —  і*.-к  —  — • 
Когда  —  будетъ  дробное  число,  то  для  величины  к  возьмемъ  ближайшее  цѣлое,  заключаю¬ 
щееся  въ  —  •  Па  такомъ  основаніи  предложимъ  себѣ  вопросъ,  пайтп  вѣроятность,  что 
дѣйствительное  число  выбывшихъ  пзъ  строя  будетъ  заключаться  между  предѣлами  к — ы 
и  к-\-ы,  разумѣя  подъ  а  цѣлое  число,  болѣе  пли  менѣе  зпачптельпое.  Для  полученія  этой 
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вѣроятности,  которую  означимъ  чрезъ  р,  употребимъ  правило,  относящееся  къ  опредѣленію 
вѣроятности  пѣско.іькпхъ  предположеній.  Если  изобразимъ  чрезъ  (2и  вѣроятность  /и- го 
предположенія,  то  получимъ  (№  52) 

О  - _ _ 

—  Рі+Рг+Р*+--+Рячц.і 

Для  опредѣленія  вѣроятности  р ,  что  одно  изъ  предположеній,  при  которыхъ  число 
выбывшихъ  изъ  строя  людей  не  выходитъ  изъ  предѣловъ  к — со  и  к-\-со,  имѣетъ  мѣсто 
безразлично,  замѣтимъ  что  числамъ 

к — со  ,  к ,  к-\-со 

соотвѣтствуютъ  предположенія 

(к — со — і4-|)-ое,  ( к — «4-1)-ое,  (А-|-ы — і-}-1)-ос; 

слѣдовательно,  если  положимъ  для  сокращенія 

к — со — •*— ) — 1  —  а0  и  к-\-со—і-\-і  —  Л, 
то,  согласно  съ  правиломъ,  приведеннымъ  въ  концѣ  №  52,  получимъ 
Р  —  ^о■0+^и0+^^^^о0+г-\- •  •  -+0л> 


„  -  ^Ца+Риа+1+^»+---+/>л 

Р  —  ■■+?!<-, ь+Х  ' 

Пусть  будутъ  х  п  х"  значенія  вѣроятности  х,  соотвѣтствующія  предположеніямъ  по¬ 
рядковъ  со0  и  Л;  будетъ 

х'  —  —  ,  х"  — 

Равнымъ  образомъ,  изобразивъ  чрезъ  х0  и  X  величины  х,  отпосящіяся  ігь  первому  и 
послѣднему  Предположенію,  получимъ 


При  такихъ  условіяхъ  прсдъпдущая  величина  р,  въ  силу  Формулы  опредѣляющей  Р„,  прп- 


гдѣ  числа  к,  х,  х",  х0  и  X  опредѣляются  слѣдующими  уравненіями: 
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II  такъ,  отношеніе  двухъ  коиечиыхъ  суммъ,  составляющихъ  дробь  (Л),  и  взятыхъ  соот¬ 
вѣтственно  между  показанными  предѣлами  включительно,  изобразитъ  вѣроятность,  что  въ 
слѣдствіе  наблюденнаго  событія  полное  число  выбывшихъ  изъ  строя  людей  будетъ  заклю¬ 
чаться  между  предѣлами  к — со  и  к-\-со,  включая  сюда  и  самые  предѣлы.  Поэтому,  вопросъ 
приведенъ  къ  вычисленію  выраженія  (Л)  съ  надлежащею  степенью  приближенія,  ибо, 
точное  опрсдѣлспіс  величины  р,  по  причинѣ  чрезвычайной  продолжительности  выкладокъ, 
требуемыхъ  Формулою  (А),  рѣшптельпо  невозможно. 

Чтобы  судить  о  степени  приближенія,  съ  которою  будетъ  вычислена  вѣроятность  р, 
необходимо  условиться  предварительно  въ  относительной  величинѣ  чиселъ  N ,  п  п  со; 
опи,  вмѣстѣ  съ  і,  составляютъ  данныя  вопроса  въ  томъ  случаѣ,  когда  имѣемъ  въ 
виду  найти  вѣроятность  р  допущенныхъ  предѣловъ.  По  самой  сущности  вопроса  сстс- 
ствеиио  предположить,  какъ  въ  №  22  (ГЛАВА  II),  что  л  и  а  суть  величины  порядка  У7Ѵ. 
Такъ,  напримѣръ,  еслибъ  число  N  равнялось  10000,  то  можно  бы  было,  сообразуясь 
впрочемъ  съ  практическими  требованіями,  приписать  л  и  со  зпаченія,  мало  удаляющіяся 
отъ  200,  300,  400....  Можно  также  предположить,  что  наблюденныя  числа  і  п  я — і, 
очевидно  мёиыиія  я,  пропорціональны  тому  же  порядку  У/Ѵ,  то  есть  изображаютъ  вели¬ 
чины  вида  АУЛ Г,  разумѣя  подъ  А  коэффиціентъ  посредствсппой  величины,  который  часто 
можетъ  быть  меньше  единицы.  Сверхъ  того  мы  допустимъ,  что  ищется  вѣроятность  р 
съ  точностію  до  велпчпиъ  порядка  >  почему  и  откидываемъ  члены  этого  порядка ,  имеппо 
количества  пропорціональныя  Такая  степень  прпблпжепія,  по  при¬ 

чинѣ  значительности  числа  Л^  будетъ  вообще  весьма  достаточна. 

На  такомъ  основаніи  легко  доказать,  что  въ  Формулѣ  {А)  конечныя  суммы  5  могутъ 
быть  замѣпспы  характеристиками  опредѣленныхъ  интеграловъ  съ  дополнительнымъ  члепомъ 
въ  чпелптелѣ.  Дѣйствительно,  положимъ  для  краткости 

г  =  !с'(* — *)”— 1 г'  =  «"(1-®')"“',-  г"  =  <»'"(« — 

получимъ 

2/  = 

и  сверхъ  того,  по  пзвѣстиоіі  Формулѣ  Эйлера  [ПРИМѢЧАНІЕ  I], 

Слѣдовательно 

2/ = і  кю  -  Ш] — 
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Замѣтамъ  теперь,  что  Л,  изображающій  конечное  приращеніе  вѣроятности  а;,  равенъ, 
по  смыслу  нашего  вопроса,  дроби  —  •  Поэтому  предъидущая  Формула  приметъ  видъ 

’л/ = яСг*+ть"-ю+ йсш-сё] — ■  ■  со 

Легко  показать,  что  вторая  часть  этого  уравненія  приводится  къ  двумъ  первымъ 
своимъ  членамъ 

Уах+  і (г'Ч-У) , 

когда,  по  сдѣланному  ссй-часъ  условію,  откипе»іъ  величины  порядка  а  слѣдовательно 
и  меньшія.  Дѣйствительно,  въ  силу  извѣстнаго  свойства  опредѣленныхъ  пптеграловъ 
[ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §  I],  и  наблодая  но  х  —  х"  =  пнѣюіъ 

х"  .  х-х"  х=х" 

Лу  уйх  —  Х(х  — х')  М  у  —  2оз  М  у, 

х=х" 

разумѣя  подъ  знакоположеніемъ  М  у  среднюю  арпометпческую  велпчппу  Функціи 
У  —  ®'(1 — х)п~‘  для  всѣхъ  возможныхъ  зиаченій  перемѣнпой  независимой  х  между  предѣ¬ 
лами  х'  —  ц  х"  —  Отношеніе  втораго  члена  -і- (у'Ц-у')  Формулы  (С)  къ  пер- 
х=х"  , 

вому  2 со  М  у  будетъ  сравнимо  съ  — »  и  слѣдовательно  порядка  II  такъ ,  членъ 
у(у"-\-у)  долженъ  Сыть  удержанъ. 

Вычислимъ  теперь  третій  членъ 


Такъ  какъ 

I  =  (<-пх)х'-(,-х)~-, 

то,  впося  па  мѣсто  х  и  х'  ихъ  величины  (В),  получимъ 

ш[(Ю-Ш]= 

и,  въ  слѣдствіе  равенства  к  —  — , 
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Вторая  часть  этого  уравненія  есть  количество  порядка  въ  отпошепіи  къ  первому 
х=х"  х=х" 

члену  2(о  М  у,  въ  которомъ  первый  множитель  со  пропорціоналепъ  у/Ѵ,  а  второй  2  М  у 

изображаетъ  количество,  сравнимое  съ  суммою 

и  подавно  дальнѣйшіе,  должны  Сыть  отСрошепы  при 
допущенной  степени  прпСлпженія;  останется  просто 

Д,г  =  Щх, 

Разсмотримъ  теперь  зпамснатель  Формулы  (А).  Найдется,  какъ  и  выше, 

=  "//*»+  *<г-Ш+и*  К2)-  ФУ]  - .  (») 


гдѣ  у  означаетъ  ту  же  Функцію  ®'(1 — х)п  ',  а  V  и  у0  величины 

Г  =  Х\і—Х)"-\  г.  = 

Щ  уйх  =  (IV— »)  ’м  у. 

,  х=Х 

Чтб  же  касается  до  слѣдующаго  члепа  (7-|-у0),  то  отношеніе  его  къ  (ІѴ— л)  М  у 
Судетъ  порядка  пли,  проще,  порядка  »  потому  что  л  пропорціоналепъ  У/Ѵ.  Слѣ¬ 
довательно  -і-(Г-)-у'о),  и  подавно  дальнѣйшіе  члены  Формулы  (О)  должны  Сыть  откппуты. 
На  такомъ  осповапіи  пайдемъ  окончательно: 

Р—  ЛГ/Ѵ(1_ю)— ІІю  ’  ^ 

гдѣ  к,  х’у  х",  х0  п  X  опредѣляются  Формулами  (В). 

Теперь  падоСио  пайтп  по  прпблпжепію  величины  пптеграловъ,  входящихъ  во  вторую 
часть  уравненія  (Е).  Въ  Главѣ  ѴП  мы  уже  опредѣлили  пптсгралъ,  находящійся  въ  чис¬ 
лителѣ  дроСп  (Е)  съ  тою  степенью  точности,  какая  здѣсь  требуется.  Формула  (95) 
[№  56],  по  измѣненіи  въ  пей  буквъ  т,  п,  г  соотвѣтственно  въ  і,  л — і,  л,  доставитъ 
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[  '  а/(< — х)”-*йх  — 


(') 


гдѣ 


Т~л 


—  Ѵъ\п-І)  N 

Интегралъ ,  входящій  въ  знаменатель  дробп  (Е),  пс  пожегъ  быть  вычисленъ  посред- 
ство)п>  Формулы  (Г),  потому  что  предѣлы  его  х0  а  X  слишкомъ  удалепы  отъ  вѣроятной 

велпчпііы  х  —  —  ,  соотвѣтствующей  наибольшему  значенію  фупкцін  у— х'(І _ х)"~'.  Для 

опредѣленія  этого  пптсграла,  разложимъ  его  сперва  слѣдующимъ  образомъ: 


X  і  *о  і 

]х  У&с  —  /  уйх—[  уйх — у  уйх, 


(«) 


п  покажемъ  потомъ,  что  прп  допущенной  степени  приближенія,  мы  имѣемъ  полное  право 
замѣнить  [хУ*х  питеграломъ  /^уііх,  откинувъ  остальные  два  /*°у(1х  и  ['у Ох  по  прн- 
чпиѣ  ихъ  малости.  Для  этого,  прежде  всего,  должно  опредѣлить  интегралъ  ('х‘{\ — х)п~'Лх. 
Формула  (ІІ4)  [ГЛАВА  VIII,  №  68]  рѣшаетъ  пашъ  вопросъ  съ  требуемою  степенью 
приближенія;  поставивъ  въ  пей  *  и  п— /  на  мѣсто  р  и  получимъ 

Изъ  этого  выраженія  легко  заключить,  что  интегралъ 


/Ѵ(1— х)п-'Ох 

■  количество  порядка  А-  »  пли,  чтб  всё  равно,  порядка  •  I] 
Ѵлг 

емъ,  что  послѣдніе  два  интеграла  Формулы  (С),  именно 

п  /Ѵ(1  -х)—фс 


должны  быть  откинуты  въ  сравненіи  съ  питеграломъ  (И).  Начнемъ  съ  перваго  изъ  нихъ. 

Такъ  какъ  Функція  ж'(1 — а:)"-'  имѣетъ  только  одну  наибольшую  величину,  соотвѣт¬ 
ствующую  значенію  се  =  ^->  то  отсюда  слѣдуетъ,  что  эта  Функція  будетъ  постоянно  воз¬ 
растающею  отъ  ж  =  0  до  х—^  5  а  потомъ  постоянно  убывающею  до  х~  1.  Но  такъ 
какъ  величина  ®0  =  -^  менѣе  то  Функція  ®'(1— х)п~‘ ,  между  предѣіамп  0  и  х0  , 

достигнетъ  папбольшаго  своего  значенія  при  х~х0,  и  обратится  тогда  въ  х0‘(1 _ х  ' 

Съ  другой  же  стороны  имѣемъ  [ПРИМѢЧАНІЕ  IX,  §  1] 
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хХ* — а :)п— У®  —  х0  М%'(і  —х)п—‘, 
и  какъ  въ  силу  сдѣіанваго  сей-часъ  замѣчанія 

то  получимъ 


у  а*<х 


Когда  на  мѣсто  х0  внесемъ  его  величину  то  послѣднее  неравенство  приметъ  видъ 

Мы  уже  замѣтили  выше,  что  интегралъ  (Я)  есть  количество  порядка  -У-  •  Чтб  ж 

Ѵ'лг 


касается  до  пнтсгралг 


у  Ѵ(і— «г  '<*«. 

то,  въ  слѣдствіе  предыдущаго  неравенства,  его  величина  будетъ  количество  порядка 
(^) +  ’  т0  ссть  “ щ '  П-,П  Аажс  сие  меньше;  ио  какъ  і  изображаетъ  число  цѣлое, 
состоящее  по  крайпей  мѣрѣ  изъ  пѣсколышхъ  едпппцъ,  то  значеніе  разсматриваемаго 
интеграла  въ  сравненіи  съ  у  ®'(1 — ш)п~ У®  окажется  совершенно  иечуствительнымъ. 
Поступая  совершенно  подобнымъ  образомъ,  удостовѣримся,  что  интегралъ 

уѴ(1 — ®)"-У®, 

по  малости  своей,  также  долженъ  быть  откинутъ.  Дѣйствительно,  давъ  ему  видъ 
=  (« — Д0Ме'(«— ос)"-'  =  'і=ІМа >'(1— *)■-, 


и  замѣтивъ  притомъ  что 

ДЦ1-* Г-'<Х'(І-Д0—  =  (==Т< 

получимъ 

И  такъ,  величина  этого  интеграла  будетъ  количество  порядка 
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(4Г+'=: 


которое,  по  своей  малости ,  должно  быть  откинуто.  Слѣдовательпо,  пзъ  числа  трехъ  ин¬ 
теграловъ,  составляющихъ  вторую  часть  уравненія  (6),  надлежитъ  удержать  только  первый, 
опредѣляемый  Формулою  (II).  Внеся  въ  (Е)  величины  (Г)  и  (II),  и  раздѣливъ  потомъ 
числитель  и  зпаиспатсль  полученной  дроби  на 

найденъ  окончательно  д.ія  вѣроятности  р  выраженіе 


і  слѣдующпмп  опредѣленіями: 

Л=т»  х' — 


ч  _  }  гр  - 


пѴп 


(О 


■  Ѵві(л— і)  Л' 

Такова  величина  вѣроятности  р,  вычисленная  съ  требуемою  степенью  точности. 

Если  искомое  число  будетъ  а,  то  есть  уклоненіе  дѣйствительной  потери  отъ  вѣ¬ 
роятной  к~—і  при  данномъ  наименьшемъ  значеніи  вѣроятности  р,  тогда,  для  рѣшенія 
задачи,  можно  поступать  слѣдующимъ  образомъ:  замѣтивъ,  что  -3- ^  с~‘  Л  изображаетъ 
преобладающій  по  своей  величинѣ  членъ  выраженія  р  въ  Формулѣ  (/),  мы  пайдеиъ  безъ 
труда  при  пособіи  таблицъ,  помѣщенныхъ  въ  концѣ  книги,  приближенное  значеніе  для  Т, 
соотвѣтствующее  даппой  напиепьшей  величинѣ  вѣроятности  р;  потомъ  уже,  па  основаніи 
равенства 


Т  = 


пѴп 


■  >5^=0  « 

опредѣлимъ  непосредственно  неизвѣстную  ы  въ  Фупкціп  другихъ  даппыхъ  количествъ. 

Приведемъ  теперь  нѣкоторыя  чпеленпыя  приложенія  Формулы  (/).  Положимъ,  напри¬ 
мѣръ,  что  10-ти  тысячный  корпусъ  долженъ  участвовать  въ  дѣлѣ,  и  что  пзъ  этого  числа 
назначается  І00  человѣкъ,  то  есть  одинъ  со  ста.  Допустимъ,  что  въ  извѣстное  время 
сраженія,  пзъ  числа  100  слѣдпмыхъ  людей,  выбыло  пзъ  строя  20  человѣкъ.  Получимъ 
слѣдующія  даппыя: 

N  —  10000,  п  —  100,  і  =  20,  п—і  =  80,  к  =  —  —  2000. 
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Условимся  теперь  въ  величинѣ  а;  пусть,  напримѣръ,  со  — 100.  Слѣдовательно,  м 
ищемъ  вѣроятность  р,  что  дѣйствительная  потеря  разнствуетъ  отъ  вѣроятной  2000  і 
болѣе  какъ  па  сто  человѣкъ,  пли,  ппаче ,  что  опа  заключается  между  предѣлами  1900 
2100.  При  такихъ  даниыхъ  получимъ 

Т=  ^=0,1707.... 

Употребляя  способъ,  изложенный  въ  ОБЪЯСНЕНІИ  ТАБЛИЦЪ,  пайдемъ 
іЦѴ'-Л  =  =  0,1973. . . . 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ 


II  і 


)  второй  членъ  числителя  дроби  (/)  можетъ  быть  написанъ  въ  видѣ: 

1/й  =  2,5006...,  ^  =  =  0,00049... 

=  0,9699 ... ,  (2-)” .(Ц)”  =  0,9087 ... . 

А  —  (0,000^9. .  .)ѵ(|,938Ѵ. . .)  =  0,00095. 

Опредѣлимъ  теперь  членъ ,  который  вычитается  пзъ  I  въ  знаменателѣ  Формулы  (/). 


Получимъ 

Слѣдовательпо 


т§й*г  =  иЁ  =  °.0°50.... 


г  =-5^  =0,109.... 

II  такъ,  искомая  вѣроятность  р,  равная  въ  настоящемъ  случаѣ  дроби  0,199....  или 
около  »  очевидно  оказывается  слишкомъ  слабою ,  чтобы  можно  было  съ  пѣкоторымъ 
довѣріемъ  основываться  на  пей.  Это  самое  показываетъ,  что  принятая  нами  ппотеза  па 
счіітъ  относительной  величины  чпеелъ  N.  п  и  со,  по  самой  сущности  вопроса,  нс  можеть 
вести  къ  предположенной  цѣли.  Чтобъ  получить  большую  вѣроятность,  должно,  или  увс- 
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личпть  чис.ю  »  назначенныхъ  людей,  п.іп  допустить  большій  промежутокъ  2 со  для  предѣ¬ 
ловъ  потери.  Еше  выгодпѣс  увеличить  въ  одно  время  какъ  п,  такъ  и  а. 

Положимъ,  напримѣръ,  что  при  прежнемъ  количествѣ  войска,  шіеппо  10-ти  тысячахъ, 
назначено  400  человѣкъ,  то  есть  4  со  100,  а  для  ы  взято  число  200.  Пусть  изъ  слѣ- 
дпмаго  числа  400  людей  выбыло  изъ  строя  80  человѣкъ.  Получимъ 

N  —  10000,  п  —  400,  *  —  80,  п—і  —  320,  к  ~  2000,  со  —  200, 
п  слѣдовательно 

Т  —  ^  =  0,7071 . . . ,  уГе”‘*Л  =  0,6050. . . 

АуТе“'*Л  =  (1,1283. .  .)х (0,6050. . .)  =  0,6826. . . 

Съ  другой  же  стороны,  такъ  какъ 

и  _ _1І^  ,  _ _8_ 

то  придаточный  членъ  въ  числителѣ  Формулы  (/)  будетъ 

Но  какъ  по  приближенію  имѣемъ 

ШтГ  =  °.е207 .  (-гПтгГ  =  °'5302' 

(^)‘ЧжГ+Й)"-(жГ  =  *.2™.  =  °'0009' 

А  —  (0,0009)  х  (1,2100)  гг  0,0012. 

Членъ,  вычитаемый  пзъ  1  въ  знаменателѣ  Формулы  (/),  будетъ 

і&Чв-о-д^  і-т  о,00І4. 

Щп-Г)П  —  1228800  —  ’ 

Поэтому  получимъ  окончательно  , 

0,0828+0,0012  _  п 

р  =  Т2»..  -  =  °.681- 


II  такъ,  вѣроятность,  что  по  назначенія  400  человѣкъ  пзъ  10-тп  тысячъ,  разиость 
между  дѣйствительною  и  вѣроятною  потерею  будетъ  разнствовать  не  болѣе  какъ  на  200 
человѣкъ  по  избытку  пли  по  недостатку,  равняется  слишкомъ  у  •  Хотя  эта  вѣроятность 
и  превышаетъ  дробь  -і- »  но  оиа  еще  слишкомъ  слаба,  чтобы  можно  было  положиться  па 
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надёжность  допущенныхъ  предѣловъ.  Должно  опять  увеличить  одно  пзъ  чиселъ  п  пли  ы, 
а  еще  лучше,  оба  въ  одпо  время,  какъ  уже  было  замѣчеио  выше. 

Положимъ,  что  рѣшились  пзъ  100  человѣкъ  назпачпть  пятерыхъ,  а  для  числа  со  при¬ 
нять  2-і  процента.  Тогда  будетъ 

N  =  10000,  п  —  500,  а  —  250. 

Сверхъ  того,  пусть  *=  100,  п  слѣдовательно  п—і  =  400.  Найдется 
Т  =  |^=  0,9882.... 


_1уѴ,,Л  =  1 =  1-0,16235...  =  0,83765... 
Дополнительный  членъ  числителя  въ  Формулѣ  (/)  равенъ 

& !  (т)'  •"& Г+іт>”  (■*)“ )  =  •  •  • 

Величина ,  вычитаемая  пзъ  едшіицы  въ  знаменателѣ  той  же  Формулы,  равпа  0,00112 - 

Слѣдовательно 

_  0,83788+0.00081  0 339  . . 

Р  —  1—0,00112  ’ 

II  такъ,  мы  дошли  до  вѣроятности  почти  равной  Если  бы  еще  нѣсколько  увели¬ 
чили  отношенія  —  а—,  то  достигли  бы  значенія,  превышающаго  дробь  — ,  которая, 
безъ  сомпѣиія,  была  бы  достаточна  па  практикѣ. 

Скажемъ  теперь  нѣсколько  словъ  о  составленіи  таблицы  для  непосредственнаго  сообра¬ 
женія  величины  предѣловъ  дѣйствительной  потери  убитыми  п  ранеными.  Съ  этою  цѣлію, 
естественно  принимать  отиошепіе  постояннымъ,  равнымъ,  положимъ  —  какъ  въ  послѣд¬ 
немъ  примѣрѣ,  пли  даже  иѣсколько  превышающимъ  эту  дробь  для  большей  точности.  Вь 
послѣднемъ  предположеніи,  предѣлъ  интеграла 


будетъ  вообще  болѣе  единицы;  поэтому,  при  вычисленіи  пптеграла  ^  х\1—х)п  ’Лх  по 
приближенію  [№  56],  нельзя  довольствоваться  одппиъ  интеграломъ  с  Лі,  а  должно 
будетъ  удержать  членъ,  заключающій  въ  себѣ  ^  е  .  ЛЙ,  который  мы  откнпу.ш  па  томъ 
осповапіп,  что  принимали  Т  за  велпчппу  порядка  •  Могло  бы  даже  случиться,  что 
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„  ,г  -<* 
но  пршштой  величинѣ  для  надлежало  бы  сохрапоть  интегралъ  ]  е  .  ІесІІ  о  даль¬ 

нѣйшіе  члены.  Въ  такомъ  случаѣ  чпслптсль  Формулы  (Г)  подвергнется  нѣкоторому  измѣ¬ 
ненію.  Наблюдая  же  что  всѣ  пптегралы 

/Ѵ|в.*‘л,  /  . . 

чрезъ  интегрированіе  по  частямъ,  выражаются  посредствомъ  уже  найденнаго  У*  е~1  А, 
измѣненіе,  о  которомъ  говоромъ,  пе  представитъ  пн  малѣйшаго  затрудненія. 

Возвратимся  къ  таблицѣ  вѣроятныхъ  потерь.  Мы  уже  допустило,  что  отношеніе  числа 
назначенныхъ  людей  къ  полному  числу  участвующихъ  въ  дѣлѣ,  иепзмѣішо;  примемъ  также 
вѣроятность  р  почти  постоянною,  папрниѣръ  не  меньшею  дробп  —  плп  всякой  другой,  въ 
велпчииѣ  которой  условилось  предварительно.  На  такомъ  основапіп,  таблица  будетъ  за¬ 
ключать  въ  себѣ  два  аргумента:  полпое  число  N  сражающихся  п  число  *  убитыхъ  или 
раненыхъ  изъ  п  назначенныхъ  людей.  Искомое  чпело  будетъ  ы,  то  есть  уклоненіе  въ  ту 
н  другую  сторону  вѣроятной  потери  к~  —  отъ  дѣйствительной.  Таблицу  удобно  распо¬ 
ложить  на  подобіе  обыкновенной  Пиѳагоровой.  Верхній  горизонтальным  рядъ  можетъ 
заключать,  паіірпмѣръ,  различныя  зііачепіл  для  количества  войска  Я,  а  первый  вертикаль¬ 
ный  столбецъ,  съ  лѣвоіі  стороны,  различныя  значенія  для  паблюдеііпаго  числа  *  выбывшихъ 
изъ  строя  людей.  Искомое  число  ы,  пли,  еще  лучше,  предѣлы  к — а  и  к-^-ы  дѣйстви¬ 
тельной  потери  будутъ  находиться  па  квадратѣ  встрѣчи  горизонтальнаго  ряда  съ  верти¬ 
кальнымъ  столбцомъ. 

Такъ  какъ  аргументъ  і  есть  число  наблюдеппос,  то  подъ  пшгь  можно  разумѣть  число 
убитыхъ,  рансиыхъ,  плѣнныхъ  и  проч. ,  полагал  даже  между  ннмп  какое  угодно  различіе. 
Напримѣръ,  можно  искать  по  таблицѣ,  отдѣльно,  предѣлы  потерн  Офицерами  и  солдатами, 
коипынп  плп  пѣхотными  и  т.  п.  Опа  же  послужитъ  для  опредѣленія  числа  убитыхъ  хо¬ 
лоднымъ  плп  огнестрѣльнымъ  оружіемъ.  Даже,  независимо  отъ  военнаго  дѣла,  эта  самая 
таблица  можетъ  быть  употребляема  съ  выгодою  во  многихъ  случаяхъ,  встрѣчающихся 
въ  общественной  жизни.  ІІапрпмѣръ,  если  бы  требовалось,  при  пріёмкѣ  весьма  большаго 
числа  какихъ  либо  вещей  плп  припасовъ,  опредѣлить  съ  достаточною  вѣроятностію  пре¬ 
дѣлы  количества,  не  имѣющаго  надлежащей  доброты,  то,  подвергая  на-удачу  испытанію 
болѣе  плп  менѣе  значительную  часть  этихъ  припасовъ ,  можно  бы  было ,  посредствомъ 
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упонипасмой  таблицы ,  составить  себѣ  довольпо  приблизительное  понятіе  о  достоинствѣ 
полнаго  количества,  предполагая,  что  подробное  его  освидѣтельствованіе,  по  продолжитель¬ 
ности  своей,  неисполнимо. 

Можетъ  быть  люди ,  свѣдущіе  въ  военномъ  дѣлѣ ,  пайдутъ  что  изложенный  здѣсь 
способъ  неудобенъ  на  практикѣ  въ  самое  время  сраженія.  Во  всякомъ  случаѣ  мы  пола¬ 
гаемъ,  что  таблица,  о  которой  ссй-часъ  говорсно ,  будетъ  не  безполезна  въ  томъ  отно¬ 
шеніи,  что  послужитъ,  немедленно  послѣ  сражспія,  къ  приблизительной  оцѣнкѣ  предѣловъ 
потерь,  понесенныхъ  арміею  людьми,  лошадьми  п  проч.  Покамѣстъ  различныя  потери  не 
будутъ  опредѣлены  еще  точнымъ  образомъ,  эти  приближенныя  данныя,  можетъ  быть, 
покажутся  не  лншипми  для  соображенія. 
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1,81 

0,009283630* 

7,9677178 

2,21 

0,00157355090 

7,1968808 

ТАБЛИЦА  II**. 


478 


І~  /Г°Ѵ"',А, 

Ь  ==  10+Ьо^./. 

Т 

1 

Ь 

Т 

/ 

Ь 

2,22 

0,00149954175 

7,1759586 

2,62 

0,00018716339 

6,2722209 

2,23 

0  00142874667 

7,1549552 

2,63 

0,00017698942 

6,2479473 

2,24 

0,00136103962 

7,1338709 

2,64 

0,00016733686 

6,2235917 

2,25 

0,00129629888 

7,1127052 

2,65 

0.00015818073 

6,1991536 

1  2,20 

0,00123440684 

7,0914583 

2,66 

0,00014949723 

6,1746332 

2,27 

0,00117524997 

7,0701303 

2,67 

0,00014126361 

6,1500302 

!  2,28 

0,00111871873 

7,0487209 

2,68 

0,00013345813 

6,1253450 

1  2,29 

0,00106470738 

7,0272303 

2,69 

0,00012606000 

6,1005773 

2,30 

0,00101311393 

7,0056583 

2,70 

0,00011904937 

6,0757272 

2,31 

0,00096383998 

6,9840049 

2,71 

0,00011240727 

6,0507944 

2,32 

0,00091679067 

6,9622702 

2,72 

0,00010611558 

6,0257791 

2,33 

0,00087187454 

6,9404540 

2,73 

0,00010015701 

6,0006813 

2,34 

0.00082900344 

6,9185563 

2,74 

0,00009451505 

5,9755009 

2,35 

0,00078809246 

6,8965772 

2,75 

0,00008917395 

5,9502381 

2.36 

0,00074905978 

6,8745165 

2,76 

0,00008411867 

5,9248924 

2,37 

0,00071182661 

6,8523743 

2,77 

0,00007933487 

5,8994642 

2,38 

0,00067631708 

6,8301505 

2,78 

0,00007480888 

5,8739532 

2,39 

0,00064245819 

6,8078448 

2,79 

0,00007052767 

5,8483595 

2,40 

0,00061017965 

6,7854578 

2,80 

0,00006647880 

5,8226832 

2,41 

0,00057941385 

6,7629889 

2,81 

0.00006265043 

5,7969241 

2,42 

0,00055009578 

6,7404384 

2,82 

0.00005903128 

5,7710822 

2,43 

0.00052216288 

6,7178061 

2,83 

0,00005561060 

5,7451576 

2,44 

0,00049555503 

6,6950919 

2,84 

0,00005237815 

5.7191510 

2,45 

0,00047021445 

6,6722960 

2,85 

0,00004932418 

5,6930599 

2,46 

0,00044608562 

6,6494183 

2,86 

0,00004643942 

5,6668869 

2,47 

0,00042311518 

6,6264587 

2,87 

0,00004371503 

5,6406308 

2,48 

0,00040125189 

6,6034171 

2,88 

0,000041 14262 

5,6142920 

2,49 

0,00038044655 

6,5802937 

2,89 

0.00003871419 

5,5878701 

2,50 

0,00036065192 

6,5570882 

2,90 

0,00003642214 

5,5613655 

2,51 

0,00034182267 

6,5338008 

2,91 

0,00003425925 

5,5347778 

2,52 

0,00032391530 

6,5104316 

2,92 

0,00003221864 

5.5081072 

2,53 

6,4869801 

2,93 

0,00003029379 

5,4813537 

2,54 

0,00029070099 

6,4634465 

2,94 

0,00002847849 

5,4545170 

255 

0,00027531565 

6,4398310 

2,95 

0,00002676685 

5,4275973 

2,56 

0.00026069528 

6,4161332 

2,96 

0,00002515327 

5,4005945 

2,57 

0,00024680462 

6,3923533 

2,97 

0,00002363244 

5,3735086 

2.58 

6,3684912 

2,98 

0,00002219932 

5,3463397 

2,59 

000022107873 

6,3445470 

2,99 

0,00002084912 

5,3190877 

2,60 

2,61 

0,00020918015 

0,00019788447 

6,3205205 

6,2964117 

3,00 

0,00001957729 

5,2917525 

ЗАМѢЧЕННЫЯ  ОПЕЧАТКИ. 

15  сверху. .  .Невѣденіе . Невѣдѣвіе. 

10  снизу - т\а+ьу” . т’(^НГ" 

I  Сверху  °  _ "■-*+«,  д  _  ”»+«  *  а  </_«■-„+<  Ь  _т+1 

I  сверху. .  .е*хх,.т*‘ . с***' 

14  снизу - Говорѣ . Говоря. 

12  сверху. .. у"  х”-*(1  х)"іх . ]'1хт~г(1—х)пёх. 

12  . 


/ 


